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О ФОРМАЛИЗАЦИИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ГЛАДКИХ 

НЕЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

С.Н. Чуканов 

Предложен - метод  формализации — взаимодействия  гладких — нелинейных 
динамических систем с использованием двухпараметрических лиевых групп. Метод 
может быть применен для линейных динамических CHCTCM и обобщен на нелинейные 
динамические — снстемы.  Рассмотрен - пример  взаимодействующих — нелинейных 
динамических — систем, — которые — при - линейном — рассмотрении — являются 
невзаимодействующими. 

Введение 

В классических работах Р.Калмана [1] разработаны ранговые методы 
исследования  линейных — динамических  систем, 4 HMEHHO,  исследование 
управляемости и наблюдаемости этих систем. Системный подход Р.Калмана 
основан на учете взаимного влияния компонент вектора состояния систем, которое 
приводит к зависимости эволюции одной W3 KOMIIOHEHT вектора состояния при 

возмущении другой компоненты вектора состояния. 
Используя ранговые методы исследования Р.Калмана, возможно провести 

формализацию — взаимодействия — линейных — динамических — систем. — Однако 
исследование взаимодействия нелинейных динамических систем осуществимо 
только после линеаризации этих систем. 

1. Ностановка задачи 

Учет нелинейной структуры взаимного влияния компонент вектора 
состояния систем может привести K изменению размерности пространства 
управляемости и наблюдаемости гладких нелинейных динамических систем. Для 
учета нелинейной структуры взаимного влияния компонент вектора состояния 
систем B работе используется аппарат групп Ли [2]. 

Для векторов состояния гладкой нелинейной динамической системы X и 
дополнительной динамической системы & можно составить диаграмму морфизмов 

е- О& 

Х, — Е_г 
ч о4Ф (1) 

Хо — & 

e- Dt 

100



Здесь W, - неизвестная переходная матрица для гладкой нелинейной системы 

ах/@! = w(x), (2) 

@, - переходная матрица | 

D, = ел (3) 

для линейной системы 

а/аг = Ах, (4) 

ebs - морфизм E—-X с инфинитезимальным генератором Dy 

Dy = T(£)0/08 (5) 

и компонентами генератора Т(5), определяемыми в Приложении по компонентам 

вектора W(X) методом, аналогичным методу Кэмела-Хори [3]. В дальнейшем 

указание на зависимость от & компонент матрицы T опускается. Цля выполнения 
условий коммутативности диаграммы (1) должно выполняться соотношение 

е- 0 =@, е Dt (6) 
ИлИ 

X,=eD:d e- х (7) 

2. Взаимодействие линейных динамических систем 

Р‹’‚ЮСМОТРИМ взаимодействие двух гладких линейных динамических систем с 

векторами состояния 

х 
x=(_ ), (8) 

Хп 

удовлетворяющими соотношению 

X; ег^ ер^ х 
() =( )( _ о- ) 

Хп ётт^ ец^ Хп 

При изменении в MOMEHT времени =0 вектора состояния системы @ на бх, вектор 

состояния системы В изменится на бхд в момент времени { (o,f=I или П) 

ох = €4 A оХ ро, (10) 
где 

е„в^ = g [(1A) o Vi ]. (11) 

Для Ag gl получим рекуррентные соотношения: 

А = ААу!-1) + АтпАр 1, 

Argll = ApAqnl-1] + АхлАци , (12) 

Al = АдзА; - + Ag pAg 1, 

Аплй = AgiArnl-1] + Ag pAggl-11. 

Исследуя ранги матриц €gg"A, можно установить структуру взаимодействия 

линейных динамических систем [1]. 
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3. Взаимодействие нелинейных динамических систем 

ДЛЯ случая взаимодействия гладких нелинейных динамических систем 

X, = eDide- i, = ейк е e-Diy,, (13) 
где 

Ч W erPs eppbe е^ ©;^ | ©;р РЕ e Pt софует < ( 3 НЫ ( Н ы и^ @ш” )( ы ) 

а; Y e e’ — еп^ ер^ @цу Dt e D 

ег = X, [(Dy)it] (15) 
и 

Ty0/0§; Ti0/0&y Р Dyy . 
D = ( )= ( ), (16) 

Тпд/дё, Tyd/dEy” —° Эк Эн 

Ра +Рып Рыыы — Degleny +Окл Энп D= ( (7) 
ОЭ +Эытл Рыыу — ВкызВкш +Deny Denn 

ра = ( Dy Dep -t +Оыл Dy DegpDeny-t +Dery Deyt- 2 (18) “ = Е . ‚ , . 
DenDerr- ! +Denn D ©1 Эка ! +Deny Эец ! 

Из (14) следует 

Wiy, = © 0К(етт^е, у ее у^ ё %) + ©1 pDs( e у^ ©у у Pit-ep уу^ ё Р5), 

Wi = epPe(eryd ©) ур Doty у^ @у 5) + epPe( ey ©; уу 5+ед уА @у %), 

(19) 
п = ey Pe(er у^ ё) у Ре+е) у^ е 05) + ey P ey ©) у Dehepy у^ @уу )5), 

Wy, = e D€ ep g Detep т^ @уу 5) + @п5( е^ epyp Ренед у^ @уу D). 

Исследуя ранги матриц W, 5, можно установить структуру взаимодействия гладких 

нелинейных динамических систем [1]. 

4. Пример 

Рассмотрим систему двух линейных дифференциальных уравнений 

ас = АБ (20) 

с матрицей 

: д=( ^ °) (21) 
О А 

такой, что & и &; не взаимодействуют, и CHCTEMy [BYX - нелинейных £ 

дифференциальных уравнений 

ак/а = у(х), (22) 

получаемой из (18) отображением ей: с инфинитезимальным генератором



Т T, D; = Тд/дЕ = ( 711 ]{2 ) д/9Ё, (23) 
21 £22 

причем ПЗРВЬ]И член разложения компоненты ПСРВОГО порядка разложения 

матрицы T по € (см. (П.10)) имеет вид 

ТО0 T 
ТО = (24) 

Тогда функция y (см. (20)) имеет компоненты нулевого порядка разложения по е 

& (0 = АЁ = 25 у (4 0 А„ ЛОВч (25) 

и компоненты первого ПОРЯДК& разложения по € 

Wi = АЕдТОУдЕ - ТОА. (26) 
В соответствии с (7) имеем 

Х, = eDeprAp- Dgxo = 

= (Е +eTM0/dE + ...) (E+tA+ ...) (Е - еТОд/оЕ + ...)хо = 

= [Е + [А + e(TWIA/E - ATMWI/IE)] + ...}хо = 

(27) 
-Е + I( (A1 - Аэ)Т\2(Од/дЕ, ) + ..Лжо 

Ё(Ап - Аз)Т(0д/д8, Ay 

и при 
(Ацн - AT, # 0 (28) 

имеет место влияние возмущения X, на процесс изменения X1, а при 

(Ан - Аэ)Тэ0) # 0 (29) 

имеет место влияние возмущения X на процесс изменения X,. 

Приложение 

Определение инфинитезимальных генераторов групп Ли 

Использование лиевых групп  при исследовании систем — нелинейных 
дифференциальных уравнений основано на соотношениях [2] 

\(х) = у(е?5;) = е’у(5), 
(IL.1) 

\(5) = y(ePx) = eDy(x). 

Использование функции \у(х)=х или функции y(&)=E приводит к 

х = e, 
(П.2) 

& = eDxx, 
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B (I1.1) использованы инфинитезимальные генераторы лиевых групп [2] 

D; = ZT(£)o/0g;, 

D, = ЭТ: 1(x)0/0x;, (I1.3) 

T, (х) = Т( ЕЕ 

и морфизм элемента лиевой группы 

e =X, o DAL, (П.4) 

здесь D = Dy или D = ,. В дальнейшем указание на зависимость от & компонент Т, 

и матрицы T опускается. 
Разложим правую часть уравнения движения системы с вектором состояния 

х по степеням параметра е 

х = \у(х,е) = Zpsget - у0(х) (11.5) 

с дополнительной системой [3] 

&= у0(5), (0-6) 
тогда 

Е = yO(E) = у(о)/дх(е0:х) = we(x) (117) 
или в соответствии с (П.1) 

VO(E) = we(x(8)) = е*[у(Е)д/дЕ(ет 1955 ], (IL8) 
или B форме разложения B ряд 

\®(5) = 20(1 )rDer[w(§)0/0E(DrE) 1/ (plgt). (IL9) 

В дальнейшем указание на зависимость от & функций <©) н W) опускается. 

Представим T B виде разложения B ряд по параметру е 

т = Хые/ - TO, (11.10) 
тогда 

D2 = [Xp) - TO] 0/0E[ 218l - TO]0/0E])= Хрое! : @0(Е) , (I111) 

где использованы дифференциальные операторы 

С]2… = Zjlzlflzlifl f_fz;frrol)a/afi[ T‘fi)a@&] (Hlz) 

И 

Dep =X, d0), (П.13) 

где использованы дифференциальные операторы 

@0 = Хы аыы ГООО/ОЕ(а,. 1(2)). (11.14) 

После этого разложение (П.9) может быть переписано B виде 

WO =3, o~ 1)/ (plgh)(Zsge’ : d0)[Za0e7 - WO/ (Zys,ei - d,OE)], (T1.15) 

или после преобразования сумм 

ц) = Zp - DG Sy oo posin’ - dOWODREAOE)]. — (П16) 
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Собирая члены ¢ g, при &>1 получим 

Ep,qzo(' 1 )p/(p!q!)[EiZcz,rZOJZpInjw:kdq(i)W(r)a/ag(dp(j)&)] =0 (H17> 

ИЛИ 

У ооы ТОдОУВЕ - st o IITUVDE + уе = O, (п.18) 
где 

\:’(") = By 21 (- 1 )PP Zing 20 2 ООО( 5) ] (11.19) 

B соответствии с (I1.6) имеем 

WOTGYIE = аТО. (I1.20) 
Из (I1.18) получим 

аТ®/а = Eizl,rz()lm:kT(i)aW(r)@E.u - Zi?l,7‘21|i+r:kw(r)§T(j)/a& + \V(k) =0. (П21) 

Так как в правой части (П.21) отсутствуют ТО с 1>& и дТИ/ОЕ с >k, то (П.21) - 
система линейных дифференциальных уравнений относительно Т®. 

При наличии линейной дополнительной системы 

Е = AL (П.22) 
из (П.21) получим 

аГО/а = T(k)'A+Zi21,erlffl:t;T(i)aW(r)/a&' Zm’rzl;,-":k\y(r)arr(./’)/c)&, + Ді(]‘) (ПЗЗ) 

Для случая k=1 

Y1) = у0дТа)уоЕ - Ty (I1.24) 
илИ 

у) = AEITAVIE - ТОА. (11.25) 
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FORMALIZATION METHOD OF INTERACTION 

ОЕ SMOOTH NONLINEAR DYNAMIC SYSTEMS 

S.N. Chukanov 

Formalization method of interaction of smooth nonlinear dynamic systems with use 
two-parametrical Гле groups is offered. The method can be applied for linear dynamic 
systems and is generalized on nonlinear dynamic systems. An example of interacting 
nonlinear dynamic systems 18 considered, which by linear consideration are 
noninteracting. 
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