
Известия высших учебных заведений. Прикладная нелинейная динамика. 2024. Т. 32, № 6
Izvestiya Vysshikh Uchebnykh Zavedeniy. Applied Nonlinear Dynamics. 2024;32(6)

Научная статья DOI: 10.18500/0869-6632-003134
УДК 517.987, 517.938.5 EDN: NDWRDI

О предельных множествах простейших косых произведений
на многомерных клетках

Л. С. Ефремова1,2 , М. А. Шалагин1

1Национальный исследовательский Нижегородский государственный университет
им. Н. И. Лобачевского, Россия

2Московский физико-технический институт (национальный исследовательский университет),
Долгопрудный, Россия

E-mail: lefunn@gmail.com, shalaginmatvey@gmail.com
Поступила в редакцию 18.06.2024, принята к публикации 23.09.2024,

опубликована онлайн 8.11.2024, опубликована 29.11.2024

Аннотация. Цель работы состоит в описании двух важнейших типов предельных множеств простейших косых произ-
ведений отображений интервала, фазовым пространством каждого из которых является компактная 𝑛-мерная клетка
(𝑛 ⩾ 2): во-первых, неблуждающего множества и, во-вторых, ω-предельных множеств траекторий. Методы. Предложен
метод исследования неблуждающего множества (новый даже для двумерного случая), основанный на использовании
понятия 𝐶0- Ω-взрыва в непрерывных отображениях отрезка, и введенного в работе понятия 𝐶0- Ω-взрыва в семействе
непрерывных отображений в слоях. Для описания ω-предельных множеств использована техника специальных рядов,
построенных по траектории и содержащих информацию о ее асимптотическом поведении. Результаты. Дано полное
описание неблуждающего множества непрерывного простейшего косого произведения отображений интервала, то есть
непрерывного косого произведения на компактной 𝑛-мерной клетке, множество (наименьших) периодов периодических
точек которого ограничено. Результаты, полученные при описании неблуждающего множества, использованы при
изучении ω-предельных множеств. В работе дано описание топологической структуры ω-предельных множеств
рассматриваемых отображений. Найдены достаточные условия, при выполнении которых ω-предельным множеством
траектории является периодическая орбита, а также необходимые условия существования одномерных ω-предельных
множеств. Заключение. Дальнейшее развитие техники 𝐶0- Ω-взрыва в семействе отображений в слоях позволит опи-
сать структуру неблуждающего множества косых произведений одномерных отображений, в частности, с замкнутым
множеством периодических точек, заданных на простейших многообразиях произвольной конечной размерности.
Дальнейшее развитие теории специальных, построенных в работе расходящихся рядов позволит перейти к описанию
ω-предельных множеств произвольной размерности 𝑑, где 2 ⩽ 𝑑 ⩽ 𝑛− 1, 𝑛 ⩾ 3, в простейших косых произведениях.

Ключевые слова: косое произведение, неблуждающее множество, 𝐶0- Ω-взрыв, ω-предельное множество, неподвижная
точка, периодическая точка.
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Abstract. The purpose of this work is to describe two important types of limit sets of the most simple skew products of
interval maps, the phase space of each of which is a compact 𝑛-dimensional cell (𝑛 ⩾ 2): firstly, a non-wandering set
and, secondly, ω-limit sets of trajectories. Methods. A method for investigating of a nonwandering set (new even for the
two-dimensional case) is proposed, based on the use of the concept of 𝐶0-Ω-blow up in continuous closed interval maps, and
the concept of 𝐶0-Ω-blow up introduced in the work in the family of continuous fibers maps. To describe the ω-limit sets, the
technique of special series constructed for the trajectory and containing an information about its asymptotic behavior is used.
Results. A complete description is given of the nonwandering set of the continuous simplest skew product of the interval
maps, that is, a continuous skew product on a compact 𝑛-dimensional cell, the set of (least) periods of periodic points of
which is bounded. The results obtained in the description of a nonwandering set are used in the study of ω-limit sets. The
paper describes a topological structure of ω-limit sets of the maps under consideration. Sufficient conditions have been found
under which the ω-limit set of the trajectory is a periodic orbit, as well as the necessary conditions for the existence of
one-dimensional ω-limit sets. Conclusion. Further development of the 𝐶0-Ω-blow up technique in the family of maps in fibers
will allow us to describe the structure of a nonwandering set of skew products of one-dimensional maps, in particular, with
a closed set of periodic points defined on the simplest manifolds of arbitrary finite dimension. Further development of the
theory of special divergent series constructed in the work will allow us to proceed to the description of ω-limit sets of arbitrary
dimension 𝑑, where 2 ⩽ 𝑑 ⩽ 𝑛− 1, 𝑛 ⩾ 3, in the simplest skew products.
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Введение

В статье дано описание двух наиболее важных типов предельных множеств некоторых
непрерывных косых произведений отображений интервала, фазовое пространство каждого из
которых представляет собой компактную 𝑛-мерную клетку (𝑛 > 2): во-первых, неблуждающего
множества и, во-вторых, ω-предельных множеств траекторий. Рассматриваемые здесь косые
произведения (называемые в дальнейшем простейшими) образуют собственное подмножество
семейства косых произведений с замкнутым множеством периодических точек. В случае 𝑛 = 2
неблуждающее множество непрерывного косого произведения отображений интервала с за-
мкнутым множеством периодических точек в базе (и, в частности, с замкнутым множеством
периодических точек) детально изучалось в [1] (см. также [2]), а описание ω-предельных мно-
жеств с исследованием вопросов дифференцируемости простейших отображений приведено в [3].
Обратим внимание и на то, что исчерпывающе полное описание свойств ω-предельных множеств
непрерывных отображений отрезка в себя имеется в [4–6].

Рассмотрим косое произведение отображений интервала

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = (𝑓1(𝑥1), 𝑓2(𝑥1, 𝑥2), . . . , 𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)) (1)
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с фазовым пространством 𝐼𝑛 =
𝑛∏︀

𝑖=1
𝐼𝑗 , где 𝐼𝑗 — невырожденный отрезок вещественной прямой

для каждого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛.
Обозначим через 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛)(𝑆𝑃 1(𝐼𝑛)) пространство всех непрерывных (всех 𝐶1-гладких)

косых произведений (1), наделенное 𝐶0-нормой (𝐶1-нормой), индуцированной стандартной
𝐶0-нормой (𝐶1-нормой) пространства 𝐶0(𝐼𝑛) (𝐶1(𝐼𝑛)) всех непрерывных (всех 𝐶1-гладких)
отображений 𝑛-мерной клетки 𝐼𝑛 в себя.

Будем использовать обозначения

𝑓2(𝑥1, 𝑥2) = 𝑓2, 𝑥1(𝑥2),
̂︀𝑓2 = (𝑓1, 𝑓2, 𝑥1),

а при всех 3 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 положим

̂︀𝑥𝑗−1 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑗−1), 𝑓𝑗(̂︀𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗) = 𝑓𝑗, ̂︀𝑥𝑗−1
(𝑥𝑗).

̂︀𝑓𝑗 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑗, ̂︀𝑥𝑗−1
), где ̂︀𝑓𝑛 ≡ 𝐹.

Отметим, что отображение ̂︀𝑓𝑗 : 𝐼𝑗 → 𝐼𝑗 при любом 2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 − 1 также представляет собой
косое произведение отображений интервала, фазовым пространством которого является 𝑗-мерная
клетка.

Следуя [7], условимся считать, что отображение

̂︀𝑓𝑛−1 : 𝐼
𝑛−1 → 𝐼𝑛−1, где ̂︀𝑓𝑛−1 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1, ̂︀𝑥𝑛−2

),

есть факторотображение (фактор) косого произведения (1), а отображение

𝑓𝑛,̂︀𝑥𝑛−1
: 𝐼𝑛 → 𝐼𝑛

для любого ̂︀𝑥𝑛−1 ∈ 𝐼𝑛−1 есть отображение в слое над ̂︀𝑥𝑛−1.
В силу (1) для любого натурального числа 𝑘 и произвольной точки (̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ∈ 𝐼𝑛

справедливо равенство

𝐹 𝑘(̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) = (𝑓𝑘
1 (𝑥1), 𝑓2, 𝑥1, 𝑘(𝑥2), ..., 𝑓𝑛,̂︀𝑥𝑛−1,𝑘(𝑥𝑛)), (2)

где 𝑓2, 𝑥1, 𝑘(𝑥2) = 𝑓2, 𝑓𝑘−1
1 (𝑥1)

∘ . . . ∘ 𝑓2, 𝑥1(𝑥2), а для любых 3 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛

𝑓𝑗, ̂︀𝑥𝑗−1, 𝑘(𝑥𝑗) = 𝑓
𝑗, ̂︀𝑓𝑘−1

𝑗−1 (̂︀𝑥𝑗−1)
∘ . . . ∘ 𝑓𝑗, ̂︀𝑥𝑗−1

(𝑥𝑗). (3)

Приведем основные определения, используемые в работе.

Определение 1. Простейшим косым произведением, заданным на 𝑛-мерной клетке, 𝑛 ⩾ 2,
будем называть непрерывное косое произведение с ограниченным множеством (наименьших)
периодов его периодических точек.

Обратим внимание на корректность определения 1: любое непрерывное косое произведение
отображений интервала имеет хотя бы неподвижную точку (детальную информацию о сосуще-
ствовании периодов периодических точек такого рода отображений см. далее).

Определение 2. Точка 𝑥(̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ∈ 𝐼𝑛 называется неблуждающей точкой отображения 𝐹 ,
если для любой окрестности 𝑈(𝑥) точки 𝑥 в 𝐼𝑛 существует натуральное число 𝑘 такое, что

𝑈(𝑥)
⋂︁

𝐹 𝑘(𝑈(𝑥)) ̸= ∅ [8, Ch. 0, § 0.2].
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Множество всех неблуждающих точек отображения 𝐹 называется неблуждающим и обо-
значается Ω(𝐹 ).

Определение 3. Точка 𝑥′(̂︀𝑥′𝑛−1, 𝑥
′
𝑛) ∈ 𝐼𝑛 называется ω-предельной точкой траектории точки

𝑥(̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ∈ 𝐼𝑛 относительно отображения 𝐹 , если существует строго возрастающая
последовательность натуральных чисел 𝑘1 < 𝑘2 < . . . < 𝑘𝑚 < . . . такая, что

lim
𝑚→+∞

𝐹 𝑘𝑚(̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) = (̂︀𝑥′𝑛−1, 𝑥
′
𝑛) [8, Ch. 0, § 0.2].

Множество всех ω-предельных точек траектории точки 𝑥 относительно 𝐹 называется
ω-предельным и обозначается ω𝐹 (𝑥).

Компактность 𝐼𝑛 влечет за собой выполнение неравенств

Ω(𝐹 ) ̸= ∅; ω𝐹 (𝑥) ̸= ∅ для любого 𝑥 ∈ 𝐼𝑛.

Пусть 𝑝𝑟𝑛−1 : 𝐼
𝑛 → 𝐼𝑛−1 есть естественная проекция 𝑛-мерной клетки 𝐼𝑛 на (𝑛−1)-мерную

клетку 𝐼𝑛−1.
Рассматриваемые в работе основные предельные множества непрерывного косого про-

изведения отображений интервала обладают свойством проекции в следующем естественном
смысле.

Лемма 1. Пусть 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛) (𝑛 ⩾ 2). Тогда справедливы следующие равенства:

Ω( ̂︀𝑓𝑛−1) = 𝑝𝑟𝑛−1(Ω(𝐹 )) [7];

ω ̂︀𝑓𝑛−1
(̂︀𝑥𝑛−1) = 𝑝𝑟𝑛−1(ω𝐹 (𝑥)) для любого 𝑥(̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ∈ 𝐼𝑛.

Второе равенство в формулировке леммы 1 для косого произведения на компактном прямо-
угольнике в плоскости рассмотрено в [9].

Убедимся в справедливости этого равенства для любого 𝑛 ⩾ 2. Действительно, пусть
𝑥′(̂︀𝑥′𝑛−1, 𝑥

′
𝑛) ∈ ω𝐹 (𝑥), где 𝑥 = (̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛). Тогда в силу определения 3 и формул (2)–(3) для

некоторой строго возрастающей последовательности натуральных чисел 𝑘1 < 𝑘2 < . . . < 𝑘𝑚 < . . .
выполнено

lim
𝑚→+∞

̂︀𝑓𝑘𝑚
𝑛−1(̂︀𝑥𝑛−1) = ̂︀𝑥′𝑛−1,

lim
𝑚→+∞

𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1, 𝑘𝑚(𝑥𝑛) = 𝑥′𝑛.
(4)

Первое из равенств (4) означает, что справедливо включение

𝑝𝑟𝑛−1(ω𝐹 (𝑥)) ⊆ ω ̂︀𝑓𝑛−1
(̂︀𝑥𝑛−1).

Покажем, что верно противоположное включение. В самом деле, пусть ̂︀𝑥′𝑛−1 ∈ ω ̂︀𝑓𝑛−1
(̂︀𝑥𝑛−1),

где ̂︀𝑥𝑛−1 — произвольная точка из 𝐼𝑛−1. Тогда найдется последовательность натуральных чисел
𝑘1 < 𝑘2 < . . . < 𝑘𝑚 < . . ., для которой удовлетворяется первое из равенств (4). Возьмем
произвольно точку 𝑥𝑛 ∈ 𝐼𝑛 и, используя компактность отрезка 𝐼𝑛, из последовательности точек
{𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1, 𝑘𝑚(𝑥𝑛)}𝑚⩾1 выделим сходящуюся к некоторой точке 𝑥′𝑛 ∈ 𝐼𝑛 подпоследовательность
{𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1, 𝑘𝑚𝑗

(𝑥𝑛)}𝑗⩾1, где 𝑘𝑚𝑗 < 𝑘𝑚𝑗+1 при любом 𝑗 ⩾ 1. Таким образом, справедливы равенство

lim
𝑗→+∞

𝐹 𝑘𝑚𝑗 (̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) = (̂︀𝑥′𝑛−1, 𝑥
′
𝑛)

и включение
ω ̂︀𝑓𝑛−1

(̂︀𝑥𝑛−1) ⊆ 𝑝𝑟𝑛−1(ω𝐹 (𝑥)), где 𝑥 = (̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛).
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Полученное включение вместе с указанным выше противоположным включением доказывает
второе равенство в формулировке леммы 1 при любом 𝑛 ⩾ 2.

В дальнейшем нам потребуется следующее классическое свойство ω-предельных множеств.

Характеристическое свойство ω-предельных множеств [4, 5]. Пусть 𝐺 : 𝑋 → 𝑋 — непре-
рывное отображение локально компактного пространства 𝑋 в себя, а ω𝐺(𝑥) — произвольное
ω-предельное множество. Если 𝑉 — подмножество ω𝐺(𝑥), открытое в ω𝐺(𝑥) и не совпадающее
с ω𝐺(𝑥), то замыкание множества 𝐺(𝑉 ) не содержится в 𝑉 .

Важную роль в рассмотрении данной работы играет информация о периодах периодических
точек непрерывного косого произведения отображений интервала, заданного на 𝑛-мерной клетке
(𝑛 ⩾ 2).

Сформулируем обобщенную теорему А. Н. Шарковского, доказанную в [10] для косых
произведений отображений интервала на компактных клетках произвольной размерности 𝑛 ⩾ 2.

Обобщенная теорема А. Н. Шарковского. Пусть отображение 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛) имеет периодиче-
скую орбиту периода 𝑚 > 1. Тогда 𝐹 имеет также и периодическую орбиту каждого периода 𝑙,
предшествующего 𝑚 (𝑙 ≺ 𝑚) в порядке А. Н. Шарковского:

1 ≺ 2 ≺ 22 ≺ 23 ≺ . . . ≺ . . . ≺ 22 · 9 ≺ 22 · 7 ≺ 22 · 5 ≺ 22 · 3 ≺ . . .

≺ 2 · 9 ≺ 2 · 7 ≺ 2 · 5 ≺ 2 · 3 ≺ . . . ≺ 9 ≺ 7 ≺ 5 ≺ 3.

Обозначим τ(𝐹 ) множество (наименьших) периодов периодических точек отображения
𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛).

Непосредственным следствием обобщенной теоремы А. Н. Шарковского является следую-
щее утверждение.

Предложение 1. Множество τ(𝐹 ) простейшего косого произведения 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛), 𝑛 ⩾ 2,
удовлетворяет равенству

τ(𝐹 ) = {1, 2, 22, . . . , 2ν}
при некотором ν, где 0 ⩽ ν < +∞.

В дальнейшем будем использовать обозначение 𝑀 = 2ν.

Предложение 2 ( [7]). Пусть 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛) (𝑛 ⩾ 2). Тогда

𝑃𝑒𝑟( ̂︀𝑓𝑛−1) = 𝑝𝑟𝑛−1(𝑃𝑒𝑟(𝐹 )),

и для каждой точки ̂︀𝑥𝑛−1 ∈ 𝑃𝑒𝑟( ̂︀𝑓𝑛−1), где 𝑚(̂︀𝑥𝑛−1) — ее (наименьший) период, выполнено

𝑃𝑒𝑟(𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1,𝑚(̂︀𝑥𝑛−1)
) = (𝑃𝑒𝑟(𝐹 ))(̂︀𝑥𝑛−1).

Здесь 𝑃𝑒𝑟(·) — множество периодических точек отображения; (·)(̂︀𝑥𝑛−1) — срез множества
слоем над точкой ̂︀𝑥𝑛−1 ∈ 𝐼𝑛−1, то есть

(·)(̂︀𝑥𝑛−1) = {𝑥𝑛 : (̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ∈ (·)}.
Более того, для (наименьшего) периода 𝑚(𝑥) любой точки 𝑥(̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ∈ 𝑃𝑒𝑟(𝐹 ) справедливо
равенство

𝑚(𝑥) = 𝑚(̂︀𝑥𝑛−1) ·𝑚(𝑥𝑛),

где 𝑚(𝑥𝑛) — наименьший период точки 𝑥𝑛 ∈ 𝑃𝑒𝑟(𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1,𝑚(̂︀𝑥𝑛−1)).

Основные результаты настоящей статьи представлены в разделах 1 и 2.
Так, в разделе 1 приведено описание неблуждающего множества простейших отображений

из пространства 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛), 𝑛 ⩾ 2.
В разделе 2 рассмотрены вопросы структуры ω-предельных множеств простейших косых

произведений отображений интервала на многомерных клетках.
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1. Описание неблуждающего множества
простейших косых произведений отображений интервала

Структура неблуждающего множества непрерывных косых произведений с замкнутым
множеством периодических точек факторотображения, заданных на компактном прямоугольнике
плоскости, изучалась в [1] (см. также [2]). В статье [7] получены некоторые частные результаты
по описанию структуры неблуждающего множества простейших косых произведений непрерыв-
ных одномерных отображений на многомерных клетках, цилиндрах и торах (если множество
периодических точек непусто в случае отображений цилиндров и торов).

В этой части статьи мы приведем завершенные результаты изучения структуры неблуж-
дающего множества простейших отображений из пространства 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛), 𝑛 ⩾ 2. Отметим, что
предложенный здесь способ доказательства теоремы о неблуждающем множестве является новым
и для 𝑛 = 2.

По-видимому, первый пример непрерывного косого произведения (не являющегося про-
стейшим) в компактном прямоугольнике плоскости, отображения в слоях над периодическими
точками факторотображения которого имеют слабо неблуждающие, но блуждающие точки каж-
дого такого отображения в слое, приведен в статье [11]. В процессе доказательства основной
теоремы этой части работы мы исключим существование такого рода точек у отображений в слоях
над периодическими точками факторотображения простейшего косого произведения из 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛).
Для этого нам потребуются определения слабо неблуждающих точек и Ω-взрыва в непрерыв-
ных отображениях отрезка, а также свойства непрерывных отображений отрезка с замкнутым
множеством периодических точек.

Обозначим 𝐶0(𝐽) пространство всех непрерывных отображений отрезка 𝐽 в себя со стан-
дартной 𝐶0-нормой равномерной сходимости. База топологии в 𝐶0(𝐽) задается системой 𝜀-шаров
𝐵0

𝜀 (𝑓) при всех 𝑓 ∈ 𝐶0(𝐽) и всех 𝜀 > 0.
Начнем с определения слабо неблуждающей точки непрерывного отображения отрезка

(см., например, [12, гл. 1, § 3], [13, гл. 1, § 2]).

Определение 4. Точка 𝑥* ∈ 𝐽 называется слабо неблуждающей для отображения 𝑓 ∈ 𝐶0(𝐽),
если для любой окрестности 𝑈(𝑥*) точки 𝑥* в 𝐽 и любой 𝜀-окрестности 𝐵0

𝜀 (𝑓) отображения
𝑓 ∈ 𝐶0(𝐽) найдутся отображение 3 ∈ 𝐵0

𝜀 (𝑓) и натуральное число 𝑘 такие, что

𝑈(𝑥*)
⋂︁
3𝑘(𝑈(𝑥*)) ̸= ∅.

Множество слабо неблуждающих точек 𝑓 ∈ 𝐶0(𝐽) обозначим Ω𝑤(𝑓).
Понятие слабой неблуждаемости точек фазового пространства динамической системы тесно

связано с явлением 𝐶0- Ω-взрыва.

Определение 5. Говорим, что отображение 𝑓 ∈ 𝐶0(𝐽) допускает 𝐶0- Ω-взрыв, если суще-
ствует δ > 0 такое, что в любой окрестности 𝐵0

𝜀 (𝑓) отображения 𝑓 в пространстве 𝐶0(𝐽)
найдется отображение 3, для которого

Ω(3) ̸⊆ 𝑈δ(Ω(𝑓)).

Здесь 𝑈δ(Ω(𝑓)) есть δ-окрестность в 𝐽 неблуждающего множества Ω(𝑓) отображения 𝑓 .

Важно отметить, что явление Ω-взрыва в диффеоморфизмах было обнаружено в первое
десятилетие создания гиперболической теории в связи с теоремой об Ω-устойчивости диффеомор-
физмов, удовлетворяющих аксиоме 𝐴 [14–16]. Существенный вклад в изучение гомоклинического
Ω-взрыва (в гладких топологиях) внесли Л. П. Шильников и его ученики [17, 18]. Гомоклини-
ческий Ω-взрыв в 𝐶2-гладких эндоморфизмах окружности изучался в [19]. Новый сценарий
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𝐶0- Ω-взрыва в 𝐶1-гладких простейших косых произведениях отображений интервала, заданных
на компактном прямоугольнике плоскости, описан в [20] (см. также [2]).

Следующее утверждение позволяет применять слабо неблуждающие точки, в частности,
непрерывных отображений отрезка в себя к описанию 𝐶0- Ω-взрыва (см., например, [12, гл. 1, § 3]).

Предложение 3. Отображение 𝑓 ∈ 𝐶0(𝐽) допускает 𝐶0- Ω-взрыв в том и только том случае,
если

Ω(𝑓) ̸= Ω𝑤(𝑓).

Сформулируем необходимые результаты о непрерывных отображениях отрезка с замкнутым
множеством периодических точек.

Предложение 4. Отображение 𝑓 ∈ 𝐶0(𝐽) с замкнутым множеством периодических точек
обладает следующими свойствами:

(4.1) множество (наименьших) периодов периодических точек 𝑓 удовлетворяет равенству
τ(𝑓) = {1, 2, 22, . . . , 2ν}, где 0 ⩽ ν ⩽ +∞ [21];

(4.2) для каждой точки 𝑥0 ∈ 𝑃𝑒𝑟(𝑓) найдется окрестность 𝑈(𝑥0) такая, что

𝑈(𝑥0)
⋂︁

𝑓𝑘(𝑈(𝑥0)) ̸= ∅

тогда и только тогда, когда 𝑘 кратно (наименьшему) периоду 𝑚(𝑥0) точки 𝑥0 [22].

Предложение 5. Для отображения 𝑓 ∈ 𝐶0(𝐽) следующие утверждения эквивалентны:
(5.1) множество 𝑃𝑒𝑟(𝑓) замкнуто;
(5.2) справедливы равенства

Ω(𝑓) = Ω𝑤(𝑓) = 𝑃𝑒𝑟(𝑓) [21, 23];

(5.3) ω-предельное множество ω𝑓 (𝑥) траектории любой точки 𝑥 ∈ 𝐽 есть периодическая
орбита [21, 24].

Предложение 6. Для 𝐶1-гладкого отображения 𝑓 : 𝐽 → 𝐽 следующие утверждения эквива-
лентны:

(6.1) множество 𝑃𝑒𝑟(𝑓) замкнуто;
(6.2) множество τ(𝑓) ограничено, и τ(𝑓) = {1, 2, 22, . . . , 2ν} при некотором

ν, 0 ⩽ ν < +∞ [25].

Напомним, что косому произведению 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛) и произвольной его 𝑘-той итерации
(𝑘 ⩾ 1) соответствует непрерывное функциональное отображение ρ𝑘 : 𝐼𝑛−1 → 𝐶0(𝐼𝑛), называе-
мое 𝐶0-представлением, такое, что

ρ𝑘(̂︀𝑥𝑛−1) = 𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1, 𝑘; при 𝑘 = 1 полагаем 𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1, 𝑘 = 𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1

для всех ̂︀𝑥𝑛−1 ∈ 𝐼𝑛−1 [8, гл. 0, § 0.3].
При доказательстве теоремы о неблуждающем множестве простейшего отображения

𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛) будет использовано и определение Ω-взрыва в индивидуальном отображении
в слое в терминах свойств вспомогательных многозначных функций, связанных с косым произве-
дением. Определение такого рода функций для косых произведений одномерных отображений
с фазовым пространством произвольной размерности не меньшей 3 имеется в [26,27]. Начнем
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с удобного представления всевозможных итераций косого произведения в виде композиции более
простых отображений, одно из которых 𝐹𝑘 : 𝐼𝑛 → 𝐼𝑛 (𝑘 ⩾ 1) удовлетворяет равенству

𝐹𝑘(̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) = (𝑖𝑑𝐼𝑛−1(̂︀𝑥𝑛−1), 𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1, 𝑘(𝑥𝑛)), (5)

а другое 𝐹𝑘, 1 : 𝐼
𝑛 → 𝐼𝑛 — равенству

𝐹𝑘, 1(̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) = ( ̂︀𝑓𝑘
𝑛−1(̂︀𝑥𝑛−1), 𝑖𝑑𝐼𝑛(𝑥𝑛)), (6)

где 𝑖𝑑(·) — тождественное отображение множества. С использованием отображений, заданных
формулами (5)–(6), получаем

𝐹 𝑘 = 𝐹𝑘, 1 ∘ 𝐹𝑘. (7)

Определение 6. Под вспомогательными функциями для неблуждающего множества отоб-
ражения 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛), удовлетворяющего условию ̂︀𝑓𝑛−1(Ω( ̂︀𝑓𝑛−1)) = Ω( ̂︀𝑓𝑛−1), мы понимаем
многозначные функции Ω𝐹

𝑘 : Ω( ̂︀𝑓𝑛−1) → 2𝐼𝑛 такие, что

Ω𝐹
𝑘 (̂︀𝑥𝑛−1) = Ω(𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1, 𝑘) для любого ̂︀𝑥𝑛−1 ∈ Ω( ̂︀𝑓𝑛−1).

Здесь 2𝐼𝑛 означает, как обычно, топологическое пространство всех замкнутых подмножеств
отрезка 𝐼𝑛, наделенное экспоненциальной топологией [28, Ch. 1, § 17, I].

Будем рассматривать расширенные вспомогательные функции Ω𝐹
𝑘, 𝑒𝑥, которые зададим

в какой-либо (определяемой постановкой задачи) окрестности ̂︀𝑈𝑛−1(Ω( ̂︀𝑓𝑛−1)) множества Ω( ̂︀𝑓𝑛−1)

в 𝐼𝑛−1, полагая

Ω𝐹
𝑘, 𝑒𝑥(̂︀𝑥𝑛−1) = Ω(𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1, 𝑘) для каждого ̂︀𝑥𝑛−1 ∈ ̂︀𝑈𝑛−1(Ω( ̂︀𝑓𝑛−1)).

Обратим внимание на то, что в силу определения 6 вспомогательные функции (как и расши-
ренные вспомогательное функции) определены для отображений 𝐹𝑘 с тождественным фактор-
отображением.

Точка ̂︀𝑥*𝑛−1 ∈ ̂︀𝑈𝑛−1(Ω( ̂︀𝑓𝑛−1)) называется точкой полунепрерывности сверху расширенной
вспомогательной функции Ω𝐹

𝑘, 𝑒𝑥, если для любой 𝜀-окрестности 𝑈 𝜀
𝑛(Ω(𝑓𝑛, ̂︀𝑥*

𝑛−1, 𝑘
)) множества

Ω(𝑓𝑛, ̂︀𝑥*
𝑛−1, 𝑘

) в 𝐼𝑛 найдется δ-окрестность ̂︀𝑈δ𝑛−1(̂︀𝑥*𝑛−1) точки ̂︀𝑥*𝑛−1 в 𝐼𝑛−1 такая, что для каждого̂︀𝑥𝑛−1 ∈ ̂︀𝑈δ𝑛−1(̂︀𝑥*𝑛−1) выполнено

Ω𝐹
𝑘, 𝑒𝑥(̂︀𝑥𝑛−1) ⊂ 𝑈 𝜀

𝑛(Ω(𝑓𝑛, ̂︀𝑥*
𝑛−1, 𝑘

)) [28, гл. 1, § 17, I] (8)

Определение 7. Пусть 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛). Говорим, что отображение в слое 𝑓𝑛, ̂︀𝑥*
𝑛−1

над̂︀𝑓𝑛−1-неподвижной точкой ̂︀𝑥*𝑛−1 допускает 𝐶0- Ω-взрыв в семействе отображений в слоях,

если существует последовательность расширенных на множество ̂︀𝑈𝑛−1(Ω( ̂︀𝑓𝑛−1)) вспомога-
тельных функций {Ω𝐹

𝑘𝑚, 𝑒𝑥}𝑚⩾1 такая, что ̂︀𝑥*𝑛−1 не является точкой полунепрерывности сверху

каждой функции Ω𝐹
𝑘𝑚, 𝑒𝑥 (𝑚 ⩾ 1).

Сформулируем и докажем основной результат этой части статьи.

Теорема 1. Для неблуждающего множества Ω(𝐹 ) простейшего косого произведения 𝐹∈𝑆𝑃 0(𝐼𝑛)

(𝑛 ⩾ 2) справедливо равенство
Ω(𝐹 ) = 𝑃𝑒𝑟(𝐹 ). (9)
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Доказательство.
1. Не уменьшая общности рассмотрений, будем предполагать, что 𝑀 = 1. В против-

ном случае следует перейти к рассмотрению отображения 𝐹𝑀 , так как в силу предложения 2
и утверждения (4.2) предложения 4

Ω(𝐹 ) = Ω(𝐹𝑀 ).

При сделанном предположении 𝑃𝑒𝑟(𝐹 ) = 𝐹𝑖𝑥(𝐹 ), где 𝐹𝑖𝑥(·) — множество неподвижных точек
отображения. Используя предложение 2, получаем отсюда, что 𝑃𝑒𝑟( ̂︀𝑓𝑛−1) = 𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1) и при лю-
бом ̂︀𝑥𝑛−1 ∈ 𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1) выполнено 𝑃𝑒𝑟(𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1

) = 𝐹𝑖𝑥(𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1
).

2. Для доказательства теоремы 1 будем использовать метод математической индукции по раз-
мерности 𝑛. Утверждение теоремы 1 справедливо для 𝑛 = 2 (см., например, [1]). Предположим,
что оно верно для 𝑛− 1, 𝑛 ⩾ 3, и установим его справедливость для 𝑛.

2.1. Покажем сначала, что

Ω(𝐹|𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1)×𝐼𝑛
) = 𝐹𝑖𝑥(𝐹 ). (10)

Если при любом ̂︀𝑥𝑛−1 ∈ 𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1) (здесь 𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1) = Ω( ̂︀𝑓𝑛−1) в силу предположения индукции)
верно равенство 𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1

= 𝑖𝑑𝐼𝑛 (где 𝑖𝑑𝐼𝑛 — тождественное отображение отрезка 𝐼𝑛), то в силу лем-

мы 1 утверждение теоремы 1 справедливо. Предположим, что для некоторого ̂︀𝑥𝑛−1 ∈ 𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1)
имеет место неравенство

𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1
̸= 𝑖𝑑𝐼𝑛 .

Возьмем произвольно точку 𝑥𝑛 ∈ 𝐼𝑛 ∖ 𝐹𝑖𝑥(𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1
). Воспользуемся утверждением (5.2) предло-

жения 5. Тогда
𝑥𝑛 ̸∈ Ω𝑤(𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1

).

Используя определение 4, получаем отсюда, что существуют окрестность 𝑈0
𝑛(𝑥𝑛) точки 𝑥𝑛 в 𝐼𝑛

и 𝜀0-окрестность 𝐵0
𝜀0(𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1

) отображения в слое 𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1
такие, что для любого 𝑓𝑛, ̂︀𝑥′

𝑛−1
∈

𝐵0
𝜀0(𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1

), где ̂︀𝑥′𝑛−1 ∈ 𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1), и любого 𝑘 ⩾ 1 выполнено

𝑈0
𝑛(𝑥𝑛)

⋂︁
𝑓𝑘
𝑛, ̂︀𝑥′

𝑛−1
(𝑈0

𝑛(𝑥𝑛)) = ∅.

Воспользуемся непрерывностью 𝐶0-представления ρ1 : 𝐼𝑛−1 → 𝐶0(𝐼𝑛) и по положительному
числу 𝜀0 укажем положительное число δ0 так, что при любых ̂︀𝑥′𝑛−1 ∈ 𝐼𝑛−1 и, в частности, при̂︀𝑥′𝑛−1 ∈ 𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1) таких, что ̂︀𝑥′𝑛−1 ∈ ̂︀𝑈δ0𝑛−1(̂︀𝑥𝑛−1), где ̂︀𝑈δ0𝑛−1(̂︀𝑥𝑛−1) есть δ0-окрестность точки̂︀𝑥𝑛−1 в 𝐼𝑛−1, справедливо

𝑓𝑛, ̂︀𝑥′
𝑛−1

∈ 𝐵0
𝜀0(𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1

).

Пусть
𝑈((̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)) = (̂︀𝑈δ0𝑛−1(̂︀𝑥𝑛−1)× 𝑈𝑛(𝑥𝑛))

⋂︁
(𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1)× 𝐼𝑛)

есть относительная окрестность точки (̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) в 𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1)× 𝐼𝑛. Тогда в силу предыдущего
при любых 𝑘 ⩾ 1 выполнено

𝑈((̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛))
⋂︁

𝐹 𝑘
|𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1)×𝐼𝑛

(𝑈((̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛))) = ∅.

Таким образом, любая точка

(̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ∈ 𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1)× (𝐼𝑛 ∖ 𝐹𝑖𝑥(𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1
))
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является блуждающей для отображения 𝐹|𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1)×𝐼𝑛
. Равенство (10) доказано. Отсюда следует

также, что если 𝐼𝑛−1 = 𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1), то в рассматриваемом случае доказательство теоремы 1
закончено.

2.2. Пусть
𝐼𝑛−1 ̸= 𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1).

Если для любой точки ̂︀𝑥𝑛−1 ∈ 𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1) выполнено 𝐹𝑖𝑥(𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1
) = 𝐼𝑛, (то есть 𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1

= 𝑖𝑑𝐼𝑛),
то теорема 1 верна (см. п. 2.1 доказательства).

Предположим, что для некоторой точки ̂︀𝑥*𝑛−1 ∈ 𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1) справедливо

𝐹𝑖𝑥(𝑓𝑛, ̂︀𝑥*
𝑛−1

) ̸= 𝐼𝑛.

Если ̂︀𝑥*𝑛−1 не является предельной для множества 𝐼𝑛−1 ∖ 𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1), то, применяя рассуждения,
приведенные в п. 2.1 доказательства, убеждаемся в том, что все точки множества {̂︀𝑥*𝑛−1} ×
×(𝐼𝑛 ∖ 𝐹𝑖𝑥(𝑓𝑛, ̂︀𝑥*

𝑛−1
)) являются блуждающими для 𝐹 .

Рассмотрим случай, когда ̂︀𝑥*𝑛−1∈𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1) — предельная точка множества 𝐼𝑛−1∖𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1).

Возьмем произвольно и зафиксируем окрестность ̂︀𝑈𝑛−1(𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1)) множества 𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1) в 𝐼𝑛−1.
В силу предложения 5 (см. утверждение (5.2)) отображение в слое 𝑓𝑛, ̂︀𝑥*

𝑛−1
не допускает 𝐶0- Ω-

взрыв, в частности, в семействе отображений в слоях над точками множества ̂︀𝑈𝑛−1(𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1)).
Используем отрицание определения 7. Тогда для любой расширенной на множество̂︀𝑈𝑛−1(𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1)) вспомогательной функции Ω𝐹

𝑘, 𝑒𝑥 (𝑘 ⩾ 1) точка ̂︀𝑥*𝑛−1 является точкой полу-
непрерывности сверху. Следовательно, для любой 𝜀-окрестности 𝑈 𝜀

𝑛(Ω(𝑓𝑛, ̂︀𝑥*
𝑛−1, 𝑘

)) множества

Ω(𝑓𝑛, ̂︀𝑥*
𝑛−1, 𝑘

) в 𝐼𝑛 найдется δ𝑘-окрестность ̂︀𝑈δ𝑘𝑛−1(̂︀𝑥*𝑛−1) точки ̂︀𝑥*𝑛−1 в ̂︀𝑈𝑛−1(Ω( ̂︀𝑓𝑛−1)) такая, что

для каждого ̂︀𝑥𝑛−1 ∈ ̂︀𝑈δ𝑘𝑛−1(̂︀𝑥*𝑛−1) выполнено включение (8).
Положим

δ(𝜀) = inf
𝑘⩾1
δ𝑘(𝜀).

Покажем, что при любом 𝜀 > 0 справедливо δ(𝜀) > 0.
Предположим противное. Тогда при некотором 𝜀′ > 0 верно равенство δ(𝜀′) = 0. Будем

выбирать максимальные положительные числа δ𝑘(𝜀′), для которых удовлетворяется определение
полунепрерывности сверху функций Ω𝐹

𝑘, 𝑒𝑥 в точке ̂︀𝑥*𝑛−1. Последнее означает, что для каждого

δ𝑘(𝜀′) найдется δ𝑘′(𝜀′) < δ𝑘(𝜀′) при 𝑘′ > 𝑘 такое, что при некотором ̂︀𝑥𝑛−1(𝑘
′) ∈ ̂︀𝑈δ𝑘𝑛−1(̂︀𝑥*𝑛−1) ∖̂︀𝑈δ𝑘′𝑛−1(̂︀𝑥*𝑛−1) верно соотношение

Ω𝐹
𝑘′, 𝑒𝑥(̂︀𝑥𝑛−1(𝑘

′)) ̸⊂ 𝑈 𝜀′
𝑛 (Ω(𝑓𝑛, ̂︀𝑥*

𝑛−1, 𝑘
′)). (11)

Соотношение (11) вместе с определением 7 и равенством Ω(𝑓𝑛, ̂︀𝑥*
𝑛−1

) = Ω(𝑓𝑛, ̂︀𝑥*
𝑛−1, 𝑘

) (𝑘 ⩾ 1) озна-

чает, что отображение 𝑓𝑛, ̂︀𝑥*
𝑛−1

допускает 𝐶0- Ω-взрыв. Последнее противоречит предложению 3 и
утверждению (5.2) предложения 5. Таким образом, показано, что для любого 𝜀 > 0 существует
универсальное (не зависящее от 𝑘) δ = δ(𝜀) > 0, для которого удовлетворяется определение
полунепрерывности сверху в точке ̂︀𝑥*𝑛−1 функций Ω𝐹

𝑘, 𝑒𝑥 при всех 𝑘 ⩾ 1.
Возьмем произвольно точку 𝑥*𝑛 во множестве 𝐼𝑛 ∖ 𝐹𝑖𝑥(𝑓𝑛, ̂︀𝑥*

𝑛−1
). Положим

𝜀* =
1

3
𝑑𝑛(𝑥

*
𝑛, 𝐹 𝑖𝑥(𝑓𝑛, ̂︀𝑥*

𝑛−1
)),

где 𝑑𝑛((·)*, (·)) — расстояние от точки до множества на 𝐼𝑛. Используя свойство полунепре-
рывности сверху расширенных на ̂︀𝑈𝑛−1(𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1)) вспомогательных функций Ω𝐹

𝑘, 𝑒𝑥, по числу
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𝜀* > 0 укажем положительное, не зависящее от 𝑘 число δ = δ(𝜀*) так, что при любом 𝑘 ⩾ 1 и
𝜀 = 𝜀* удовлетворяется включение (8). Воспользуемся формулами (5)–(7). Так как отображение (6)
не меняет отображения в слоях у (5) (и, следовательно, у 𝐹 𝑘 при всех натуральных 𝑘), то в силу
выбора 𝜀* получаем отсюда, что

̂︀𝑈𝑛−1

(︀
𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1)× 𝑈 𝜀*

𝑛 (𝑥*𝑛)
)︀⋂︁

𝐹 𝑘
(︀̂︀𝑈𝑛−1(𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑛−1)× 𝑈 𝜀*

𝑛 (𝑥*𝑛))
)︀
= ∅

при любом 𝑘 ⩾ 1.
Последнее завершает доказательство равенства (9) для отображения 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛) при

любых 𝑛 ⩾ 2. Теорема 1 доказана. □
Непосредственным следствием теоремы 1, предложения 2 и предложения 6 является следу-

ющее утверждение.

Теорема 2. Для отображения 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 1(𝐼𝑛) (𝑛 ⩾ 2) следующие утверждения эквивалентны:
(2.1) множество 𝑃𝑒𝑟(𝐹 ) замкнуто;
(2.2) множество τ(𝐹 ) ограничено, и τ(𝐹 ) = {1, 2, 22, . . . , 2ν} при некотором ν,

0 ⩽ ν < +∞;
(2.3) Ω(𝐹 ) = 𝑃𝑒𝑟(𝐹 ).

Изучение ω-предельных множеств простейших косых произведений непосредственно свя-
зано с результатами раздела 1. Начнем со следующего утверждения, являющегося прямым
следствием теоремы 1.

Предложение 7. Для простейшего отображения 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛) справедливо равенство⋃︁
𝑥∈𝐼𝑛
ω𝐹 (𝑥) = Ω(𝐹 ) = 𝑃𝑒𝑟(𝐹 ).

Приведем важное для дальнейшего рассмотрения следствие теоремы 1, содержащее началь-
ную информацию о структуре ω-предельных множеств простейших косых произведений.

Предложение 8. Пусть отображение 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛) является простейшим. Тогда ω-предельное
множество ω𝐹𝑀 (𝑥) произвольной точки 𝑥(̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ∈ 𝐼𝑛 связно.

Действительно, в противном случае существуют непересекающиеся замкнутые собственные
подмножества 𝑉1 и 𝑉2 ω-предельного множества ω𝐹𝑀 (𝑥) такие, что

ω𝐹𝑀 (𝑥) = 𝑉1

⋃︁
𝑉2.

Так как 𝐼𝑛 — отделимое пространство, то каждое из множеств 𝑉1 и 𝑉2 открыто в ω𝐹𝑀 (𝑥). В силу
предложения 7 все точки ω𝐹𝑀 (𝑥) неподвижные для 𝐹𝑀 . Поэтому

𝐹𝑀 (𝑉𝑘) = 𝐹𝑀 (𝑉𝑘) = 𝑉𝑘 (𝑘 = 1, 2).

Последнее противоречит характеристическому свойству ω-предельных множеств.

2. Описание ω-предельных множеств простейших отображений из 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛)

В этой части статьи мы ответим на вопрос о том, какую топологическую структуру имеют
ω-предельные множества простейших отображений из пространства 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛), 𝑛 ⩾ 3 (случай
𝑛 = 2 детально рассмотрен в [3]), и, в частности, получим достаточные условия, при выполнении
которых ω-предельное множество траектории есть периодическая орбита.
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Важная часть данного раздела посвящена рассмотрению специальных рядов, построенных
по траекториям, сходимость или, наоборот, расходимость которых выделяет различные типы
ω-предельных множеств, которые реализуются для траекторий простейших косых произведе-
ний. Идея использования рядов в исследовании асимптотического поведения траекторий косых
произведений восходит к [29] и связана с поставленной в этой работе задачей нахождения движе-
ний, занимающих промежуточное положение между простейшими периодическими и сложными
гиперболическими движениями.

Используя предложение 8, докажем следующее утверждение, анонсированное в [7]. Напом-
ним, что через 𝑀 обозначен наибольший элемент множества τ(𝐹 ).

Теорема 3. Пусть 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛), 𝑛 ⩾ 2 — простейшее косое произведение отображений интер-
вала. Тогда для любой точки 𝑥(̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ∈ 𝐼𝑛 существуют неподвижная точка 𝑥01 отображения
𝑓𝑀
1 и отрезки 𝐼 ′2 ⊆ 𝐼2, . . . , 𝐼

′
𝑛 ⊆ 𝐼𝑛 (возможно, вырожденные) такие, что ω-предельное множе-

ство ω𝐹𝑀 (𝑥) траектории точки 𝑥 относительно 𝐹𝑀 имеет вид

ω𝐹𝑀 (𝑥) = {𝑥01} ×
𝑛∏︁

𝑗=2

𝐼 ′𝑗 , (12)

причем ω𝐹𝑀 (𝑥) состоит из неподвижных точек 𝐹𝑀 .

Доказательство.
1. Утверждение теоремы 3 справедливо, если 𝑛 = 2 (см. [3]). Предположим, что 𝑛 ⩾ 3,

и утверждение теоремы 3 верно для 𝑛− 1. Тогда в силу леммы 1 имеем

ω ̂︀𝑓𝑀
𝑛−1

(̂︀𝑥𝑛−1) = 𝑝𝑟𝑛−1(ω𝐹𝑀 (𝑥)) = {𝑥01} ×
𝑛−1∏︁
𝑗=2

𝐼 ′𝑗 ,

где 𝑥01 ∈ 𝐹𝑖𝑥(𝑓𝑀
1 ), 𝐼 ′2, . . . , 𝐼

′
𝑛−1 — отрезки (возможно, вырожденные), причем 𝐼 ′𝑗 ⊆ 𝐼𝑗 ,

2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛− 1.
Обозначим через 𝐿𝑛 ⊆ 𝐼𝑛 замкнутое множество предельных точек последовательности

{𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1,𝑀𝑘(𝑥𝑛)}𝑘⩾1.

Из предложения 8 следует связность 𝐿𝑛 в 𝐼𝑛. Тогда 𝐿𝑛 — отрезок в 𝐼𝑛, возможно вырожденный.
Положим 𝐿𝑛 = 𝐼 ′𝑛. При сделанном предположении имеем:

ω𝐹𝑀 (𝑥) = {𝑥01} ×
𝑛∏︁

𝑗=2

𝐼 ′𝑗 .

В силу предложения 7 верно включение ω𝐹𝑀 ⊂ 𝐹𝑖𝑥(𝐹𝑀 ). Теорема 3 доказана. □
Вопрос существования ω-предельных множеств (у простейших косых произведений), пред-

ставление которых по формуле (12) содержит невырожденные отрезки, решен только лишь в
случаях, когда фазовое пространство имеет размерность 𝑛 = 2 или 3 (см., например, [3, 30, 31]).
Более того, в статье [31] построен пример простейшего косого произведения, заданного на
трехмерном кубе и имеющего двумерное ω-предельное множество.

Покажем, что свойство траектории иметь ω-предельное множество, представление кото-
рого по формуле (12) содержит невырожденные отрезки, связано с расходимостью некоторых
специальных рядов, построенных по исследуемой траектории.
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Теорема 4. Для простейшего отображения 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛) (𝑛 ⩾ 2) следующие утверждения
эквивалентны:

(4.1) Существует точка 𝑥(̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ∈ 𝐼𝑛 такая, что представление ω-предельного мно-
жества ее траектории относительно 𝐹𝑀 по формуле (12) содержит невырожденный отрезок
𝐼 ′𝑗′ (2 ⩽ 𝑗′ ⩽ 𝑛);

(4.2) ряд
∞∑︁
𝑝=1

3̂︀𝑥𝑗′−1,𝑀𝑝(𝑥𝑗′) (13)

— расходящийся (знакопеременный), где

3̂︀𝑥𝑗′−1,𝑀𝑝(𝑥𝑗′) =

{︃
𝑓𝑗′, ̂︀𝑥𝑗′−1,𝑀

(𝑥𝑗′), если 𝑝 = 1;

𝑓𝑗′,̂︀𝑥𝑗′−1,𝑀𝑝(𝑥𝑗′)− 𝑓𝑗′,̂︀𝑥𝑗′−1,𝑀(𝑝−1)(𝑥𝑗′), если 𝑝 ⩾ 2.

Доказательство.
1. Обозначим через 𝑆′

𝑞 𝑞-тую (𝑞 ⩾ 1) частичную сумму ряда (13), где

𝑆′
𝑞 = 𝑓𝑗′, ̂︀𝑥𝑗′−1,𝑀𝑝(𝑥𝑗′). (14)

Из (14) следует ограниченность последовательности {𝑆′
𝑞}𝑞⩾1. Поэтому если ряд (13) расходится,

то он знакопеременный.
2. Пусть (4.1) верно. Тогда в силу равенства (14) последовательность {𝑆′

𝑞}𝑞⩾1 расходится
вместе с рядом (13).

3. Пусть (4.2) верно. Тогда из (14) следует, что {𝑓𝑗′,̂︀𝑥𝑗′−1,𝑀𝑝(𝑥𝑗′)}𝑝⩾1 — расходящаяся
последовательность, содержащая не менее двух предельных точек. Отсюда в силу теоремы 3 мно-
жество предельных точек последовательности {𝑓𝑗′,̂︀𝑥𝑗′−1,𝑀𝑝(𝑥𝑗′)}𝑝⩾1 — невырожденный отрезок.
Теорема 4 доказана. □

Корректность следующего определения вытекает из предложения 2 и теоремы 3.

Определение 8. Пусть 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛) — простейшее отображение. Точка 𝑥0(̂︀𝑥0𝑛−1, 𝑥
0
𝑛) ∈

𝐹𝑖𝑥(𝐹𝑀 ) называется исключительной неподвижной точкой отображения 𝐹𝑀 , если суще-
ствует 𝑗, 2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛, такое, что срез

(︀
𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑗))︀(̂︀𝑥0𝑗−1) множества 𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑗) слоем над ̂︀𝑥0𝑗−1

(по поводу среза множества см. Введение) содержит невырожденный отрезок. Здесь ̂︀𝑓𝑛 ≡ 𝐹 ,
а ̂︀𝑥0𝑛−1 = (̂︀𝑥0𝑗−1, . . . , 𝑥

0
𝑛−1) при 𝑗 < 𝑛.

Множество исключительных неподвижных точек простейшего отображения 𝐹𝑀 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛)
обозначим 𝐹𝑖𝑥𝑒(𝐹

𝑀 ).
Как следует из теоремы 3, ω-предельное множество траектории (относительно простейшего

косого произведения) произвольной точки 𝑛-мерной клетки (𝑛 ⩾ 2) есть либо периодическая
орбита, либо орбита периодической 𝑗-мерной грани (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 − 1). Поэтому следующее
утверждение является непосредственным следствием теоремы 3 и определения 8.

Предложение 9. Пусть 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛) — простейшее отображение, а 𝐹𝑖𝑥𝑒(𝐹
𝑀 ) = ∅. Тогда

ω-предельное множество 𝐹 -траектории произвольной точки из 𝐼𝑛 есть периодическая орбита.

Следствие 1. Пусть все периодические точки отображения 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 1(𝐼𝑛) являются гиперболи-
ческими. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(1.1) множество периодических точек 𝐹 замкнуто;
(1.2) ω-предельное множество 𝐹 -траектории произвольной точки из 𝐼𝑛 есть периодиче-

ская орбита.
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Далее на первом этапе изучения ω-предельных множеств простейших косых произведе-
ний на многомерных клетках мы рассмотрим лишь нульмерные и одномерные ω-предельные
множества.

Следующее утверждение представляет собой приспособленный к рассматриваемому случаю
вариант леммы Адамара для функции нескольких переменных (ср., например, с [32, гл. 6, § 2],
[33, гл. 8, § 6, п. 5]).

Лемма 2. Пусть 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛) — простейшее косое произведение (𝑛 ⩾ 2), и существует
точка 𝑥0(̂︀𝑥0𝑛−1, 𝑥

0
𝑛) ∈ 𝐹𝑖𝑥𝑒(𝐹

𝑀 ) такая, что наименьшее из чисел 2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛, при котором

срез (𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑀
𝑗 ))(̂︀𝑥0𝑗−1) cодержит невырожденный отрезок, равно 𝑛. Пусть 𝐼 ′𝑛 — такой отрезок,

а функция 𝑓𝑛,̂︀𝑥𝑛−1
дифференцируема по совокупности переменных 𝑥1, ..., 𝑥𝑛−1 на {̂︀𝑥0𝑛−1} × 𝐼 ′𝑛.

Тогда существуют непрерывные на {̂︀𝑥0𝑛−1} × 𝐼 ′𝑛 функции

ψ𝑛, 1(̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛), . . . ,ψ𝑛, 𝑛−1(̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛),

определенные на 𝑛-мерной клетке
𝑛−1∏︀
𝑖=1

𝐼𝑖 × 𝐼 ′𝑛, такие, что справедливо равенство

𝑓𝑛,̂︀𝑥𝑛−1
(𝑥𝑛) = 𝑥𝑛 +

𝑛−1∑︁
𝑖=1

ψ𝑛, 𝑖(̂︀𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)(𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖 ); (15)

более того,

ψ𝑛, 𝑖(̂︀𝑥0𝑛−1, 𝑥𝑛) =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑛,̂︀𝑥0

𝑛−1
(𝑥𝑛).

Лемма 2 (см. формулу (15)) позволяет преобразовать ряд (13) и, в частности, получить аналитиче-
ские необходимые условия существования одномерных ω-предельных множеств специального
вида у простейших отображений (1) на многомерных клетках.

Обозначим через 𝑊 𝑠(̂︀𝑥0𝑛−1,
̂︀𝑓𝑀
𝑛−1) устойчивое многообразие неподвижной точки ̂︀𝑥0𝑛−1

отображения ̂︀𝑓𝑀
𝑛−1, где

𝑊 𝑠(̂︀𝑥0𝑛−1,
̂︀𝑓𝑀
𝑛−1) = {̂︀𝑥𝑛−1 ∈ 𝐼𝑛−1 : lim

𝑘→+∞
̂︀𝑓𝑀𝑘
𝑛−1(̂︀𝑥𝑛−1) = ̂︀𝑥0𝑛−1}.

Теорема 5. Пусть отображение 𝐹 ∈ 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛) является простейшим, причем для ω-предельного
множества некоторого 𝑥′(̂︀𝑥′𝑛−1, 𝑥

′
𝑛) ∈ 𝐼𝑛 выполнено

ω𝐹𝑀 (𝑥′) = {̂︀𝑥0𝑛−1} × 𝐼 ′𝑛, (16)

где 𝐼 ′𝑛 — невырожденный отрезок. Пусть функция 𝑓𝑛,̂︀𝑥𝑛−1
(𝑥𝑛) дифференцируема по совокупности

переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1 на отрезке {̂︀𝑥0𝑛−1} × 𝐼 ′𝑛. Тогда

̂︀𝑥′𝑛−1 ∈ 𝑊 𝑠(̂︀𝑥0𝑛−1,
̂︀𝑓𝑀
𝑛−1) ∖ { ̂︀𝑓−𝑀𝑘

𝑛−1 (̂︀𝑥0𝑛−1)}𝑘⩾1, (17)

где ̂︀𝑓−𝑀𝑘
𝑛−1 (·) — полный прообраз порядка 𝑀𝑘 точки относительно ̂︀𝑓𝑛−1, и существует счётное

подможество N(𝐼 ′𝑛) множества натуральных чисел N, где

N(𝐼 ′𝑛) = {𝑝 ∈ N : 𝑓𝑛, ̂︀𝑥′
𝑛−1,𝑀𝑝(𝑥

′
𝑛), 𝑓𝑛, ̂︀𝑥′

𝑛−1,𝑀(𝑝+1)(𝑥
′
𝑛) ∈ 𝐼 ′𝑛}, (18)

такое, что ряд ∑︁
𝑝∈N(𝐼′𝑛)

(︂𝑛−1∑︁
𝑖=1

ψ𝑛,𝑖
(︀ ̂︀𝑓𝑀𝑝

𝑛−1(̂︀𝑥′𝑛−1), 𝑓𝑛, ̂︀𝑥′
𝑛−1,𝑀𝑝(𝑥

′
𝑛)
)︀
(𝑓𝑖,̂︀𝑥′

𝑖−1,𝑀𝑝(𝑥
′
𝑖)− 𝑥0𝑖 )

)︂
(19)

расходится. Здесь 𝑓1, ̂︀𝑥′
0,𝑀𝑝(𝑥

′
1) ≡ 𝑓𝑀𝑝

1 (𝑥′1).
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Доказательство.
1. Заметим, что ̂︀𝑥′𝑛−1 ̸∈ { ̂︀𝑓−𝑀𝑘

𝑛−1 (̂︀𝑥0𝑛−1)}𝑘⩾1. Действительно, в противном случае в силу пред-
ложения 5 (см. утверждение (5.2)) множество ω𝐹𝑀 (𝑥′), так же, как и ω𝐹𝑀 ((̂︀𝑥0𝑛−1, 𝑓𝑛, ̂︀𝑥0

𝑛−1,𝑀𝑘0(𝑥
′
𝑛)),

где ̂︀𝑥0𝑛−1 =
̂︀𝑓𝑀𝑘0
𝑛−1 (̂︀𝑥′𝑛−1), есть ̂︀𝑓𝑀

𝑛−1-неподвижная точка. Последнее противоречит равенству (16).
2. Ряд

+∞∑︁
𝑝=1

(︂𝑛−1∑︁
𝑖=1

ψ𝑛,𝑖
(︀ ̂︀𝑓𝑀𝑝

𝑛−1(̂︀𝑥′𝑛−1), 𝑓𝑛, ̂︀𝑥′
𝑛−1,𝑀𝑝(𝑥

′
𝑛)
)︀
(𝑓𝑖,̂︀𝑥′

𝑖−1,𝑀𝑝(𝑥
′
𝑖)− 𝑥0𝑖 )

)︂
(20)

получен из (13) при 𝑗′ = 𝑛 с использованием формулы (15). Поэтому в силу теоремы 4 при
выполнении равенства (16) этот ряд расходится.

3. Положим 𝐼 ′𝑛 = [𝑎′𝑛, 𝑏
′
𝑛]. Во множестве натуральных чисел N выделим два подмножества:

N′ = {𝑝 : 𝑓𝑛, ̂︀𝑥′
𝑛−1,𝑀𝑝(𝑥

′
𝑛) < 𝑎′𝑛} и N′′ = {𝑝 : 𝑓𝑛, ̂︀𝑥′

𝑛−1,𝑀𝑝(𝑥
′
𝑛) > 𝑏′𝑛}.

Тогда имеем
N = N(𝐼 ′𝑛)

⋃︁
N′

⋃︁
N′′.

Поэтому если каждое из множеств N′ и N′′ конечно, то ряд (19) расходится вместе с рядом (20).
Пусть хотя бы одно из множеств N′ или N′′ счетно. Тогда в силу теоремы 3 последователь-

ность {𝑓𝑛, ̂︀𝑥′
𝑛−1,𝑀𝑝(𝑥

′
𝑛)}𝑝∈N′ или {𝑓𝑛, ̂︀𝑥′

𝑛−1,𝑀𝑝(𝑥
′
𝑛)}𝑝∈N′′ сходится к точке 𝑎′𝑛 или 𝑏′𝑛 соответственно.

Поэтому удаление из ряда (20) членов с номерами из множества N′⋃︀N′′ также приводит к расхо-
дящемуся ряду (19). Теорема 5 доказана1. □

Обозначим через 𝑆𝑃𝑠(𝐼
𝑛) подмножество множества простейших отображений из 𝑆𝑃 0(𝐼𝑛)

со следующими свойствами:
(𝑖) ̂︀𝑓𝑛−1 ∈ 𝑆𝑃 1(𝐼𝑛−1) при 𝑛 ⩾ 3 и ̂︀𝑓𝑛−1 ∈ 𝐶1(𝐼𝑛−1) при 𝑛 = 2;
(𝑖𝑖) 𝜕

𝜕𝑥𝑛
𝑓𝑛, ̂︀𝑥𝑛−1

(𝑥𝑛) ∈ 𝐶0(𝐼𝑛);
(𝑖𝑖𝑖) функция 𝑓𝑛,̂︀𝑥𝑛−1

дифференцируема по совокупности переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1 на 𝐼𝑛.
В силу теоремы 2 отображения с замкнутым множеством периодических точек из простран-

ства 𝑆𝑃 1(𝐼𝑛) образуют собственное подмножество выделенного выше множества 𝑆𝑃𝑠(𝐼
𝑛).

Следствие 2. Пусть 𝐹 ∈ 𝑆𝑃𝑠(𝐼
𝑛), 𝑥0(̂︀𝑥0𝑛−1, 𝑥

0
𝑛) ∈ 𝐹𝑖𝑥𝑒(𝐹

𝑀 ), и наименьшее из чисел 2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛,

при котором срез (𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑀
𝑗 ))(̂︀𝑥0𝑗−1) cодержит невырожденный отрезок, равно 𝑛.

Если ряд (20) сходится, то ω-предельное множество траектории точки 𝑥′(̂︀𝑥′𝑛−1, 𝑥𝑛) ∈ 𝐼𝑛

относительно 𝐹 есть периодическая орбита.

Следствие 3. Пусть 𝐹 ∈ 𝑆𝑃𝑠(𝐼
𝑛), 𝑥0(̂︀𝑥0𝑛−1, 𝑥

0
𝑛) ∈ 𝐹𝑖𝑥𝑒(𝐹

𝑀 ), и наименьшее из чисел 2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛,

при котором срез (𝐹𝑖𝑥( ̂︀𝑓𝑀
𝑗 ))(̂︀𝑥0𝑗−1) cодержит невырожденный отрезок, равно 𝑛.

(3.1) Если ряд
+∞∑︁
𝑝=1

𝑛−1∑︁
𝑖=1

|ψ𝑛, 𝑖
(︀ ̂︀𝑓𝑀𝑝

𝑛−1(̂︀𝑥′𝑛−1), 𝑓𝑛, ̂︀𝑥′
𝑛−1,𝑀𝑝(𝑥

′
𝑛)
)︀
|

сходится, то сходится и ряд (20).
(3.2) Если частные производные 𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑛,̂︀𝑥𝑛−1,𝑀𝑝(𝑥𝑛), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1, ограничены на 𝐼𝑛, а ряд

+∞∑︁
𝑝=1

𝑛−1∑︁
𝑖=1

|𝑓𝑖, ̂︀𝑥′
𝑖−1,𝑀𝑝(𝑥

′
𝑖)− 𝑥0𝑖 |

сходится, то сходится и ряд (20).

1Подробные рассуждения (для косого произведения отображений интервала с двумерным фазовым пространством)
приведены в [3].
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Теорема 6. Пусть 𝐹 ∈ 𝑆𝑃𝑠(𝐼
𝑛), все периодические точки факторотображения ̂︀𝑓𝑛−1 являются

либо стоками, либо источниками, а частные производные 𝜕
𝜕𝑥𝑖

𝑓𝑛,̂︀𝑥𝑛−1
(𝑥𝑛), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1, ограни-

чены. Тогда ω-предельное множество траектории произвольной точки из 𝐼𝑛 есть периодическая
орбита.

Доказательство. Предположим противное. Допустим, что существует точка 𝑥′(̂︀𝑥′𝑛−1, 𝑥
′
𝑛) ∈ 𝐼𝑛

такая, что ω-предельное множество ее траектории относительно 𝐹 представимо в виде (16). Тогда
выполнено (17), и ̂︀𝑥0𝑛−1 — сток факторотображения ̂︀𝑓𝑀

𝑛−1 косого произведения 𝐹𝑀 . Используя
свойство (𝑖) в определении множества отображений 𝑆𝑃𝑠(𝐼

𝑛), получаем отсюда, что найдутся

окрестность ̂︀𝑈𝑛−1(̂︀𝑥0𝑛−1) =
𝑛−1∏︀
𝑖=1

𝑈𝑖(𝑥
0
𝑖 ) точки ̂︀𝑥0𝑛−1 и число 0 < 𝑞 < 1 такие, что

⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑥1
𝑓𝑀
1 (𝑥1)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑞 при 𝑥1 ∈ 𝑈1(𝑥

0
1);⃒⃒⃒⃒

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖,̂︀𝑥𝑖−1,𝑀 (𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑞 при 𝑥𝑖 ∈ 𝑈𝑖(𝑥

0
𝑖 ), 2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1, 𝑛 ⩾ 3.

В силу (17) существует натуральное число 𝑝* такое, что при всех 𝑝 ⩾ 𝑝* выполнено

𝑓𝑀𝑝
1 (𝑥′1) ∈ 𝑈1(𝑥

0
1) и 𝑓𝑖, ̂︀𝑥𝑖−1,𝑀𝑝(𝑥

′
𝑖) ∈ 𝑈𝑖(𝑥

0
𝑖 ), где 2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1, 𝑛 ⩾ 3.

Поэтому из теоремы Лагранжа для функции одного переменного при всех 𝑝 ⩾ 𝑝* и 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1

следует
|𝑓𝑖, ̂︀𝑥𝑖−1,𝑀𝑝(𝑥

′
𝑖)− 𝑥0𝑖 | ⩽ 𝑞𝑝−𝑝* 𝑙*,

где 𝑙* — наибольшая из длин отрезков 𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑛−1. Последнее влечет за собой выполнение
условий следствия 3 и сходимость ряда (20). В силу следствия 2 сделанное предположение
неверно, и ω-предельное множество траектории любой точки из 𝐼𝑛 есть периодическая орбита.
Теорема 6 доказана. □

Заключение

В данной статье дано полное описание неблуждающего множества непрерывного косого
произведения отображений интервала на 𝑛-мерной клетке (𝑛 ⩾ 2) в предположении ограниченно-
сти множества (наименьших) периодов периодических точек рассматриваемого отображения.

Введено понятие 𝐶0- Ω-взрыва в семействе непрерывных отображений в слоях и предложен
оригинальный способ исследования неблуждающего множества, основанный на применении как
указанного выше понятия, так и понятия 𝐶0- Ω-взрыва в пространстве непрерывных отображений
отрезка.

Результаты, полученные при описании неблуждающего множества, использованы при изуче-
нии ω-предельных множеств рассматриваемых простейших косых произведений на многомерных
клетках. Здесь дано описание допустимого топологического типа ω-предельных множеств рассмат-
риваемых отображений. Найдены достаточные условия, при выполнении которых ω-предельным
множеством траектории является периодическая орбита; а также необходимые условия суще-
ствования одномерных ω-предельных множеств (последние — в терминах специальных расходя-
щихся рядов). Дальнейшее развитие техники расходящихся рядов позволит перейти к описанию
ω-предельных множеств вида (12) произвольной размерности 𝑑 при 2 ⩽ 𝑑 ⩽ 𝑛− 1, 𝑛 ⩾ 3.
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