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Аннотация. Цель настоящей работы — развитие теории дискретных аттракторов лоренцевского типа в случае
трехмерных отображений. При этом особое внимание будет уделено стандартным дискретным аттракторам Лоренца,
а также дискретным аттракторам Лоренца с осевой симметрией (то есть с симметрией 𝑥 → −𝑥, 𝑦 → −𝑦, 𝑧 → 𝑧,
характерной для потоков с аттракторами Лоренца). Основные результаты работы связаны с построением элементов
классификации таких аттракторов. Для различных типов дискретных аттракторов Лоренца мы опишем их основные
геометрические свойства и свойства динамики, а также представим основные феноменологические бифуркационные
сценарии, в которых они возникают. В работе будут также рассмотрены конкретные примеры дискретных аттракторов
Лоренца различных типов в трехмерных квадратичных отображениях, таких как трехмерные отображения Эно
и квадратичные отображения с осевой симметрией и постоянным якобианом. Для последних будут построены
их нормальные формы — универсальные отображения, к которым сводится любое отображение из данного класса
с помощью линейных преобразований координат.

Ключевые слова: аттрактор Лоренца, бифуркация, трехмерное отображение Эно, глобальная симметрия, бифуркацион-
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Abstract. The purpose of this work is to develop the theory of discrete attractors of Lorenz type in the case of three-dimensional
maps. In this case, special attention will be paid to standard discrete Lorenz attractors, as well as discrete Lorenz attractors
with axial symmetry (i.e. with symmetry 𝑥 → −𝑥, 𝑦 → −𝑦, 𝑧 → 𝑧 characteristic of flows with the Lorenz attractors).
The main results of the work are related to the construction of elements of classification of such attractors. For various types
of discrete Lorenz attractors, we will describe their basic geometric and dynamical properties, and also present the main
phenomenological bifurcation scenarios in which they arise. In the work we also consider specific examples of discrete Lorenz
attractors of various types in three-dimensional quadratic maps such as three-dimensional Hénon maps and quadratic maps
with axial symmetry and constant Jacobian. For the latter, their normal forms will be constructed — universal maps, to which
any map from a given class can be reduced by means of linear coordinate transformations.
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Введение

Аттрактор Лоренца, открытый в знаменитой работе Эдварда Лоренца [1] в 1963 году, явля-
ется, наверное, самым известным из большого семейства странных аттракторов. Как это часто
бывает с выдающимися открытиями, он стал известен математическому миру лишь спустя более
чем 10 лет после того, как статья [1] была опубликована. Тема оказалась настолько актуальной
и интересной, что уже в первых математических работах по аттрактору Лоренца, см., напри-
мер, [2–5], была получена целая серия фундаментальных результатов об этом новом для того
времени феномене динамики. При этом были изучены самые разные ее аспекты: были построены
геометрические модели аттракторов Лоренца, в том числе знаменитая модель Афраймовича–
Быкова–Шильникова [4, 5], были изучены бифуркационные сценарии их возникновения [6–8]
и статистические свойства [9, 10], были найдены инварианты топологической эквивалентности,
так называемые нидинг-инварианты [11, 12] и т. п. В целом с точки зрения теории динамических
систем аттрактор Лоренца оказался необычайно интересным объектом, который не только внес
значительный вклад в эту теорию, но и породил целый ряд новых задач и новых направлений.
Так, например, возникла теория сингулярно-гиперболических аттракторов [13, 14], включающая
аттракторы Лоренца как ее эталонный случай, а также далеко продвинутая теория псевдогипер-
болических аттракторов [15,16], в которой аттракторы Лоренца являются самыми простыми ее
представителями — системами без гомоклинических касаний.

И в этой связи к одним из наиболее интересных, на наш взгляд, результатов, полученных
в последнее время в этом направлении, можно отнести открытие так называемых дискрет-
ных гомоклинических аттракторов [17–21]. Этим термином мы обозначаем, прежде всего,
странные аттракторы многомерных диффеоморфизмов, которые содержат только одну седловую
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неподвижную точку и целиком ее неустойчивое многообразие (вместе со всеми гомоклинически-
ми траекториями). В настоящей работе мы будем рассматривать трехмерные диффеоморфизмы,
которые в теории динамических систем имеют как вполне самостоятельный интерес, так и могут
выступать в роли отображений Пуанкаре для четырехмерных потоков.

Насколько мы знаем, первые содержательные примеры дискретных гомоклинических ат-
тракторов в случае трехмерных диффеоморфизмов были приведены в работе [17], в которой они
были найдены в трехмерных отображениях вида

𝑥̄ = 𝑦, 𝑦 = 𝑧, 𝑧 = 𝑀1 +𝐵𝑥+𝑀2𝑦 − 𝑧2, (1)

где 𝑀1,𝑀2 и 𝐵 — параметры, при этом 𝐵 — это якобиан отображения (1). На рис. 1 показаны
фазовые портреты некоторых таких аттракторов.
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Рис. 1. Примеры гомоклинических аттракторов отображения (1) — по статье [17]. a–b — Дискретные аттракторы
Лоренца при 𝐵 = 0.7;𝑀1 = 0 и 𝑀2 = 0.85 (a), 𝑀2 = 0.815 (b). c — Аттрактор типа 2D-аттрактора Эно при
𝐵 = 0.1;𝑀1 = 1.4;𝑀2 = 0.2. d — Гомоклинический аттрактор периода 2 (содержащий седловую орбиту (𝑂1, 𝑂2)
периода 2) при 𝐵 = −0.95, 𝑀1 = 1.77, 𝑀2 = −0.925 (цвет онлайн)

Fig. 1. Examples of homoclinic attractors for map (1) — by the paper [17]. a–b — Discrete Lorenz attractors at 𝐵 = 0.7;
𝑀1 = 0 and 𝑀2 = 0.85 (a), 𝑀2 = 0.815 (b). c — An attractor similar to a 2D Hénon-like attractor at 𝐵 = 0.1; 𝑀1 = 1.4;
𝑀2 = 0.2. d — A period-2 homoclinic attractor (containing a saddle orbit (𝑂1, 𝑂2) of period 2) at 𝐵 = −0.95, 𝑀1 = 1.77,
𝑀2 = −0.925 (color online)
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Аттракторы, показанные на рис. 1, a, b, очень похожи на классические аттракторы Лоренца.
Аттрактор на рис. 1, c также является дискретным гомоклиническим аттрактором, похожим
на двумерный аттрактор Эно. Напомним, что классический аттрактор Эно [22] существует
у стандартного двумерного отображении Эно

𝑦 = 𝑧, 𝑧 = 𝑀1 +𝑀2𝑧 − 𝑧2 (2)

при 𝑀1 = 1.4,𝑀2 = 0.3, у которого якобиан 𝐽 = −𝑀2 отрицателен, то есть соответствующее
двумерное отображение является неориентируемым. Так как при 𝐵 = 0 трехмерное отображе-
ние (1) превращается в двумерное (2), то неудивительно, что у него при малых 𝐵 > 0, когда оно
ориентируемо, существует аттрактор, похожий на аттрактор Эно. С другой стороны, аттракто-
ры, показанные на рис. 1, a, b и d, существенно трехмерные. Кроме того, аттрактор рис. 1, d
является еще и неориентируемым — соответствующее трехмерное отображение имеет якобиан
𝐵 = −0.95 < 0.

В настоящей работе мы будем рассматривать дискретные аттракторы лоренцевского типа.
Условно говоря, известные на сегодня такие дискретные аттракторы можно разбить на 3 клас-
са. Это (i) стандартные аттракторы Лоренца, (ii) аттракторы Лоренца с осевой симметрией,
(iii) аттракторы других типов, например, с несколькими неподвижными точками. Что касается
стандартных аттракторов Лоренца, то первые их примеры были найдены еще в работе [17], см.
рис. 1, a, b, а основные элементы их качественной теории были построены в работах [18–20].
Аттракторы с осевой симметрией были открыты в нашей недавней работе [23]. Такие аттракторы,
так же как и стандартные, содержат только одну неподвижную точку, но некоторые их типы
(например, скрученные (twisted) аттракторы, см. раздел 3) весьма мало похожи на классиче-
ские аттракторы Лоренца. Некоторые примеры дискретных аттракторов третьего класса были
найдены в работах [24, 25], и они по своим геометрическим свойствам похожи на аттракторы
Лоренца с несколькими состояниями равновесия. О последних вообще мало что известно, так что
некоторые результаты работ [24,25] о дискретных аттракторах можно рассматривать в качестве
определенного продвижения и в теории аттракторов трехмерных потоков.

Содержание работы. В разделе 1 рассматриваются стандартные дискретные аттракторы
Лоренца. В подразделе 1.1 приводится их геометрическое определение. В подразделе 1.2 обсужда-
ются гиперболические свойства дискретных аттракторов Лоренца. Здесь мы кратко напоминаем по-
нятие пседогиперболического аттрактора по Тураеву–Шильникову, а также объясняем его особен-
ности по отношению к дискретным аттракторам Лоренца. В подразделе 1.3 обсуждаются феноме-
нологические сценарии возникновения дискретных аттракторов Лоренца в однопараметрических
семействах отображений, а в подразделе 1.4 приводятся примеры таких сценариев для конкретных
моделей (трехмерные отображения Эно и модель кельтского камня). Новый класс аттракторов —
дискретные аттракторы Лоренца с осевой симметрией — рассматривается в разделе 2. В подраз-
деле 2.1 выделяется универсальный класс осесимметричных квадратичных отображений с по-
стоянным якобианом, для которых также строятся некоторые элементы их алгебраической теории.
В подразделе 2.2 рассматриваются дискретные аттракторы классического типа, которые похожи на
аттракторы, получаемые при дискретизации по времени потока с аттрактором Лоренца. В разделе 3
обсуждается вопрос о разнообразии дискретных аттракторов лоренцевского типа в случае отоб-
ражений с осевой симметрией и приводятся некоторые новые типы таких аттракторов, имеющих,
в частности, необычные гомоклинические структуры, о которых речь идет в подразделе 3.1.

1. Стандартные дискретные аттракторы Лоренца

Первые примеры стандартных дискретных аттракторов Лоренца были приведены в ра-
боте [17] для трехмерных отображений Эно вида (1). В нашей работе [18] с Л. П. Шильнико-
вым было показано, что такие аттракторы могут возникать в результате сравнительно простых
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бифуркационных сценариев в однопараметрических семействах трехмерных отображений, и поэто-
му становится неудивительным, что они часто встречаются в различных моделях из приложений.
В этом параграфе мы обсудим основные свойства стандартных дискретных аттракторов Лоренца
и начнем с их геометрического определения.

1.1. К определению дискретного аттрактора Лоренца. Пусть аттрактор 𝐴 трехмерного
ориентируемого диффеоморфизма 𝑇 обладает следующими свойствами.

(i) 𝐴 — гомоклинический аттрактор, содержащий седловую неподвижную точку 𝑂 с мульти-
пликаторами γ, λ1, λ2 такими, что γ < −1, −1 < λ2 < 0 < λ1 < 1 и |λ2| < λ1.

(ii) Пусть Γ1 и Γ2 — неустойчивые сепаратрисы точки 𝑂, то есть связные одномерные
компоненты множества 𝑊 𝑢(𝑂)∖𝑂. Тогда все точки пересечения сепаратрис Γ1 и Γ2 с диском
𝑊 𝑠

𝑙𝑜𝑐(𝑂) принадлежат ровно одной половинке диска, на которые его разделяет одномерное сильно
устойчивое многообразие 𝑊 𝑠𝑠(𝑂).

(iii) У аттрактора 𝐴 существует окрестность — открытая область 𝐷, имеющая форму шара
с двумя дырками, в которых лежит седло-фокусная орбита (𝑝1, 𝑝2) периода 2 с двумерным
неустойчивым и одномерным устойчивым многообразиями. Пусть 𝐿𝑖 ⊂ 𝐷, 𝑖 = 1, 2, — замкнутая
кривая, которая состоит из двух отрезков: отрезок сепаратрисы Γ𝑖 от точки 𝑂 до точки ℎ𝑖 первого
пересечения сепаратрисы Γ𝑖 с 𝑊 𝑠

𝑙𝑜𝑐(𝑂) и простой дуги на 𝑊 𝑠
𝑙𝑜𝑐(𝑂), соединяющей точки ℎ𝑖 и 𝑂,

см. рис. 2. Предполагается, что кривая 𝐿𝑖 гомотопически нестягиваема в 𝐷.
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Рис. 2. К определению дискретного аттрактора Лоренца.
Неустойчивые сепаратрисы Γ1 и Γ2 точки 𝑂 симметричны,
𝑇 (Γ1) = Γ2 и 𝑇 (Γ2) = Γ1, и пересекают диск 𝑊 𝑠

𝑙𝑜𝑐(𝑂)∩𝐷
только в одной из его половин, на которые его разделяет од-
номерное сильно устойчивое многообразие 𝑊 𝑠𝑠(𝑂) (цвет
онлайн)

Fig. 2. Towards the definition of the discrete Lorenz attractor.
The unstable separatrices Γ1 and Γ2 of the point 𝑂 are
symmetric, 𝑇 (Γ1) = Γ2 and 𝑇 (Γ2) = Γ1, and intersect a
disk 𝑊 𝑠

𝑙𝑜𝑐 ∩𝐷 only in one of its halves, into which the disk is
divided by a one-dimensional strongly stable manifold 𝑊 𝑠𝑠(𝑂)
(color online)

(iv) Седловая величина σ = |λ1||γ| точки
𝑂 больше 1.

(v) Аттрактор 𝐴 является псевдогипербо-
лическим.

Заметим, что область 𝐷 является погло-
щающей областью аттрактора 𝐴 в том слу-
чае, когда он не имеет лакун. Напомним, что в
случае потокового аттрактора Лоренца (триви-
альной) лакуной называется открытая область
(дырка внутри аттрактора), содержащая седло-
вой предельный цикл, устойчивое многообра-
зие которого не пересекает аттрактор [5]. Со-
ответственно, в случае дискретного аттрактора
Лоренца лакуна содержит седловую замкнутую
инвариантную кривую с тем же свойством. От-
метим, для сравнения, что аттрактор рис. 1, a
не имеет лакун (для него область 𝐷 является
поглощающей), тогда как аттрактор рис. 1, b
содержит лакуну типа полнотория τ3 (для него
уже область 𝐷∖τ3 является поглощающей).

Из этих условий первые три относятся
больше к геометрии аттрактора 𝐴, который,
благодаря условиям (ii)–(iii), будет похож на
лоренцевский. Кроме того, условие γ < −1 из
(i) также гарантирует (внутреннюю) симмет-
рию аттрактора в силу того, что сепаратрисы
Γ1 и Γ2 образуют симметричную конфигура-
цию: 𝑇 (Γ1) = Γ2 и 𝑇 (Γ2) = Γ1.
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1.2. О гиперболических свойствах дискретных аттракторов Лоренца. Условия (iv)
и (v) являются условиями «слабой гиперболичности» аттрактора. При этом если условие (iv)
не выполнено, то есть σ < 1, то аттрактор 𝐴 является заведомо квазиаттрактором1, поскольку
гомоклинические касания инвариантных многообразий точки 𝑂 будут такими, что их бифуркации
приводят к возникновению устойчивых периодических траекторий и даже их счетного множества
[27, 28]. Если выполнено условие (iv), то указанные гомоклинические касания к точке 𝑂 не будут
порождать каких-либо устойчивых инвариантных множеств [29]. Однако это еще не гарантирует
робастной хаотичности (здесь псевдогиперболичности) аттрактора.

Тем не менее условие (iv) имеет самостоятельный интерес, поскольку оно легко проверя-
ется и является необходимым для выполнения условия (v). Поэтому аттрактор 𝐴, для которого
выполнены условия (i)–(iv), будем называть стандартным дискретным аттрактором Лоренца.
Такими аттракторами являются, например, аттракторы, показанные на рис. 1, a, b. Однако, как
показано в [30], аттрактор рис. 1, a не является псевдогиперболическим в отличие от аттрактора
рис. 1, b. Но оба они являются, конечно, аттракторами лоренцевского типа.

Условия (i)–(iv) легко проверяются, чего нельзя сказать об условии (v), поскольку оно
является глобальной характеристикой аттрактора и требует для его проверки специальных методов,
см. [30, 31].

Понятие псевдогиперболического аттрактора было введено в работах Тураева и Шиль-
никова [15, 16]. По сути оно является некоторым далеко идущим обобщением и ослаблением
понятия гиперболического аттрактора. Напомним, что в случае гиперболического множества (ат-
трактора) требуется существование инвариантных относительно дифференциала 𝐷𝑇 отображения
𝑇 линейных подпространств 𝐸𝑠 и 𝐸𝑢 с дополнительными размерностями такими, что 𝐷𝑇 экспо-
ненциально сжимает и соответственно растягивает все векторы в 𝐸𝑠 и 𝐸𝑢. В отличие от этого,
в случае инвариантного псевдогиперболического множества (аттрактора) требуется непрерывное
разложение на подпространства 𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢 (сильно устойчивое и центрально неустойчивое) такие,
что 𝐷𝑇 экспоненциально сжимает все векторы в 𝐸𝑠𝑠 и растягивает объемы в 𝐸𝑐𝑢. При этом в 𝐸𝑐𝑢

могут существовать и сжатия вдоль некоторых направлений, но все они равномерно слабее, чем
любое сжатие в 𝐸𝑠𝑠. Заметим, что условия гиперболичности и псевдогиперболичности являются
грубыми, то есть выполняются для всех близких систем. При этом для странных аттракторов они
автоматически гарантируют существование положительного максимального показателя Ляпунова
у любой траектории аттрактора. Например, для псевдогиперболического аттрактора это является
следствием экспоненциального растяжения объемов в 𝐸𝑐𝑢.

Заметим, что в случае псевдогиперболического аттрактора Лоренца трехмерного отобра-
жения dim𝐸𝑠𝑠 = 1, dim𝐸𝑐𝑢 = 2. При этом сама неподвижная точка 𝑂 также должна быть
псевдогиперболической. Для нее 𝐸𝑠𝑠 — это собственное направление, отвечающее мультипликато-
ру λ2, а 𝐸𝑐𝑢 — это плоскость, натянутая на собственные вектора, отвечающие мультипликаторам
λ1 и γ, и на которой будет иметь место растяжение площадей, если σ > 1.

1.3. О феноменологических сценариях возникновения стандартных дискретных ат-
тракторов Лоренца. Одной из наиболее интересных особенностей дискретных гомоклини-
ческих аттракторов является то, что они могут возникать в однопараметрических семействах
(трехмерных) отображений в результате довольно простых универсальных бифуркационных
сценариев [18,20,21].2 Это в полной мере относится и к стандартным дискретным аттракторам

1Термин «квазиаттрактор» был введен Афраймовичем и Шильниковым [26] для обозначения аттракторов, кажущихся
странными на физическом уровне. Такие аттракторы либо сами, либо сколь угодно близко к ним содержат устойчивые
периодические орбиты, которые, однако, не обнаруживаются в экспериментах, поскольку имеют чрезвычайно узкие
области притяжения.

2Идея построения таких сценариев восходит к работе Шильникова [32], в которой он описал феноменологический
сценарий возникновения спирального хаоса в случае трехмерных и многомерных потоков.
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Рис. 3. Иллюстрация основных этапов феноменологического сценария возникновения стандартного дискретного
аттрактора Лоренца: (a) — устойчивая неподвижная точка 𝑂µ → (b) после бифуркации удвоения периода: точка 𝑂µ
становится седлом типа (2,1), и аттрактором теперь является орбита (𝑝1, 𝑝2) периода 2 (𝑝1, 𝑝2) → (c) возникновение
гомоклинической структуры (типа «восьмерка-бабочка») у точки 𝑂µ и формирование из нее замкнутой инвариантной
кривой (𝐶1, 𝐶2) периода 2, то есть 𝑇µ(𝐶1) = 𝐶2 и 𝑇µ(𝐶2) = 𝐶1 (эта кривая является седловой, если σ > 1 ) →
(d) дискретный аттрактор Лоренца становится единственным притягивающим инвариантным множеством, когда
орбита (𝑝1, 𝑝2) теряет устойчивость (в результате бифуркации Андронова–Хопфа) одним из двух типичных способов,
см. опции [sc1] и [sc2] (цвет онлайн)

Fig. 3. Illustration of main stages of the phenomenological scenario of the emergence of standard discrete Lorenz attractor:
(a) — a stable fixed point 𝑂µ → (b) — after a period-doubling bifurcation: the point 𝑂µ becomes a saddle of type (2,1), and the
attractor is now the orbit of period 2 → (c) — the emergence of a homoclinic structure (of the “figure-eight-butterfly” type) at
the point 𝑂µ and the formation of a closed invariant curve of period 2 from the butterfly, i.e. 𝑇µ(𝐶1) = 𝐶2 and 𝑇µ(𝐶2) = 𝐶1

(this curve is a saddle if σ > 1 ) → (d) — the discrete Lorenz attractor becomes the only attracting invariant set when the orbit
(𝑝1, 𝑝2) loses stability (as a result of the Andronov–Hopf bifurcation) in one of two typical ways, see options [sc1] and [sc2]
(color online)

Лоренца. Схематически основные этапы типичного такого сценария показаны на рис. 3 для случая
однопараметрического семейства 𝑇µ трехмерных ориентируемых отображений.

Этот сценарий начинается с тех значений µ, при которых отображение 𝑇µ имеет асимп-
тотически устойчивую неподвижную точку (сток) 𝑂µ. Далее, при некотором µ точка 𝑂µ теряет
устойчивость в результате мягкой (суперкритической) бифуркации удвоения периода: 𝑂µ стано-
вится седлом типа (2,1) и рождается устойчивая орбита (𝑝1, 𝑝2) периода 2, которая становится
аттрактором. При изменении параметра эта орбита теряет устойчивость, как мы предполагаем,
одним из двух следующих типичных способов:

[sc1] орбита (𝑝1, 𝑝2) теряет устойчивость в результате жесткой (субкритической) бифуркации
Андронова–Хопфа: седловая инвариантная кривая (𝐶1, 𝐶2) влипает в орбиту (𝑝1, 𝑝2) и
последняя становится седло-фокусной;

[sc2] устойчивая орбита (𝑝1, 𝑝2) претерпевает мягкую (суперкритическую) бифуркацию Андроно-
ва–Хопфа, после которой сама орбита становится седло-фокусной и рождается устойчивая
замкнутая инвариантная кривая (𝑆1, 𝑆2) периода 2, а затем устойчивая кривая (𝑆1, 𝑆2)
сливается с седловой кривой (𝐶1, 𝐶2) и обе исчезают.

Заметим, что инвариантная кривая периода 2 (𝐶1, 𝐶2) формируется из гомоклинической конфигура-
ции «бабочка» неустойчивых сепаратрис Γ1 и Γ2 точки 𝑂µ в тот момент, когда инвариантные
многообразия точки 𝑂µ начинают пересекаться, см. рис. 3, c. Кроме того, что важно, инвариантная
кривая (𝐶1, 𝐶2) будет седловой при σ > 1.3

3При σ < 1 гомоклиническая бабочка тоже возникает, но из нее может формироваться либо устойчивая инва-
риантная кривая периода 2, либо симметричная двойной длины устойчивая «восьмерочная» инвариантная кривая.
При этом дальнейшее развитие аттрактора может пойти по пути разрушения этих инвариантных кривых и образования
квазиаттрактора типа «тор–хаос» по Афраймовичу–Шильникову [26]. По этой причине условие σ > 1 является весьма
важным для реализации сценариев с аттракторами лоренцевского типа.
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1.4. Примеры сценариев в трехмерных отображениях. Тот факт, что стандартные
дискретные аттракторы Лоренца могут возникать в результате простых и реалистичных би-
фуркационных сценариев, показывает, что они должны обнаруживаться в различных моделях
из приложений. Насколько нам известно, первой такой прикладной моделью была неголономная
модель кельтского камня [33].

В качестве первого примера рассмотрим бифуркационные сценарии с дискретным аттракто-
ром Лоренца, наблюдаемые в трехмерном отображении Эно вида

𝑥̄ = 𝑦, 𝑦 = 𝑧, 𝑧 = 𝐵𝑥+ 𝐶𝑦 +𝐴𝑧 − 𝑧2, (3)

где 𝐴,𝐵 и 𝐶 — параметры. Это отображение получается из отображения (1), если одну из его
неподвижных точек сдвинуть в начало координат. Картинки численно найденных аттракторов
отображения (3) с 𝐵 = 0.7 показаны на рис. 4, на котором также показан фрагмент карты
показателей Ляпунова на некоторой области значений параметров 𝐴 и 𝐶.
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Рис. 4. Картинки численно найденных аттракторов отображения (3) с 𝐵 = 0.7 при варьировании параметров 𝐴 и 𝐶
вдоль путей I и II с одной и той же концевой точкой 𝐴 = −1.025;𝐶 = 0.81). Путь I (−1.025 ⩽ 𝐴 ⩽ −0.87;𝐶 = 0.81) —
это фактически иллюстрация к описанному в подразделе 1.3 основному сценарию возникновения стандартного
дискретного аттрактора (с опцией [sc2]). На пути II (𝐴 = −1.025; 0.81 ⩽ 𝐶 ⩽ 0.952) проиллюстрирован несколько
необычный сценарий с началом вблизи лоренцевского квазиаттрактора (показанного при 𝐴 = −1.025;𝐶 = 0.952)
(цвет онлайн)

Fig. 4. Pictures of numerically found attractors of map (3) with 𝐵 = 0.7 with varying parameters along paths I and II with
the same end point 𝐴 = −1.025;𝐶 = 0.81. Path I (−1.025 ⩽ 𝐴 ⩽ −0.87;𝐶 = 0.81) is actually an illustration of the
basic scenario of the emergence of standard discrete attractor (with the [sc2] option) described in subsection 1.3. Path II
(𝐴 = −1.025; 0.81 ⩽ 𝐶 ⩽ 0.952) illustrates a somewhat unusual scenario with the beginning near the Lorenz quasi-attractor
(shown at 𝐴 = −1.025;𝐶 = 0.952) (color online)
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Рис. 5. Пример сценария в модели кельтского камня из [35] при варьировании одного из параметров (энергии 𝐸 камня)
(цвет онлайн)

Fig. 5. An example of a scenario in the Celtic stone model from [35] when varying one of parameters (the stone energy 𝐸)
(color online)

Здесь мы проследили два маршрута, отмеченные стрелками I и II на диаграмме показателей
Ляпунова на плоскости параметров (𝐴,𝐶), см. рис. 4. Цвета на этой диаграмме соответствуют
следующим устойчивым режимам: зеленый — устойчивая периодическая траектория; бирюзо-
вый — квазипериодическая (замкнутая инвариантная кривая); желтый и пурпурный — странный
аттрактор. Желтый цвет отвечает странному аттрактору (квазиаттрактору), отделенному от непо-
движной точки 𝑂, а пурпурный — стандартному дискретному аттрактору Лоренца. При этом
области с вкраплениями желтых и пурпурных пикселей отвечают, по-видимому, квазиаттрак-
торам лоренцевского типа, а сплошной пурпурный цвет указывает на область существования
псевдогиперболического дискретного аттрактора Лоренца [17, 24].

На рис. 4 финальный аттрактор (при 𝐴 = −1.025, 𝐶 = 0.81) является псевдогиперболиче-
ским, однако аттрактор лоренцевского типа в начале сценария II (при 𝐴 = −1.025, 𝐶 = 0.952)
заведомо является квазиаттрактором. При этом он такой, что в нем при варьировании параметров
легко обнаруживаются хорошо заметные окна устойчивости, два из которых отмечены. При соот-
ветствующих значениях параметров аттрактором в них является либо замкнутая инвариантная
кривая периода 2 (при 𝐴 = −1.025, 𝐶 = 0.965), либо восьмерочная инвариантная кривая (при
𝐴 = −1.025, 𝐶 = 0.94). Последняя в сценарии II играет важную роль, так как порождает каскад
бифуркаций, в том числе бифуркаций удвоения инвариантных кривых4, ведущих к формированию
псевдогиперболического дискретного аттрактора Лоренца.

Приведем еще один пример сценария, см. рис. 5, наблюдаемый в модели кельтского
камня [35], в котором реализуется опция [𝑠𝑐1]: орбита (𝑝1, 𝑝2) теряет устойчивость в результате

4Более подробно о бифуркациях удвоения инвариантных кривых см. в нашей статье [34]. В частности, там
было показано, что такие бифуркации могут быть двух видов: типа «удвоение компонент» и «удвоение длины».
В частности, с восьмерочной инвариантной кривой, рис. 4 (при 𝐴 = −1.025, 𝐶 = 0.94), происходит бифуркация
удвоения компонент: она становится седловой, а в ее окрестности рождаются две устойчивые инвариантные кривые
примерно той же длины, рис. 4 при 𝐴 = −1.025, 𝐶 = 0.92.
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жесткой (субкритической) бифуркации Андронова–Хопфа, когда седловая инвариантная кривая
(𝐶1, 𝐶2) влипает в орбиту (𝑝1, 𝑝2), которая становится седло-фокусной, и дискретный аттрактор
Лоренца становится единственным аттрактором в модели5.

Интересно, что в указанной модели кельтского камня можно также проследить перестройки
в асимптотическом поведении сепаратрис неподвижной точки 𝑂 при переходе через очень
узкую зону образования гомоклинической бабочки, рис. 5, a–c. В случае отображения (1) такую
перестройку, даже если она существует, весьма трудно уловить.

2. Дискретные аттракторы Лоренца
с осевой симметрией

Основные результаты этой статьи относятся к исследованию тех свойств дискретных
аттракторов Лоренца, которые делают их похожими на аттракторы трехмерных потоков. Однако
между ними существуют принципиальные различия. Прежде всего, это касается особенностей
их гомоклинических структур. Аттрактор Лоренца является сингулярно-гиперболическим и не
имеет гомоклинических касаний. Дискретный аттрактор Лоренца допускает гомоклинические
касания и, соответственно, то отображение, в котором он существует, принадлежит области
Ньюхауса [36, 37], то есть открытой области в пространстве динамических систем, в которой
плотны системы с гомоклиническими касаниями. Бифуркации аттрактора Лоренца теоретически
могут быть изучены полностью, поскольку у него существует ровно один непрерывный инвариант
топологической эквивалентности, так называемый нидинг-инвариант [12], который полностью
характеризует структуру аттрактора. У отображений с дискретными аттракторами Лоренца таких
инвариантов, включая так называемые Ω-модули [38, 39], бесконечно много, и поэтому здесь
полный бифуркационный анализ невозможен [29, 39, 40].

Есть и еще очевидные различия уже в их геометрических структурах. Так, у аттрактора
Лоренца неустойчивые сепаратрисы Γ1 и Γ2 седлового равновесия 𝑂 являются инвариантными
множествами — это две разные траектории потока, а в дырках аттрактора лежат состояния
равновесия 𝑂1 и 𝑂2. У стандартного дискретного аттрактора Лоренца неустойчивые сепаратрисы
Γ1 и Γ2 — множества, состоящие из континуума траекторий, которые полуинвариантны в том
смысле, что 𝑇 (Γ1) = Γ2 и 𝑇 (Γ2) = Γ1, и точки с одной сепаратрисы последовательно прыгают на
другую и обратно при итерациях отображения, и, кроме того, в дырках стандартного дискретного
аттрактора Лоренца лежит орбита (𝑝1, 𝑝2) периода 2.

В связи с этим можно рассмотреть вопрос о существовании у трехмерных отображений
таких дискретных аттракторов Лоренца, у которых сепаратрисы Γ1 и Γ2 инвариантны по от-
дельности, то есть 𝑇 (Γ1) = Γ1 и 𝑇 (Γ2) = Γ2, а в его дырках лежат неподвижные точки. Как
показано в работе Шильникова и Тураева [29], подобные аттракторы существуют у трехмерных
отображений Пуанкаре в случае периодически возмущенных систем с аттракторами Лорен-
ца. Однако конкретных простых примеров таких отображений до недавнего времени не было
известно. В связи с этим в работе [23] была рассмотрена задача, связанная с построением трех-
мерных отображений, которые были бы одновременно максимально простыми и максимально
похожими по динамике и бифуркациям на трехмерные системы лоренцевского типа. Прежде
всего, такое отображение (𝑥̄, 𝑦, 𝑧) = 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) должно быть симметричным с осевой симметрией
{𝑥 → −𝑥, 𝑦 → −𝑦, 𝑧 → 𝑧} такой же, как у модели Лоренца, а также должно иметь постоянный
якобиан 𝐽 — аналог того, что система Лоренца имеет постоянную дивергенцию.

5Эта бифуркация аналогична бифуркации жесткой потери устойчивости двух симметричных друг другу равновесий
в модели Лоренца, после которой мультистабильность исчезает и аттрактор Лоренца становится единственным
аттрактором системы.
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В результате в работе [23] был выделен достаточно интересный класс осесимметрич-
ных трехмерных отображений с постоянным якобианом. Основной интерес здесь представляют
простейшие такие отображения — квадратичные, основные элементы теории мы обсудим в следу-
ющем параграфе.

2.1. О трехмерных осесимметричных квадратичных отображениях с постоянным
якобианом. Напомним некоторые определения.

Рассмотрим отображение 𝑇 : 𝑅3 → 𝑅3 общего вида

𝑇 : 𝑥̄ = 𝑄1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦 = 𝑄2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧 = 𝑄3(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Отображение 𝑇 обладает осевой симметрией

𝑆 : 𝑥 → −𝑥, 𝑦 → −𝑦, 𝑧 → 𝑧, (4)

если 𝑄1,2(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ −𝑄1,2(−𝑥,−𝑦, 𝑧), 𝑄3(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 𝑄3(−𝑥,−𝑦, 𝑧) для всех (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅3. Отоб-
ражение 𝑇 называется распадающимся, если оно может быть представлено в виде прямой суммы
отображений меньшей размерности (как, например, отображение 𝑥̄ = 𝑥, 𝑦 = 𝑦+𝑥, 𝑧 = 𝑀+𝑧+𝑦2,
в котором координата 𝑥 отделяется).

Следующая лемма показывает, какой универсальный вид имеют квадратичные осесиммет-
ричные трехмерные отображения с постоянным якобианом.

Лемма 1. Пусть 𝑇 : 𝑅3 → 𝑅3 — квадратичное отображение с осевой симметрией и постоян-
ным якобианом. Тогда либо с помощью некоторой линейной замены координат отображение 𝑇
может быть приведено к виду

𝑇 : 𝑥̄ = 𝑦, 𝑦 = ν1𝑥+ ν2𝑦 + 𝑦𝑧, 𝑧 = 𝑀 + ν3𝑧 + α𝑦2, (5)

где α = ±1 и ν1, ν2, ν3,𝑀 — параметры (при этом 𝑀 ≡ 0 при ν3 ̸= 1), либо 𝑇 является
распадающимся отображением.

Доказательство. Линейное осесимметричное 3D-отображение имеет вид

𝑥̄ = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦, 𝑦 = 𝑐𝑥+ 𝑑𝑦, 𝑧 = 𝑀 + 𝑒𝑧, (6)

где 𝑎, ..., 𝑒 и 𝑀 — некоторые коэффициенты. Предположим, что выполнено условие

|𝑏|+ |𝑐| ≠ 0. (7)

Тогда отображение (6) может быть приведено к виду

𝑥̄ = 𝑦, 𝑦 = ν1𝑥+ ν2𝑦, 𝑧 = 𝑀 + ν3𝑧. (8)

Для этого, например, если 𝑏 ̸= 0, введем новую координату 𝑦𝑛𝑒𝑤 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 и положим
ν1 = 𝑏𝑐 − 𝑎𝑑, ν2 = 𝑎 + 𝑑, ν3 = 𝑒 (при 𝑏 = 0, 𝑐 ̸= 0 поменяем 𝑥 и 𝑦 местами и сделаем то
же самое).

Теперь для отображения (8) рассмотрим его осесимметричное квадратичное расширение

𝑇2 :

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥̄ = 𝑦 + 𝑎1𝑥𝑧 + 𝑎2𝑦𝑧,

𝑦 = ν1𝑥+ ν2𝑦 + 𝑎3𝑥𝑧 + 𝑎4𝑦𝑧,

𝑧 = 𝑀 + ν3𝑧 + 𝑏1𝑥
2 + 𝑏2𝑥𝑦 + 𝑏3𝑦

2 + 𝑏4𝑧
2

(9)

и найдем условия, при которых это отображение имеет постоянный якобиан.

842
Гонченко А. С.

Известия вузов. ПНД, 2024, т. 32, № 6



Для этого вычислим сначала его якобиан при 𝑥 = 𝑦 = 0. Получим

𝐽(𝑇2)𝑥=𝑦=0 = det

⎛⎜⎝ 𝑎1𝑧 1 + 𝑎2𝑧 0

ν1 + 𝑎3𝑧 ν2 + 𝑎4𝑧 0

0 0 ν3 + 2𝑏4𝑧

⎞⎟⎠ ,

и, таким образом,

𝐽(𝑇2)𝑥=𝑦=0 = (ν3 + 2𝑏4𝑧)
[︀
−ν1 + 𝑧(ν2𝑎1 − 𝑎3 − ν1𝑎2) + 𝑧2(𝑎1𝑎4 − 𝑎2𝑎3)

]︀
.

Из условия 𝐽 = const получаем, что 𝑏4 = 0, 𝑎1𝑎4 − 𝑎2𝑎3 = 0, а также ν2𝑎1 − 𝑎3 − ν1𝑎2 ≡ 0 для
всех ν1 и ν2. Тогда получаем, что 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑏4 = 0 и, таким образом, отображение 𝑇2

принимает вид

𝑥̄ = 𝑦, 𝑦 = ν1𝑥+ ν2𝑦 + 𝑎4𝑦𝑧, 𝑧 = 𝑀 + ν3𝑧 + 𝑏1𝑥
2 + 𝑏2𝑥𝑦 + 𝑏3𝑦

2, (10)

Это отображение имеет якобиан 𝐽 = −ν1ν3 + 𝑎4𝑦(2𝑏1𝑥+ 𝑏2𝑦). Он будет константой, если 𝑎4 = 0
или 𝑏1 = 𝑏2 = 0. Если 𝑎4 = 0, то координаты 𝑥 и 𝑦 отделяются в (10). Поэтому предполагаем, что
𝑏1 = 𝑏2 = 0 и, следовательно, отображение 𝑇2 принимает вид

𝑥̄ = 𝑦, 𝑦 = ν1𝑥+ ν2𝑦 + 𝑎4𝑦𝑧, 𝑧 = 𝑀 + ν3𝑧 + 𝑏3𝑦
2, (11)

в котором мы предполагаем, что 𝑎4𝑏3 ̸= 0 (при 𝑎4 = 0 отделяются 𝑥 и 𝑦, а при 𝑏3 = 0 отделяется 𝑧).
Введем новые координаты 𝑥 = β𝑋, 𝑦 = β𝑌, 𝑧 = γ𝑍, где β и γ некоторые коэффициенты.

Тогда отображение (11) переписывается как

𝑋̄ = 𝑌, 𝑌 = ν1𝑋 + ν2𝑌 + 𝑎4γ𝑌 𝑍, 𝑍 =
𝑀

γ
+ ν3𝑍 + 𝑏3

β2

γ
𝑌 2. (12)

Положим 𝑎4γ = 1. Тогда 𝑏3β2γ−1 = 𝑎4𝑏3β2. Положим β2 = |𝑎4𝑏3|−1, тогда 𝑎4𝑏3β2 = α =
= sign (𝑎4𝑏3). Это даем нам искомую формулу (5) для отображения 𝑇2.

Осталось рассмотреть случай, когда условие (7) не выполняется, то есть когда 𝑏 = 𝑐 = 0
и исходное отображение 𝑇2 имеет вид

𝑥̄ = 𝑎𝑥+ 𝑎1𝑥𝑧 + 𝑎2𝑦𝑧, 𝑦 = 𝑑𝑦 + 𝑎3𝑥𝑧 + 𝑎4𝑦𝑧,

𝑧 = 𝑀 + 𝑒𝑧 + 𝑏1𝑥
2 + 𝑏2𝑥𝑦 + 𝑏3𝑦

2 + 𝑏4𝑧
2,

(13)

а его якобиан при 𝑥 = 𝑦 = 0 будет таким:

𝐽𝑥=𝑦=0 = (𝑒+ 2𝑏4𝑧)
(︀
𝑎𝑑+ (𝑎1𝑑+ 𝑎4𝑎)𝑧 + (𝑎1𝑎4 − 𝑎2𝑎3)𝑧

2
)︀
.

Из условия 𝐽 = const сразу получаем, что 𝑏4 = 0, 𝑎1𝑎4 − 𝑎2𝑎3 = 0, а также 𝑎1𝑑 + 𝑎4𝑎 = 0 для
произвольных 𝑎 и 𝑑. Это дает, что 𝑎1 = 𝑎4 = 0 и 𝑎2𝑎3 = 0. Если 𝑎2 = 0, то, так как 𝑎1 = 0,
уравнение для 𝑥̄ принимает вид 𝑥̄ = 𝑎𝑥, то есть координата 𝑥 отделяется. Аналогично при 𝑎3 = 0
отделяется координата 𝑦. □

Таким образом, в силу леммы 1, по существу наибольший интерес представляют два таких
отображения

𝑇− : 𝑥̄ = 𝑦, 𝑦 = ν1𝑥+ ν2𝑦 + 𝑦𝑧, 𝑧 = ν3𝑧 − 𝑦2, (14)

и
𝑇+ : 𝑥̄ = 𝑦, 𝑦 = ν1𝑥+ ν2𝑦 + 𝑦𝑧, 𝑧 = ν3𝑧 + 𝑦2, (15)
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в которых, в отличие от (5), мы исключили параметр 𝑀 . В силу леммы 1 это всегда можно
сделать, кроме вырожденного случая ν3 = 1 (когда симметричная неподвижная точка отображения
(5) убегает при 𝑀 ̸= 0 на бесконечность). Поэтому отображения (14) и (15) можно рассматривать
в качестве универсальных осесимметричных квадратичных отображений с постоянным якобианом.

Отметим, что отображения 𝑇− и 𝑇+, конечно, разные, но между ними существует необычная
«дуальная» связь, которую отражает следующая лемма.

Лемма 2. Отображение 𝑇 2
α инвариантно относительно следующей замены координат и пара-

метров
𝑦 → −𝑦, 𝑧 → −𝑧, ν2 → −ν2, α→ −α. (16)

Доказательство. Рассмотрим отображение 𝑇α в форме (5). Его вторая итерация, отображение 𝑇 2
α ,

может быть представлена как

𝑥 = ν1𝑥+ ν2𝑦 + 𝑦𝑧,

𝑦 = ν1𝑦 + ν2𝑥+ 𝑥(ν3𝑧 + α𝑦2),

𝑧 = ν3(ν3𝑧 + α𝑦2) + α𝑥
2
.

Тогда легко видно, что преобразование координат и параметров (16) не меняет вида этого
отображения. □

2.2. Дискретные аттракторы Лоренца классического типа в случае отображения 𝑇−.
Лемма (2) показывает, что квадраты отображений 𝑇− и 𝑇+ демонстрируют совершенно одина-
ковую динамику, если заменить ν2 на −ν2. Однако динамика и бифуркации самих отображений
𝑇− и 𝑇+ при этом являются разными, что показывают их бифуркационные диаграммы рис. 6,
которые, в силу леммы (2), симметричны относительно замены ν2 на −ν2.

Мы будем предполагать везде ниже, что 0 < ν3 < 1. Тогда симметричная неподвижная
точка 𝑂(0, 0, 0) отображения 𝑇α (одновременно для 𝑇− и 𝑇+) будет асимптотически устойчивой
при (ν1, ν2) ∈ ∆𝑠, где

∆𝑠 = {(ν1, ν2)
⃒⃒
ν1 − 1 < ν2 < 1− ν1, −1 < ν1 < 1}.

Границами треугольника устойчивости ∆𝑠 на плоскости (ν1, ν2) являются три бифуркационные
кривые

𝐿+1 : ν2 = 1− ν1, −1 < ν1 < 1,

𝐿−1 : ν2 = ν1 − 1, −1 < ν1 < 1,

𝐿3 : ν1 = −1, −2 < ν2 < 2

такие, что у точки 𝑂 появляется мультипликатор λ = +1 при (ν1, ν2) ∈ 𝐿+1, мультипликатор λ=−1
при (ν1, ν2) ∈ 𝐿−1 и мультипликаторы λ1,2 = 𝑒±𝑖3 при (ν1, ν2) ∈ 𝐿3 (третий мультипликатор —
это всегда λ3 = ν3).

Эти бифуркационные кривые отвечают бифуркациям точки 𝑂, которые будут разными
для отображений 𝑇− и 𝑇+ (кроме разве что бифуркаций через 𝐿3, которые здесь бесконечно
вырожденные и неинтересные).

� Бифуркация на 𝐿+1 — это невырожденная симметричная бифуркация «вилка» (pitch-fork),
которая является мягкой (суперкритической) для 𝑇− и жесткой (субкритической) для 𝑇+.
Здесь точка 𝑂 при выходе из ∆𝑠 теряет устойчивость следующим образом: в случае отобра-
жения 𝑇− она становится седловой и рождается пара симметричных друг другу устойчивых
неподвижных точек 𝑂1 и 𝑂2; в случае отображения 𝑇+ в устойчивую точку 𝑂 влипает
пара симметричных седловых неподвижных точек, она становится седловой, и никаких
аттракторов здесь уже нет.
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� Бифуркация на 𝐿−1 — это невырожденная симметричная бифуркация удвоения периода
(period-doubling), которая является жесткой для 𝑇− и мягкой для 𝑇+. Здесь точка 𝑂 при
выходе из ∆𝑠 теряет устойчивость следующим образом: в случае отображения 𝑇− в устой-
чивую точку 𝑂 влипает седловая орбита периода 2, точка 𝑂 становится седловой, и никаких
аттракторов здесь нет; в случае отображения 𝑇+ точка 𝑂 становится седловой и рождается
устойчивая орбита 𝑝1, 𝑝2 периода 2.

� Заметим, что, в силу леммы 2, бифуркация на 𝐿+1 для отображения 𝑇 2
− и бифуркация на 𝐿−1

для 𝑇 2
+ будет абсолютно одной и той же — это мягкая бифуркация «вилка». Одинаковыми

также будут бифуркации на 𝐿−1 для 𝑇 2
− и на 𝐿+1 для 𝑇 2

+ — в обоих случаях это жесткая
бифуркация «вилка».

Как видно из рис. 6, развитие хаотической динамики в отображениях 𝑇− и 𝑇+ происходит по-
разному. В частности, в случае отображения 𝑇− первой бифуркацией потери устойчивости точки
𝑂 является бифуркация «вилки», а в случае отображения 𝑇+ — бифуркация удвоения периода.

В случае отображения 𝑇− точка 𝑂 является аттрактором при (ν1, ν2) ∈ ∆𝑠. При выходе
из ∆𝑠 через границу 𝐿+1 точка 𝑂 мягко теряет устойчивость в результате симметричной би-
фуркации вилки: 𝑂 становится седлом и рождается пара симметричных друг другу устойчивых
неподвижных точек 𝑂1 и 𝑂2. При этом у седла 𝑂 его неустойчивое многообразие 𝑊 𝑢(𝑂) од-
номерно и состоит из двух инвариантных сепаратрис Γ1 и Γ2 таких, что Γ1 стремится к 𝑂1,
а Γ2 к 𝑂2. При дальнейшем изменении параметров точки 𝑂1 и 𝑂2 одновременно и симметрично
претерпевают суперкритическую (мягкую) бифуркацию Андронова–Хопфа на кривой [23]

𝐴𝐻−
12 : ν2 = 1− ν1 +
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2
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Рис. 6. Бифуркационные диаграммы на плоскости параметров ν1 и ν2 при фиксированном 0 < ν3 < 1 в случаях:
a — отображения 𝑇−; b — отображения 𝑇+. Здесь также показаны наиболее интересные фрагменты диаграмм
показателей Ляпунова при ν3 = 0.8 (цвет онлайн)

Fig. 6. Bifurcation diagrams on the (ν1, ν2)-parameter plane for fixed 0 < ν3 < 1 in the cases: a — the map 𝑇−; b — the map
𝑇+. The most interesting fragments of the diagrams of Lyapunov exponents for ν3 = 0.8 are also shown (color online)
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В результате точки 𝑂1 и 𝑂2 становятся седло-фокусами с двумерными неустойчивыми многообра-
зиями, и в их окрестностях рождаются две симметричные друг другу устойчивые инвариантные
кривые 𝑆1 и 𝑆2, при этом сепаратриса Γ1 накручивается на кривую 𝑆1, а Γ2 — на 𝑆2. Таким обра-
зом, создается вполне подходящая конфигурация траекторий, чтобы в дальнейшем (после потери
устойчивости кривых 𝑆1 и 𝑆2, появления гомоклиник к 𝑂 и т. п.) сформировался дискретный
аттрактор Лоренца. Однако этот аттрактор должен отличаться от стандартного (см. параграф 1),
так как он будет содержать неподвижную точку 𝑂, у которой неустойчивый мультипликатор
положительный, а сепаратрисы Γ1 и Γ2 точки 𝑂 инвариантны: 𝑇−(Γ𝑖) = Γ𝑖. Кроме того, в дырках
аттрактора будут лежать неподвижные точки — седла-фокусы 𝑂1 и 𝑂2.

На рис. 7, a–d мы иллюстрируем, пожалуй, самый простой вариант сценария в отображении
𝑇−, приводящий к дискретному аттрактору Лоренца «классического» типа. Здесь мы полагаем
ν3 = 0.95, ν1 = −0.85 (то есть 𝐽 = −ν1ν3 = 0.8075) и рассматриваем путь ν1 = −0.85 на
плоскости параметров (ν1, ν2) при изменении ν2.

Сначала, при −1.85 < ν2 < 1.85, точка 𝑂 устойчива, она претерпевает бифуркацию «вилки»
при ν2 = 1.85 и рождаются две симметричные друг другу неподвижные точки 𝑂1 и 𝑂2. Эти
точки устойчивы при 1.85 < ν2 < ν𝐴𝐻

2 = 1.8644375; при ν2 > ν𝐴𝐻
2 они теряют устойчивость

и рождается пара устойчивых замкнутых инвариантных кривых 𝑆1 и 𝑆2, снова симметричных
друг другу, рис. 7, a. При этом сепаратрисы Γ1 и Γ2 точки 𝑂 наматываются на кривые 𝑆1 и 𝑆2

соответственно, рис. 7, a. С ростом ν2 сепаратрисы Γ1 и Γ2 перестраиваются и выходят из области
притяжения кривых 𝑆1 и 𝑆2, в результате чего возникает мультистабильность, рис. 7, b, поскольку
дискретный аттрактор Лоренца сосуществует с аттракторами 𝑆1 и 𝑆2. Затем инвариантные кривые
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Рис. 7. Верхний ряд: иллюстрация основных этапов формирования дискретного аттрактора Лоренца в отображении
𝑇− при фиксированных ν3 = 0.95, ν1 = −0.85 и при варьировании ν2. Нижний ряд: иллюстрация основных этапов
формирования аттрактора Лоренца в модели Шимицу–Мориока (17) при 𝑠2 = 0.45 и варьировании 𝑠1 (цвет онлайн)

Fig. 7. Top row: illustration of main stages of the formation of discrete Lorenz attractor in map 𝑇− with fixed ν3 = 0.95,
ν1 = −0.85 and with varying ν2. Bottom row: illustration of main stages of the formation of the Lorenz attractor in the
Shimizu–Morioka model (17) at 𝑠2 = 0.45 and varying 𝑠1 (color online)
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𝑆1 и 𝑆2 сливаются с некоторыми седловыми инвариантными кривыми и обе исчезают, после чего
единственным аттрактором отображения становится дискретный аттрактор Лоренца, рис. 7, c–d.

Мы будем называть такой аттрактор дискретным аттрактором Лоренца классического
типа. Эти аттракторы очень похожи на классические аттракторы Лоренца, а еще больше — на их
дискретизацию по времени. Для сравнения на рис. 7, a’–d’ (нижний ряд) показана иллюстрация
сценария с аттрактором Лоренца в модели Шимицу–Мориока [41]

𝑥̇ = 𝑦, 𝑦̇ = 𝑥− 𝑠1𝑦 − 𝑥𝑧, 𝑧̇ = −𝑠2𝑧 + 𝑥2 (17)

при 𝑠2 = 0.45 и варьировании 𝑠1. Здесь видно почти полное совпадение с рис. 7, a–d.

Замечание 1. В силу леммы 2 об идентичности динамики отображений 𝑇 2
− и 𝑇 2

+ при замене
ν2 → −ν2 развитие хаоса для отображения 𝑇+ при фиксированных ν3 = 0.95, ν1 = −0.85 и при
варьировании ν2 будет похожим (если ν2 поменять на −ν2), но начинается с потери устойчиво-
сти точки 𝑂 в результате бифуркации удвоения периода и последующей бифуркации Андронова–
Хопфа устойчивой орбиты (𝑝1, 𝑝2) периода 2. В конце сценария получится симметричный
стандартный дискретный аттрактор Лоренца.6

Всюду ниже для определенности мы будем рассматривать только отображение 𝑇−.

2.3. О вложении отображения 𝑇− в поток Шимицу–Мориока. Нужно отметить, что
система Шимицу–Мориока (17) играет важную роль в математической теории аттракторов Лорен-
ца. Дело в том, что она служит локальной потоковой нормальной формой для ряда бифуркаций
состояний равновесия с тремя нулевыми собственными значениями [42]. Поскольку в самой
системе (17) существует аттрактор Лоренца для определенных областей значений параметров [43],
это дает возможность получить эффективно проверяемые критерии рождения аттрактора Лоренца
в результате локальных бифуркаций [17, 19].

Это в полной мере относится и к отображению 𝑇−. В частности, ниже в разделе 2.3 мы по-
кажем, что для значений параметров, близких к ν1 = −1, ν2 = 2, ν3 = 1, когда неподвижная точка
𝑂 имеет триплет (+1,+1,+1) мультипликаторов, отображение 𝑇− может быть аппроксимировано
с любой точностью отображением сдвига по траекториям системы Шимицу–Мориока. Из это-
го следует, по теореме Тураева–Шильникова [16], что отображение 𝑇− для близких значений
параметров будет иметь цепно-транзитивный и псевдогиперболический дискретный аттрактор
Лоренца (классического типа).

Лемма 3. В пространстве параметров (ν1, ν2, ν3) существует окрестность в области (ν1<−1,
ν2 < 2, ν3 < 1), примыкающая к точке 𝑀(ν1 = −1, ν2 = 2, ν3 = 1), в которой отображение
𝑇− вблизи неподвижной точки 𝑂(0, 0, 0) может быть вложено в поток Шимицу–Мориока (17)
с тем большей точностью, чем ближе значение параметров к точке 𝑀 .

Доказательство. Перепишем отображение 𝑇− в следующем виде:

𝑥̄− 𝑥 = 𝑦 − 𝑥,

𝑦 − 𝑦 = ν1𝑥+ ν2𝑦 − 𝑦 + 𝑦𝑧,

𝑧 − 𝑧 = ν3𝑧 − 𝑧 − 𝑦2.

(18)

Положим, что
ν1 = −1 + 𝜀1, ν2 = 2 + 𝜀2, ν3 = 1− 𝜀3

6При этом фазовые картинки по сравнению с рис. 7 будут перевернутыми по оси 𝑧, точки 𝑂1 и 𝑂2 будут точками
орбиты периода 2 и т. п., см. [23].
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и 𝜀𝑖 малы. Заметим, что при 𝜀𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, 3 точка 𝑂(0, 0, 0) имеет тройной мультипликатор
+1. Тогда вблизи этой точки для малых 𝜀𝑖 можно написать такую потоковую аппроксимацию
отображения (18):

𝑥̇ = 𝑦 − 𝑥,

𝑦̇ = (−1 + 𝜀1)𝑥+ (1 + 𝜀2)𝑦 + 𝑦𝑧,

𝑧̇ = −𝜀3𝑧 − 𝑦2.

(19)

Введем новую координату 𝑦𝑛𝑒𝑤 = 𝑦 − 𝑥. Когда система (19) переписывается как

𝑥̇ = 𝑦,

𝑦̇ = (𝜀1 + 𝜀2)𝑥+ 𝜀2𝑦 + (𝑥+ 𝑦)𝑧,

𝑧̇ = −𝜀3𝑧 − (𝑥+ 𝑦)2.

(20)

Введем новое «быстрое» время 𝑡 → 𝜀𝑡 с малым 𝜀 > 0. Тогда система (20) принимает вид

𝑥̇ =
1

𝜀
𝑦,

𝑦̇ =
𝜀1 + 𝜀2

𝜀
𝑥+

𝜀2
𝜀
𝑦 +

1

𝜀
(𝑥+ 𝑦)𝑧,

𝑧̇ = −𝜀3
𝜀
𝑧 − 1

𝜀
(𝑥+ 𝑦)2.

(21)

Снова введем новую координату 𝑦𝑛𝑒𝑤 = 1
𝜀𝑦. Тогда система (21) переписывается как

𝑥̇ = 𝑦,

𝑦̇ =
𝜀1 + 𝜀2

𝜀2
𝑥+

𝜀2
𝜀
𝑦 +

1

𝜀2
(𝑥+ 𝜀𝑦)𝑧,

𝑧̇ = −𝜀3
𝜀
𝑧 − 1

𝜀
(𝑥+ 𝜀𝑦)2.

(22)

Теперь отнормируем координаты следующим образом:

𝑥 = β𝑋, 𝑦 = β𝑌, 𝑧 = γ𝑍

и положим
𝜀1 + 𝜀2

𝜀2
= 1,

𝜀2
𝜀

= −𝑠1,
𝜀3
𝜀

= 𝑠2.

Выберем 𝑠1 и 𝑠2 в качестве новых параметров. Тогда система (22) примет вид

𝑋̇ = 𝑌,

𝑌̇ = 𝑋 − 𝑠1𝑌 +
γ
𝜀2

(𝑋 + 𝜀𝑌 )𝑍,

𝑧̇ = −𝑠2𝑧 −
β2

γ𝜀
(𝑋 + 𝜀𝑌 )2.

(23)

Так как 𝜀 > 0 произвольно мало, мы возьмем малые нормирующие коэффициенты β и γ такими,
что

γ
𝜀2

= 1,
β2

𝜀3
= 1,

и удалим члены 𝜀𝑌 из (23). Тогда получим такую систему

𝑋̇ = 𝑌,

𝑌̇ = 𝑋 − 𝑠1𝑌 +𝑋𝑍,

𝑍̇ = −𝑠2𝑍 −𝑋2.

(24)

Если теперь сделать замену 𝑍 → −𝑍, то получим в точности систему Шимицу–Мориока (17). □
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3. Разнообразие дискретных аттракторов лоренцевского типа
в случае отображения 𝑇−

В разделе 2 мы дали положительный ответ на вопрос о том, имеет ли отображение 𝑇−
аттракторы, которые с большой точностью имитируют аттракторы, полученные в результате
дискретизации по времени аттракторов Лоренца трехмерных потоков. Однако отображение 𝑇−,
так же как и 𝑇+, может быть неориентируемым (когда 𝐽 = −ν1ν3 < 0), и тогда, как показано в [23],
аттракторы лоренцевского типа здесь всегда весьма необычны: их неустойчивые сепаратрисы Γ1
и Γ2 и линия симметрии (ось 𝑧) будут переплетены неустранимым образом.

В этом параграфе мы продолжим эти исследования и рассмотрим вопрос о существовании
дискретных аттракторов Лоренца отображения 𝑇− как в ориентируемом, так и в неориентируемом
случаях, которые вообще не имеют аналогов среди трехмерных потоков. Для этого мы положим,
для примера, ν3 = 0, 8 и построим на плоскости параметров ν1 и ν2 так называемую диаграмму
Ляпунова, наиболее интересный фрагмент которой (на области 𝑄 : (−1<ν1<0.2; 1.4<ν2<2.3))
показан на рис. 8.
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Рис. 8. Диаграмма Ляпунова для отображения 𝑇− на плоскости параметров ν1 и ν2 при ν3 = 0.8. a–f — Фазовые
портреты дискретных аттракторов лоренцевского типа при различных значениях параметров ν1 и ν2. Аттракторы
на рис. a, b, c и f ориентируемы (𝐽 = −ν1ν3 > 0), аттрактор рис. d неориентируемый (𝐽 < 0), а на рис. e показан
аттрактор для 3D эндоморфизма (𝐽 = 0) (цвет онлайн)

Fig. 8. Lyapunov diagram for map 𝑇− on the (ν1, ν2)-parameter plane for ν3 = 0.8. a–f — Phase portraits of discrete Lorenz-
like attractors for different values of parameters ν1 and ν2. Attractors in Fig. a, b, c and f are orientable (𝐽 = −ν1ν3 > 0),
the attractor in Fig. d is non-orientable (𝐽 < 0), and Fig. e shows the attractor for 3D-endomorphism (𝐽 = 0) (color online)
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О самой диаграмме Ляпунова. Это своеобразная карта-схема на 𝑄, состоящая из областей
разного цвета, характеризующих спектр Λ1 ⩾ Λ2 ⩾ Λ3 показателей Ляпунова на аттракторе.
Однако схема на рис. 8 не совсем обычная. При ее построении, следуя [21], мы преследовали
основную цель найти гомоклинические странные аттракторы (содержащие неподвижную точку 𝑂),
среди которых должны быть лоренцевские аттракторы. Соответственно, цвета на карте отвечают
аттракторам следующих типов:

� почти все орбиты убегают на бесконечность (нет аттракторов) — белый цвет;
� точка 𝑂 устойчива — светло-зеленый цвет;
� периодическая орбита (Λ1 < 0) — зеленый цвет;
� замкнутая инвариантная орбита (квазипериодический режим, Λ1 = 0,Λ2 < 0) — розовый

цвет;
� странный гомоклинический аттрактор, содержащий точку 𝑂 (Λ1 > 0 и расстояние 𝑑 от точек

аттрактора до 𝑂 не больше 0.001) — тёмно-серый цвет;
� странный аттрактор с Λ1 > 0 и 𝑑 > 0.001 — желтый цвет.

Первое, что обращает на себя внимание при взгляде на диаграмму рис. 8, это существование
двух разделенных темно-серых зон 𝐴−

1 и 𝐴−
2 . Для значений параметров из зоны 𝐴−

1 якобиан 𝐽

отображения 𝑇− близок к 1, тогда как для достаточно большой зоны 𝐴−
2 якобиан 𝐽 принимает

сравнительно небольшие положительные, отрицательные и даже нулевые значения.
Заметим, что темно-серая область в зоне 𝐴−

1 отвечает симметричным дискретным аттрак-
торам Лоренца, таким как на рис. 7, d. Аттракторы из зоны 𝐴−

2 , примеры которых показаны на
рис. 8, b–e, существенно другие. Это лоренцевские аттракторы новых типов, имеющие необычную
гомоклиническую структуру (их сепаратрисы Γ1 и Γ2 переплетаются). Более детальный их анализ
мы проводим в разделе 3.1.

Заметим, что аттрактор на рис. 8, d является неориентируемым аттрактором лоренцевского
типа. Возможность существования таких аттракторов у отображений общего типа была установле-
на в работе [21], однако их хороших примеров не было. Такие примеры в случае осесимметричных
отображений 𝑇α были найдены в [23]. Сейчас мы можем проследить, как такие аттракторы могут
появляться в трехмерных неориентируемых отображениях с осевой симметрией.

В качестве примера рассмотрим сценарий их появления в отображении 𝑇− при ν3 = 0.8,
ν1 = 0.1 (здесь 𝐽 = −0.08) и изменении ν2. Основные этапы сценария при увеличении ν2
показаны на рис. 9. При ν2 = 0.9 неподвижная точка 𝑂 претерпевает бифуркацию «вилка», при
которой рождаются две симметричные неподвижные точки 𝑂1 и 𝑂2. При ν2 = 1.494 происходит

n
2
 = 1.67 n

2
 = 1.7n

2
 = 1.55 n

2
 = 1.67

S
1

S
2

O

a b c d

Рис. 9. Иллюстрация основных этапов формирования симметричного неориентируемого дискретного аттрактора
Лоренца в отображении 𝑇− при фиксированных ν3 = 0.8, ν1 = 0.1 и изменении ν2 (цвет онлайн)

Fig. 9. Illustration of main stages of the formation of a symmetric non-orientable discrete Lorenz attractor in the map 𝑇− for
fixed ν3 = 0.8, ν1 = 0.1 and varying ν2 (color online)
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бифуркация Андронова–Хопфа с точками 𝑂1 и 𝑂2 и рождаются две устойчивые замкнутые
инвариантные кривые, рис. 9, a. Затем с ростом ν2 эти кривые теряют гладкость, становятся резо-
нансными и разрушаются, рис. 9, b–c. В результате появляются два симметричных квазиаттрактора
типа «тор–хаос», рис. 9, c. Затем эти аттракторы объединяются в один аттрактор лоренцевского
типа, рис. 9, d. В момент «слияния» аттрактор, очевидно, является квазиаттрактором, но нет
причин оставаться таким всегда. В частности, в [23] численно показано, что аттрактор рис. 9, d
является симметричным неориентируемым псевдогиперболическим дискретным аттрактором
Лоренца.

Можно также проследить, как возникают и развиваются ориентируемые аттракторы ло-
ренцевского типа из зоны 𝐴−

2 в случае отображения 𝑇−. В качестве примера рассмотрим путь
ν1 = −0.2 (здесь 𝐽 = 0.16) на диаграмме Ляпунова рис. 8. Иллюстрация основных этапов форми-
рования ориентируемых дискретных аттракторов 𝐿𝐴1, 𝐿𝐴2 и 𝐿𝐴3 (существующих для значений
параметров из трех соответствующих ветвей темно-серой области в зоне 𝐴−

2 ) показана на рис. 10.

n2=1.55

S1 S2

O
n2=1.571 n2=1.575 n2=1.585

S12
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a 

   f 

LA
1 LA

1

LA
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Рис. 10. Иллюстрация основных этапов формирования ориентируемых дискретных аттракторов лоренцевского типа
𝐿𝐴1, 𝐿𝐴2 и 𝐿𝐴3 в отображении 𝑇− при фиксированных ν3 = 0.8, ν1 = −0.2 и изменении ν2. а — Аттракто-
ры — инвариантные кривые 𝑆1 и 𝑆2. b — Аттракторы 𝑆1 и 𝑆2 сосуществуют с лоренцевским аттрактором 𝐿𝐴1.
с–d — 𝐿𝐴1 — единственный аттрактор. e — Окно устойчивости: аттрактором является симметричная инвариантная
кривая 𝑆12. f — 𝐿𝐴2-аттрактор: проявляется при разрушении кривой 𝑆12 (по Афраймовичу–Шильникову [26]) и затем
формируется как псевдогиперболический лоренцевский аттрактор. g — 𝐿𝐴2-аттрактор разрушается и образуются два
симметричных друг другу квазиаттрактора «тор–хаос». h — Эти квазиаттракторы объединяются в один лоренцевский
аттрактор 𝐿𝐴3 (цвет онлайн)

Fig. 10. Illustration of main stages of formation of orientable discrete Lorenz-like attractors 𝐿𝐴1, 𝐿𝐴2 and 𝐿𝐴3 in the map 𝑇−
for fixed ν3 = 0.8, ν1 = −0.2 and varying ν2. a — Attractors are invariant curves. b — Attractors 𝑆1 and 𝑆2 coexist with the
Lorenz attractor 𝐿𝐴1. c–d — 𝐿𝐴1 is the only attractor. e — A stability window: the attractor is the symmetric invariant curve 𝑆12.
f — the 𝐿𝐴2-attractor: it appears when the curve 𝑆12 is destroyed (according to Afraimovich–Shilnikov [26]) and then it
is formed as a pseudo-hyperbolic Lorenz-like attractor. g — 𝐿𝐴2-attractor is destroyed and two symmetric quasiattractors
«torus-chaos» are formed. h — These quasiattractors are combined into one Lorenz-like attractor 𝐿𝐴3 (color online)
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3.1. О гомоклинических структурах 3D-отображений с осевой симметрией. Как из-
вестно, одними из основных бифуркаций, участвующих в формировании дискретных аттрак-
торов Лоренца, являются глобальные бифуркации образования дискретных гомоклинических
«восьмерок-бабочек» точки 𝑂. Как показано в работе [23], соответствующие гомоклинические
структуры в случае разных дискретных аттракторов Лоренца, например, таких как на рис. 8, будут
также разными. Простейшие качественные картинки гомоклинических «восьмерок-бабочек» для
разных случаев показаны на рис. 11.

Здесь под гомоклинической «восьмеркой-бабочкой» для отображения с осевой симметрией
будем понимать прежде всего конфигурацию, образованную неустойчивыми сепаратрисами Γ1
и Γ2 точки 𝑂 по отношению к 𝑊 𝑠(𝑂) и инвариантной оси 𝑧, линией осевой симметрии, целиком
лежащей на 𝑊 𝑠(𝑂). Для диффеоморфизмов с осевой симметрией такие конфигурации являются
топологическими инвариантами, так как сепаратрисы Γ1 и Γ2 не могут пересекать ось 𝑧.

Гомоклинические структуры для стандартных симметричных аттракторов Лоренца, таких
как на рис. 8, a, выглядят вполне обычно: на рис. 11, а схематически показано, как сепаратрисы
Γ1 и Γ2 могут пересекаться с двумерной площадкой Π𝑠 ⊂ 𝑊 𝑠

𝑙𝑜𝑐(𝑂) в этом случае. Здесь показано
два начальных отрезка сепаратрис Γ1 и Γ2, каждый из которых имеет четыре точки пересече-
ния с Π𝑠. Эти 8 гомоклинических точек разделены на четыре пары точек: {ℎ11, 𝑇 (ℎ11)}, {ℎ12, 𝑇 (ℎ12)},
{ℎ21, 𝑇 (ℎ21)} и {ℎ22, 𝑇 (ℎ22)}, принадлежащих разным однообходным гомоклиническим орбитам.
В случае отображения 𝑇− две такие орбиты лежат на Γ1 и еще две на Γ2, рис. 11, a. Как видно,
в этом случае сепаратрисы Γ1 и Γ2 обязательно симметричны друг другу, а также пересекают
площадку Π𝑠 в разных ее половинах, на которые Π𝑠 разделена осью 𝑧.

Отметим также, что на сепаратрисе Γ1 (симметрично на Γ2) между двумя ее последова-
тельными точками одной гомоклинической орбиты, например, точками ℎ11 и 𝑇 (ℎ11), обязательно
лежит точка ℎ12 другой гомоклинической орбиты. В случае рис. 11, a эта точка лежит в той же
половине Π𝑠, что и точки ℎ11 и 𝑇 (ℎ11). Однако можно представить ситуацию, когда точка ℎ12 лежит
в другой половине Π𝑠. Тогда мы получим довольно необычную гомоклиническую структуру,
показанную на рис. 11, b. В этом случае кривые Γ1 и Γ2 не просто завязываются между собой, но
еще каждая из них обвивается вокруг оси 𝑧. Гомоклинические конфигурации такого типа харак-
терны для симметрично ориентируемых лоренцевских аттракторов, таких как аттракторы 𝐿𝐴2

и 𝐿𝐴3 (рис. 10). Поэтому мы будем называть такие осесимметричные аттракторы скрученными
дискретными аттракторами Лоренца.
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Рис. 11. Иллюстрации симметричных гомоклинических «восьмерок-бабочек» лоренцевского типа в случае, когда
точка 𝑂 имеет мультипликаторы λ1, λ2, λ3 такие, что λ1 > 1, |λ2,3| < 1, 0 < λ2 < 1 и |λ3| < |λ2| < λ2 < 1 (как
у 𝑇−). На рис. a–b показаны простейшие типы гомоклинических «восьмерок-бабочек» в ориентируемом случае
(0 < λ3 < λ2 < 1 < λ1), а на рис. c — в неориентируемом случае (−1 < λ3 < 0 < λ2 < 1 < λ1) (цвет онлайн)

Fig. 11. Illustrations of symmetric homoclinic “figure-eight butterflies” of Lorenz type in the case when a point has multipliers
λ1, λ2, λ3such that λ1 > 1, |λ2,3| < 1, 0 < λ2 < 1 and |λ3| < |λ2| (as for map 𝑇−). Figures a–b show the simplest types of
homoclinic “figure-eight butterflies” for the orientable case (0 < λ3 < λ2 < 1 < λ1), and Figure c — for the non-orientable
case (−1 < λ3 < 0 < λ2 < 1 < λ1) (color online)

852
Гонченко А. С.

Известия вузов. ПНД, 2024, т. 32, № 6



В неориентируемом случае поведение сепаратрис Γ1 и Γ2 всегда выглядит несколько
необычно. Мы проиллюстрируем это с помощью рис. 11 для случая, когда точка 𝑂 имеет
мультипликаторы λ1 > 1, 0 < λ2 < 1, −1 < λ3 < 0 и |λ3| < |λ2|, как для отображения
𝑇− при ν1 > 0. Очевидно, здесь гомоклинические точки ℎ11 и 𝑇 (ℎ11) на Γ1 лежат в разных
половинах Π𝑠, поскольку λ3 < 0. Тогда конфигурация сепаратрис Γ1 и Γ2 может получиться
такой, как на рис. 11, c (в частности, как показано в [23], такая конфигурация имеет место в
случае неориентируемого аттрактора рис. 8). В этом случае сепаратрисы Γ1 и Γ2 оказываются не
завязанными друг с другом в отличие от ориентируемого случая. Однако три инвариантные кривые
Γ1, Γ2 и ось 𝑧 вместе оказываются топологически переплетенными неустранимым образом.
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