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Аннотация. Рассматривается система двух уравнений с запаздыванием. Основной целью исследования является
изучение локальной динамики этой системы в предположении, что параметр запаздывания является достаточно
большим. Выделены критические случаи в задаче об устойчивости состояния равновесия и показано, что они имеют
бесконечную размерность. Методы. Исследования основаны на применении специальных методов бесконечномерной
нормализации. Классические методы, основанные на применении теории инвариантных интегральных многообразий
и нормальных форм, оказываются непосредственно неприменимы. Результаты. В качестве основных результатов
построены специальные нелинейные краевые задачи, которые играют роль нормальных форм. Их нелокальная динамика
определяет поведение всех решений исходной системы в окрестности состояния равновесия.
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Abstract. A system of two equations with delay is considered. The purpose of this work is to study the local dynamics
of this system under the assumption that the delay parameter is sufficiently large. Critical cases in the problem of stability
of an equilibrium state are identified and it is shown that they have infinite dimension. Methods. The research is based on
the use of special methods of infinite-dimensional normalization. Classical methods based on the application of the theory
of invariant integral manifolds and normal forms turn out to be directly inapplicable. Results. As the main results, special
nonlinear boundary value problems are constructed, which play the role of normal forms. Their nonlocal dynamics determine
the behavior of all solutions of the original system in the vicinity of the equilibrium state.
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Введение

Рассматривается нелинейная система из двух дифференциальных уравнений с запаз-
дыванием

𝑢̇ = 𝐴𝑢+ 𝑏𝐵𝑢(𝑡− 𝑇 ) + 𝐹 (𝑢(𝑡− 𝑇 )) = 0. (1)

Здесь 𝑢 ∈ R2, 𝐴 и 𝐵 — 2 × 2 матрицы, запаздывание 𝑇 > 0, 𝑏 ⩾ 0 — некоторый параметр.
Нелинейная вектор-функция 𝐹 (𝑢) имеет вид

𝐹 (𝑢) = 𝐹2(𝑢, 𝑢) + 𝐹3(𝑢, 𝑢, 𝑢),

где вектор-функции 𝐹2,3 — линейны по каждому аргументу. В качестве пространства начальных
функций фиксируем пространство C[−𝑇,0](R2).

Исследуется вопрос о поведении всех решений (1) с начальными условиями из некоторой
достаточно малой окрестности нулевого состояния равновесия. Основное предположение, от-
крывающее путь к применению асимптотических методов, заключается в том, что параметр 𝑇
является достаточно большим, а значит,

0 < 𝜀 = 𝑇−1 ≪ 1. (2)

Системы вида (1) изучались в работах многих авторов (см., например, [1–15]). В работах [16–19]
рассматривались уравнения второго порядка

𝑥̈+ α𝑥̇+ 𝑥 = β𝑥(𝑡− 𝑇 ) + 𝑓(𝑥(𝑡− 𝑇 )), 𝑇 ≫ 1. (3)

Результаты из [16–19] будут существенно использоваться.
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В (1) удобно произвести замену времени 𝑡 → 𝑇𝑡. В результате приходим к сингулярно
возмущенной системе

𝜀𝑢̇ = 𝐴𝑢+ 𝑏𝐵𝑢(𝑡− 1) + 𝐹 (𝑢(𝑡− 1)). (4)

Отметим, что вырожденная при 𝜀 = 0 система

𝐴𝑢+ 𝑏𝐵𝑢(𝑡− 1) + 𝐹 (𝑢(𝑡− 1)) = 0

не дает информации о поведении решений системы (4) при 𝑡 → ∞. Будут существенно использо-
ваться фундаментальные результаты [20–23] об асимптотике решений сингулярно возмущенных
уравнений.

Важную роль при изучении локальной динамики системы (4) играет поведение решений
линеаризованной (в нуле) системы

𝜀𝑢̇ = 𝐴𝑢+ 𝑏𝐵𝑢(𝑡− 1). (5)

Поведение решений этой системы полностью определяется расположением корней ее характери-
стического квазиполинома

det
(︀
𝐴+ 𝑏 exp(−λ)𝐵 − 𝜀λ𝐼

)︀
= 0.

Пусть 𝐴 = {𝑎𝑖𝑗}2, 𝐵 = {𝑏𝑖𝑗}2 и 𝑎1 = det𝐴, 𝑏1 = det𝐵. Тогда характеристический квазиполином
принимает вид

𝜀2λ2 − 𝜀𝑎λ+ 𝑎1 = 𝑏2𝑏1 exp(−2λ) + 𝑏(𝜀λ𝑏2 − 𝑏3) exp(−λ), (6)

где
𝑏2 = 𝑏11 + 𝑏22, 𝑏3 = 𝑎11𝑏22 + 𝑎22𝑏11 − 𝑎12𝑏21 − 𝑎21𝑏12.

В том случае, когда все корни (6) имеют отрицательные вещественные части и отделены от нуля
при 𝜀 → 0, все решения системы (5) и все решения с достаточно малыми начальными условиями
системы (4) при малых 𝜀 стремятся к нулю при 𝑡 → ∞. Если же уравнение (6) имеет корень
с положительной и отделенной от нуля при 𝜀 → 0 вещественной частью, то нулевое решение
в (5) и (4) неустойчиво и в малой окрестности нуля не может быть аттрактора в (4). Поэтому
задача о динамике (4) становится нелокальной.

Рассмотрим вопрос о поведении всех решений (4) из окрестности нулевого состояния
равновесия в случаях, близких к критическим, когда у уравнения (6) нет корней с положительной
и отделенной от нуля при 𝜀 → 0 вещественной частью, но есть корень, вещественная часть
которого стремится к нулю при 𝜀 → 0. Будет показано, что в этих случаях бесконечно много
корней (6) стремится к мнимой оси при 𝜀 → 0, поэтому критические случаи имеют бесконечную
размерность.

Отметим, что известные методы исследования локальной динамики в критических случаях,
основанные на применении теории инвариантных интегральных многообразий [8,24,25], здесь
неприменимы. Будут использованы и развиты методы бесконечной нормализации, предложенные
в работах [16–19]. В разделе 1 будет исследована линейная система (5), а в разделе 2 будут полу-
чены основные результаты: построена специальная нелинейная краевая задача параболического
типа — квазинормальная форма. Эта квазинормальная форма играет роль нормализованного для
системы (4) уравнения. Нелокальная динамика квазинормальной формы определяет локальную
структуру решений системы (4). В разделе 3 будут рассмотрены примеры.

Введем еще одно предположение. Пусть все собственные значения матрицы 𝐴 имеют
отрицательные вещественные части. Тем самым

𝑎 = 𝑎11 + 𝑎22 < 0 и 𝑎1 = det𝐴 > 0. (7)
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При достаточно малых значениях параметра 𝑏 все корни характеристического уравнения (6) тоже
имеют отрицательные вещественные части. Поэтому речь пойдет о нахождении такого значения
𝑏0 (𝑏0 > 0), при котором для 𝑏 ∈ [0, 𝑏0) все корни (6) имеют отрицательные вещественные части,
а при 𝑏 = 𝑏0 реализуется критический случай в задаче об устойчивости нулевого решения (5) и (4).

1. Линейный анализ

В данном разделе исследуем линейную систему (5) при условии (2). Сначала определим
коэффициенты в (5), при которых реализуется критический случай в задаче об устойчивости.
Затем найдем асимптотику при 𝜀 → 0 всех тех корней (6), вещественные части которых стремятся
к нулю при 𝜀 → 0.

Дополнительно предполагаем, что

𝑏1 ̸= 0. (8)

Случай, когда 𝑏1 = 0, будет рассмотрен в разделе 3.
Рассмотрим уравнение (6) как квадратичное уравнение относительно величины 𝑏 exp(−λ).

Тогда получаем, что
𝑏 exp(−λ) = 𝑅±(𝜀λ), (9)

где
𝑅±(𝜀λ) = (2𝑏1)

−1
[︀
𝑏3 − 𝜀λ𝑏2 ±

(︀
(𝑏3 − 𝜀λ𝑏2)2 + 4𝑏1 · (𝜀2λ2 − 𝑎𝜀λ+ 𝑎1)

)︀1/2]︀
.

В (9) положим λ = 𝑖ω𝜀−1, где ω ⩾ 0 — вещественное, и пусть

𝑅±(𝑖ω) = ρ±(ω) exp(𝑖Ω±(ω)),
(︀
ρ±(ω) = |𝑅±(𝑖ω)|

)︀
.

Наименьшее значение ρ±(ω) по всем ω ⩾ 0 обозначим через ρ±0 :

min
ω
ρ±(ω) = ρ±(ω±) = ρ±0

и
min

(︀
ρ+(ω+), ρ−(ω−)

)︀
= ρ0(ω0) = ρ0,

где

ω0 =

{︃
ω+, если ρ+0 ⩽ ρ−0 ,

ω−, если ρ−0 ⩽ ρ+0 ,
ρ0 = ρ0(ω0) =

{︃
ρ+(ω+), если ρ+0 ⩽ ρ−0 ,

ρ−(ω−), если ρ−0 ⩽ ρ+0 ,

Ω0 = Ω0(ω0) =

{︃
Ω+(ω+), если ρ+0 ⩽ ρ−0 ,

Ω−(ω−), если ρ−0 ⩽ ρ+0 .

Наконец, через 𝑅0(ω) обозначим выражение 𝑅0(ω) = ρ0(ω) exp(𝑖Ω0(ω)).

Лемма 1. Пусть 𝑏 < ρ0. Тогда при достаточно малых 𝜀 все корни уравнения (6) имеют
отрицательные и отделенные от нуля при 𝜀 → 0 вещественные части.

Лемма 2. Пусть 𝑏 > ρ0. Тогда при достаточно малых 𝜀 уравнение (6) имеет корень с положи-
тельной и отделенной от нуля при 𝜀 → 0 вещественной частью.

Простые, но громоздкие доказательства этих утверждений опустим.
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Ниже рассмотрим критический случай, когда выполнены равенства

𝑏0 = ρ0, 𝑏 = 𝑏0 + 𝜀2𝑏0. (10)

Найдем асимптотику при 𝜀 → 0 всех тех корней λ𝑛(𝜀), λ̄𝑛(𝜀) (𝑛 = 0,±1,±2, . . .) (6), вещественные
части которых стремятся к нулю при 𝜀 → 0.

Введем обозначение. Через θ = θ(𝜀) ∈ [0, 2π) обозначим такую величину, которая дополняет
до целого кратного 2π значение ω0𝜀−1. Применяя стандартные методы теории возмущений,
приходим к следующему утверждению.

Лемма 3. Пусть выполнены равенства (10). Тогда для λ𝑛(𝜀) имеют место асимптотические
равенства

λ𝑛(𝜀) = 𝑖
(︀
ω0𝜀−1 + 𝜀(θ−Ω0 + 2π𝑛)

)︀
+ 𝜀λ1𝑛 + 𝜀2λ2𝑛 + . . . ,

в которых
λ1𝑛 = −𝑖Ω′

0(ω0)ρ0[θ−Ω0 + 2π𝑛],

λ2𝑛 =

(︂
1

2
ρ′′0(ω0)−

1

2
𝑖Ω′′

0(ω0)ρ0

)︂
[θ−Ω0 + 2π𝑛]2 − 𝑖Ω′

0(ω0)ρ0[θ−Ω0 + 2π𝑛] + 𝑏0𝑏−1
0 .

Напомним, что корню λ𝑛(𝜀) уравнения (6) отвечает решение Эйлера 𝑢𝑛(𝑡, 𝜀) системы (5)

𝑢𝑛(𝑡, 𝜀) = 𝑔𝑛(𝜀) exp(λ𝑛(𝜀)𝑡),

где 𝑔𝑛(𝜀) = 𝑔0 + 𝜀𝑔1𝑛 + . . . — собственный вектор матрицы

𝐶𝑛(𝜀) = 𝐴+ 𝑏0 exp
[︀
𝑖Ω0 − 𝜀λ1𝑛 − 𝜀2λ2𝑛 − . . .

]︀
𝐵,

отвечающий собственному значению 𝑖ω0 + 𝜀𝑖(θ−Ω0 + 2π𝑛) + 𝜀2λ1𝑛 + 𝜀3λ2𝑛 + . . .:

𝐶𝑛(𝜀)𝑔𝑛(𝜀) =
[︀
𝑖ω0 + 𝜀𝑖(θ−Ω0 + 2π𝑛) + 𝜀2λ1𝑛 + . . .

]︀
𝑔𝑛(𝜀),

и для матрицы 𝐶 = 𝐶𝑛(0) = 𝐴+ 𝑏0 exp(𝑖Ω0) имеем равенство

𝐶𝑔0 = 𝑖ω0𝑔0.

Ниже понадобится собственный вектор 𝑞0 матрицы 𝐶*:

𝐶*𝑞0 = −𝑖ω0𝑞0.

Удобно этот вектор нормировать так, чтобы (𝑔0, 𝑞0) = 1.
Линейная система уравнений (5) тогда имеет совокупность решений с произвольными

коэффициентами ξ𝑛

𝑢(𝑡, 𝜀) =

∞∑︁
𝑛=−∞

ξ𝑛𝑢𝑛(𝑡, 𝜀) = 𝐸(𝑡, 𝜀)

∞∑︁
𝑛=−∞

ξ𝑛 exp[2π𝑛𝑖𝑥+ 𝜀2(λ2𝑛 +𝑂(𝜀))𝑡] · 𝑔𝑛(𝜀) =

= 𝐸(𝑡, 𝜀)
∞∑︁

𝑛=−∞
ξ𝑛(τ)𝑔0 · exp(2π𝑛𝑖𝑥) + 𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞

ξ𝑛(τ)(𝑔1𝑛 + 𝜀𝑔2𝑛 + . . .) · exp(2π𝑛𝑖𝑥) =

= 𝐸(𝑡, 𝜀)ξ(τ, 𝑥)𝑔0 + 𝜀
∞∑︁

𝑛=−∞
ξ𝑛(τ)(𝑔1𝑛 + 𝜀𝑔2𝑛 + . . .) · exp(2π𝑛𝑖𝑥). (11)
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Здесь τ = 𝜀2𝑡 — «медленное» время, 𝐸(𝑡, 𝜀) = exp[𝑖(ω0𝜀−1 + θ − Ω0 − 𝜀Ω′
0(ω0)ρ0(θ − Ω0))𝑡],

𝑥 = (1 − 𝜀Ω′
0(ω0)ρ0)𝑡, ξ𝑛(τ) = ξ𝑛 exp((λ2𝑛 + 𝑂(𝜀))τ) — коэффициенты Фурье 1-периодической

по 𝑥 функции ξ(τ, 𝑥).
Отдельно остановимся на случае, когда ω0 = 0. Тогда θ = 0, а Ω0 принимает одно из

двух значений: либо Ω0 = 0, либо Ω0 = π. Отметим еще, что Ω′
0(0) = 𝑎 · 𝑎−1

1 exp(𝑖Ω0(0)),
Ω′′

0(0) = 0, ρ′0(0) = 0. Равенство Ω0 = 0 имеет место при условии

𝑅0(0) = ρ0(0) exp(𝑖Ω0(0)) = ρ0(0) > 0. (12)

В этом случае 𝐸(𝑡, 𝜀) ≡ 1 и в выражении (11) ξ(τ, 𝑥) и 𝑔0 — вещественные:

𝑢(𝑡, 𝜀) = ξ(τ, 𝑥)𝑔0 + 𝑜(𝜀), ξ(τ, 𝑥+ 1) ≡ ξ(τ, 𝑥). (13)

Равенство Ω0 = π в случае ω0 = 0 получаем при условии

𝑅0(0) = −ρ0(0) = ρ0(0) exp(𝑖Ω0(0)). (14)

В этой ситуации выражение (11) можно представить в виде

𝑢(𝑡, 𝜀) =

∞∑︁
𝑛=−∞

ξ𝑛 exp[𝑖π(2𝑛+ 1)𝑥+ (λ2𝑛 +𝑂(𝜀))τ]𝑔𝑛(𝜀) = ξ(τ, 𝑥)𝑔0 +𝑂(𝜀), (15)

а функция ξ(τ, 𝑥) содержит только нечетно кратные π гармоники exp(𝑖π(2𝑛 + 1)𝑥). Поэтому
и здесь 𝐸(𝑡, 𝜀) ≡ 1, а функция ξ(τ, 𝑥) — вещественная и

ξ(τ, 𝑥+ 1) ≡ −ξ(τ, 𝑥).

На представлениях (11), (13), (15) будет базироваться нелинейный анализ системы (4).

2. Построение квазинормальных форм

Сразу отметим, что обоснование приводимых ниже утверждений следует непосредственно
из алгоритма построения асимптотики решений исходной краевой задачи. Будем предполагать,
что выполнены равенства (10). Отдельно рассмотрим случаи ω0 = 0 и ω0 ̸= 0.

2.1. Случай ω0 = 0 и Ω0 = 0. Этот случай самый простой. Основываясь на соотношении
(15), решения нелинейной системы (4) ищем в виде

𝑢(𝑡, 𝜀) = 𝜀2ξ(τ, 𝑥)𝑔0 + 𝜀4𝑢2(τ, 𝑥) + . . . ,

где ξ(τ, 𝑥) и 𝑢2(τ, 𝑥) — неизвестные 1-периодические по 𝑥 функции. Подставим это выражение
в (4) и будем собирать коэффициенты при одинаковых степенях 𝜀. При степени 𝜀2 получаем верное
равенство, а приравнивая коэффициенты при 𝜀4, приходим к системе уравнений относительно 𝑢2:

(𝐴+ 𝑏0𝐵)𝑢2 + 𝐹0 = 0,

в которой

𝐹0 = 𝑏0𝐵𝑔0

[︂
− 𝜕ξ

𝜕τ
+

1

2
ρ′′0(0)

𝜕2ξ
𝜕𝑥2

− 𝑎 · 𝑎−1
1

𝜕ξ
𝜕𝑥

]︂
+ 𝑏01𝐵𝑔0ξ− 𝐹2(𝑔0, 𝑔0)ξ2.
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Поскольку (𝐴 + 𝑏0𝐵)𝑔0 = 0, то условие разрешимости этой системы состоит в выполнении
равенства (условие ортогональности вектору 𝑞0)

𝜕ξ
𝜕τ

=
1

2
ρ′′0(0)

𝜕2ξ
𝜕𝑥2

− 𝑎 · 𝑎−1
1

𝜕ξ
𝜕𝑥

+ 𝑏01𝑏
−1
0 ξ+ αξ

2 = 0, (16)

α = [𝑏0(𝐵𝑔0, 𝑞0)]
−1(𝐹2(𝑔0, 𝑔0), 𝑞0)

для периодической по 𝑥 функции ξ(τ, 𝑥):

ξ(τ, 𝑥+ 1) ≡ ξ(τ, 𝑥). (17)

Сформулируем итоговый результат.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (8), (9), (10), (12) и пусть краевая задача (16), (17) имеет
ограниченное при τ → ∞, 𝑥 ∈ [0, 1] решение ξ(τ, 𝑥). Тогда функция 𝑢(𝑡, 𝜀) = 𝜀2ξ(τ, 𝑥)𝑔0 +

+ 𝜀4𝑢2(τ, 𝑥) удовлетворяет системе уравнений (4) c точностью до 𝑂(𝜀4).

Отметим, что динамические свойства краевой задачи (16), (17) простые. Её аттрактором при усло-
вии невырожденности α ̸= 0 может быть только однородное устойчивое состояние равновесия.

2.2. Случай ω0 = 0 и Ω0 = π. Этот случай интереснее предыдущего. Решения нелинейной
системы (4) ищем в виде

𝑢(𝑡, 𝜀) = 𝜀ξ(τ, 𝑥)𝑔0 + 𝜀2𝑢2(τ, 𝑥) + 𝜀3𝑢3(τ, 𝑥) + . . . , (18)

где ξ(τ, 𝑥) содержит только нечетные гармоники по переменной 𝑥.
Подставим (18) в (4) и будем последовательно приравнивать коэффициенты при одинаковых

степенях 𝜀. При первой степени 𝜀 получаем верное равенство. На следующем шаге получаем
систему для определения 𝑢2:

𝐴𝑢2 + 𝑏0𝐵𝑢2(τ, 𝑥− 1) + ξ2(τ, 𝑥)𝐹2(𝑔0, 𝑔0) = 0.

Отметим, что матрица 𝐴+ 𝑏0𝐵 обратима, а матрица 𝐴− 𝑏0𝐵 имеет нулевое собственное значение.
Поскольку ξ2(τ, 𝑥) является 1-периодической функцией, то и решение 𝑢2(τ, 𝑥) ищем в виде

1-периодической функции. Поэтому

𝑢2(τ, 𝑥) = 𝑢20ξ2(τ, 𝑥),

𝑢20 = −(𝐴+ 𝑏0𝐵)−1𝐹2(𝑔0, 𝑔0).

На следующем шаге, собирая коэффициенты при 𝜀3, приходим к системе для определения 𝑢3:

𝐴𝑢3 + 𝑏0𝐵𝑢3(τ, 𝑥− 1)− 2ξξ′
[︀
𝑏0Ω′

0(0)ρ0(0)𝐵𝑢20 − 𝑢20
]︀
+

+ 𝑏0𝐵

[︂
− 𝜕ξ

𝜕τ
+

1

2
ρ′′0(0)

𝜕2ξ
𝜕𝑥2

+ 𝑎 · 𝑎−1
1

𝜕ξ
𝜕𝑥

+ 𝑏0𝑏−1
0 ξ

]︂
+ 𝑓0ξ3, (19)

где 𝑓0 = −𝐹2(𝑔0, 𝑢20)−𝐹2(𝑢20, 𝑔0)−𝐹3(𝑔0, 𝑔0, 𝑔0). Функцию 𝑢3 ищем в виде суммы двух функций
𝑢3 = 𝑢31 + 𝑢32, первая из которых 1-периодична по 𝑥, а вторая — 1-антипериодична. Поэтому
система (19) эквивалентна системе уравнений

(𝐴+ 𝑏0𝐵)𝑢31 = 2
[︀
𝑢20 + 𝑏0Ω′

0(0)ρ0(0)𝐵𝑢20
]︀
ξξ′, (20)

(𝐴− 𝑏0𝐵)𝑢31 = 𝑏0𝐵𝑔0

[︂
𝜕ξ
𝜕τ

− 1

2
ρ′′0(0)

𝜕2ξ
𝜕𝑥2

− 𝑏0𝑏−1
0 ξ

]︂
− 𝑓0ξ3. (21)
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Из (20) сразу находим, что

𝑢31 = 2(𝐴+ 𝑏0𝐵)−1
[︀
𝑢20 + 𝑏0Ω′

0(0)ρ0(0)𝐵𝑢20
]︀
ξξ′.

Условие разрешимости системы (21) состоит в выполнении условия ортогональности ее правой
части вектору 𝑞0, то есть

𝜕ξ
𝜕τ

=
1

2
ρ′′0(0)

𝜕2ξ
𝜕𝑥2

+ 𝑎 · 𝑎−1
1

𝜕ξ
𝜕𝑥

+ 𝑏0𝑏−1
0 ξ−

[︀
𝑏(𝐵𝑔0, 𝑞0)

]︀−1
(𝑓0, 𝑞0)ξ3. (22)

Напомним, что функция ξ(τ, 𝑥) — 1-антипериодическая:

ξ(τ, 𝑥+ 1) ≡ −ξ(τ, 𝑥). (23)

Подведем итог.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (8), (9), (10), (14) и пусть краевая задача (22), (23)
имеет ограниченное при τ→ ∞, 𝑥 ∈ [0, 1] решение ξ(τ, 𝑥). Тогда функция 𝑢(𝑡, 𝜀) = 𝜀ξ(τ, 𝑥)𝑔0 +
+ 𝜀2𝑢2(τ, 𝑥) + 𝜀3(𝑢31(τ, 𝑥) + 𝑢32(τ, 𝑥)) удовлетворяет системе уравнений (4) c точностью до
𝑂(𝜀4).

Таким образом, краевые задачи (16), (17) и (22), (23) являются квазинормальными формами для
системы уравнений (4) в критических случаях при ω0 = 0. Отметим, что динамические свойства
последней из них богаче. В (22), (23) могут быть, например, устойчивые неоднородные состояния
равновесия.

2.3. Квазинормальные формы при ω0 ̸= 0. Основываясь на асимптотическом представ-
лении (11), решения нелинейной системы уравнений (4) ищем в виде

𝑢(𝑡, 𝜀) = 𝜀
(︀
ξ(τ, 𝑥)𝐸(𝑡, 𝜀)𝑔0 + 𝑐𝑐

)︀
+ 𝜀2

(︀
𝑢20(τ, 𝑥) + 𝑢21(τ, 𝑥)𝐸2(𝑡, 𝜀) + 𝑐𝑐

)︀
+

+ 𝜀3
(︀
𝑢31(τ, 𝑥)𝐸(𝑡, 𝜀) + 𝑐𝑐+ 𝑢32(τ, 𝑥)𝐸3(𝑡, 𝜀) + 𝑐𝑐

)︀
+ . . . . (24)

Все фигурирующие в (24) функции 1-периодичны по 𝑥. Здесь и ниже через 𝑐𝑐 обозначаем
слагаемое, сопряженное к предыдущему.

Подставляя (24) в (4) и совершая стандартные действия, будем последовательно определять
коэффициенты в (24). При 𝜀 в первой степени получаем верное равенство. Собирая коэффициенты
при 𝜀2, приходим к системе уравнений для 𝑢20(τ, 𝑥) и 𝑢21(τ, 𝑥):

(𝐴+ 𝑏0𝐵)𝑢20(τ, 𝑥) + |ξ(τ, 𝑥)|2
(︀
𝐹2(𝑔0, 𝑔0) + 𝐹2(𝑔0, 𝑔0)

)︀
= 0,

(𝐴− 𝑏0𝐵 − 2𝑖ω0𝐼)𝑢21(τ, 𝑥) + ξ2(τ, 𝑥)𝐹2(𝑔0, 𝑔0).

Отсюда имеем равенства

𝑢20(τ, 𝑥) = 𝑢020|ξ(τ, 𝑥)|2, 𝑢21(τ, 𝑥) = 𝑢021ξ
2(τ, 𝑥),

𝑢020 = −(𝐴+ 𝑏0𝐵)−1
[︀
𝐹2(𝑔0, 𝑔0) + 𝐹2(𝑔0, 𝑔0)

]︀
,

𝑢021 = −(𝐴+ 𝑏0𝐵 − 2𝑖ω0𝐼)−1𝐹2(𝑔0, 𝑔0).
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На следующем шаге соберем коэффициенты при 𝜀3. В результате получаем систему уравнений
для определения 𝑢31(τ, 𝑥) и 𝑢32(τ, 𝑥):

(𝐴+ 𝑏0𝐵 − 𝑖ω0𝐼)𝑢31(τ, 𝑥) = −𝑏0𝐵𝑔0

[︂
− 𝜕ξ

𝜕τ
+𝐴1

𝜕2ξ
𝜕𝑥2

+𝐴2
𝜕ξ
𝜕𝑥

+𝐴3ξ

]︂
− 𝑑ξ|ξ|2, (25)

(𝐴+ 𝑏0𝐵 − 3𝑖ω0𝐼)𝑢32(τ, 𝑥) + ξ3(τ, 𝑥)
(︀
𝐹2(𝑢

0
21, 𝑔0) + 𝐹2(𝑔0, 𝑢

0
21) +

+𝐹3(𝑔0, 𝑔0, 𝑔0)
)︀
= 0. (26)

В (25) приняты обозначения

𝑑 = 𝐹2(𝑢
0
20, 𝑔0) + 𝐹2(𝑔0, 𝑢

0
20) + 𝐹2(𝑢

0
21, 𝑔0) + 𝐹2(𝑔0, 𝑢

0
21) + 𝐹3(𝑔0, 𝑔0, 𝑔0) +

+𝐹3(𝑔0, 𝑔0, 𝑔0) + 𝐹3(𝑔0, 𝑔0, 𝑔0),

𝐴1 =
1

2

(︀
ρ′′0(ω0)− 𝑖Ω′′

0(ω0)ρ0(ω0)
)︀
,

𝐴2 = −Ω′
0(ω0)ρ0(ω0)− 2𝑖𝐴1(θ−Ω0(ω0)),

𝐴3 = 𝑏0𝑏−1
0 − 𝑖Ω′

0(ω0)ρ0(ω0)(θ−Ω0(ω0)).

Из (26) сразу находим 𝑢32(τ, 𝑥):

𝑢32(τ, 𝑥) = −ξ3
(︀
𝐴+ 𝑏0𝐵 − 3𝑖ω0𝐼

)︀−1(︀
𝐹2(𝑢

0
21, 𝑔0) + 𝐹2(𝑔0, 𝑢

0
21) + 𝐹3(𝑔0, 𝑔0, 𝑔0)

)︀
.

Рассмотрим систему (25). Матрица 𝐴+𝑏0𝐵− 𝑖ω0𝐼 имеет нулевое собственное значение, которому
отвечает собственный вектор 𝑔0. Поэтому критерий разрешимости (25) состоит в выполнении
условия ортогональности правой части (25) вектору 𝑞0:

𝑏0(𝐵𝑔0, 𝑞0)

[︂
− 𝜕ξ

𝜕τ
+𝐴1

𝜕2ξ
𝜕𝑥2

+𝐴2
𝜕ξ
𝜕𝑥

+𝐴3ξ
]︂
+ (𝑑, 𝑞0)ξ|ξ|2 = 0.

Отсюда окончательно получаем, что выполнено равенство

𝜕ξ
𝜕τ

= 𝐴1
𝜕2ξ
𝜕𝑥2

+𝐴2
𝜕ξ
𝜕𝑥

+𝐴3ξ+ (𝑑, 𝑞0)[𝑏0(𝐵𝑔0, 𝑞0)]
−1ξ|ξ|2, (27)

а для ξ(τ, 𝑥) выполнены периодические краевые условия

ξ(τ, 𝑥+ 1) ≡ ξ(τ, 𝑥). (28)

Прежде чем сформулировать основной результат, введем обозначение. Фиксируем произвольно
θ0 ∈ [0, 2π). Через 𝜀𝑟 = 𝜀𝑟(θ0) будем обозначать такую последовательность, что 𝜀𝑟(θ0) → 0 при
𝑟 → ∞ и θ(𝜀𝑟(θ0)) = θ0.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (7), (8), (10) и ω0 ̸= 0. Фиксируем произвольно θ0 ∈ [0, 2π).
Пусть ξ(τ, 𝑥) — ограниченное при τ→ ∞, 𝑥 ∈ [0, 1] решение краевой задачи (27), (28) при θ = θ0.
Тогда функция

𝑢(𝑡, 𝜀) = 𝜀
(︀
ξ(τ, 𝑥)𝐸(𝑡, 𝜀)𝑔0 + 𝑐𝑐

)︀
+ 𝜀2

(︀
𝑢20(τ, 𝑥) + 𝑢21(τ, 𝑥)𝐸2(𝑡, 𝜀) + 𝑐𝑐

)︀
+

+ 𝜀3
(︀
𝑢31(τ, 𝑥)𝐸(𝑡, 𝜀) + 𝑐𝑐+ 𝑢32(τ, 𝑥)𝐸3(𝑡, 𝜀) + 𝑐𝑐

)︀
+ . . .

при τ = 𝜀2𝑡, 𝑥 =
(︀
1 − 𝜀Ω′

0(ω0)ρ0(ω0)
)︀
𝑡, 𝜀 = 𝜀𝑟(θ0) удовлетворяет системе уравнений (4)

c точностью до 𝑂(𝜀4).

Это утверждение говорит о том, что при сформулированных условиях краевая задача (27),
(28) является квазинормальной формой для системы уравнений (4).
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3. Примеры

В первых двух примерах сделано упрощающее предположение о том, что

𝑏1 = det𝐵 = 0. (29)

В этом случае уравнение (6) принимает вид

𝑏(𝜀λ𝑏2 − 𝑏3) exp(−λ) = 𝜀2λ2 − 𝜀𝑎λ+ 𝑎1. (30)

Рассмотрим отдельно случаи, когда 𝑏2 = 0 и когда 𝑏2 ̸= 0.

3.1. Случай 𝑏1 = 0 и 𝑏2 = 0. Отметим, что при условиях (29) и

𝑏2 = 𝑏11 + 𝑏22 = 0

оба собственных значения матрицы 𝐵 нулевые. Будем предполагать, что выполнено условие
невырожденности

𝑏3 = 𝑎11𝑏22 + 𝑎22𝑏11 − 𝑎12𝑏21 − 𝑎21𝑏12 ̸= 0.

Равенство (30) тогда принимает вид

−𝑏 · 𝑏3 exp(−λ) = 𝜀2λ2 − 𝜀𝑎λ+ 𝑎1. (31)

Положим здесь λ = 𝑖ω𝜀−1 (ω ⩾ 0) и рассмотрим выражение

𝑝(ω) = 𝑏 · 𝑏3 exp(−𝑖ω𝜀−1),

где 𝑝(ω) = 𝑎1 − ω2 − 𝑖𝑎ω = |𝑝(ω)| exp(𝑖Ω(ω)). Из (31) получаем, что |𝑝(ω)| = 𝑏 · |𝑏3|.
Пусть

min
ω

|𝑝(ω)| = |𝑝(ω0)|.

Тогда находим, что

ω0 =

{︃
0, если 𝑎2 ⩾ 2𝑎1,

(2𝑎1 − 𝑎2)1/2, если 𝑎2 < 2𝑎1.

𝑝0 = |𝑝(ω0)|

{︃
𝑎1, если 𝑎2 > 2𝑎1,
𝑎

2
(4𝑎1 − 𝑎2)1/2, если 𝑎2 < 2𝑎1.

(32)

При 𝑏 < 𝑝0|𝑏3|−1 все корни (31) имеют отрицательные и отделенные от нуля при 𝜀 → 0 веще-
ственные части, а при 𝑏 > 𝑝0|𝑏3|−1 в (31) есть корень с положительной и отделенной от нуля при
𝜀 → 0 вещественной частью. Отметим, что при сформулированных условиях линейная система (5)
сводится к уравнению второго порядка с запаздыванием

𝜀2𝑥̈− 𝜀𝑎𝑥̇+ (det𝐴)𝑥 = 𝑏β𝑥(𝑡− 1).

Здесь предполагаем, что реализуется критический случай, когда

𝑏 = 𝑏0 + 𝜀2𝑏0 и 𝑏0 = 𝑝0|𝑏3|−1.

Приведем итоговые квазинормальные формы. При условии 𝑎2 ⩾ 2𝑎1 имеем ρ
′′
0(0) = 2. При 𝑏3 < 0

и α ̸= 0 квазинормальной формой является краевая задача (16), (17); решения (4) и решения (16),
(17) связаны формулой 𝑢 = 𝜀2ξ2(τ, 𝑥) + 𝑂(𝜀4). При 𝑏3 > 0 квазинормальной формой является
краевая задача (22), (23) и её решения и решения (4) связаны формулой (18).

Если 𝑎2 < 2𝑎1 и (𝑑, 𝑞0) ̸= 0, то квазинормальной формой является краевая задача (27), (28),
в которой ρ0(ω0) = 𝑝0|𝑏3|−1, а 𝑝0 и ω0 определяются в (32). В этом случае решения (27), (28)
и (4) связаны асимптотическим равенством (24).
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3.2. Случай 𝑏1 = 0 и 𝑏2 ̸= 0. При этих условиях только одно собственное значение
матрицы 𝐵 нулевое. Из уравнения (30) тогда получаем, что

𝑏 exp(−λ) = (𝜀2λ2 − 𝜀𝑎λ+ 𝑎1)(𝜀λ𝑏2 − 𝑏3)
−1.

Положим здесь λ = 𝑖ω𝜀−1 (ω ⩾ 0). Тогда

𝑏 exp(−𝑖ω𝜀−1) = 𝑝(ω)(𝑖𝑏2ω− 𝑏3)
−1.

Критические величины 𝑝0 и ω0 определяются из равенства

min
ω

(︀
|𝑝(ω)| · |𝑖𝑏2ω− 𝑏3|−1

)︀
= 𝑝0 = |𝑝0(ω0)| · |𝑖𝑏2ω0 − 𝑏3|−1.

После того как значения 𝑝0 и ω0 определены, повторяем изложенный выше алгоритм нахождения
коэффициентов квазинормальной формы (27), (28).

В следующих двух примерах выполнено неравенство

𝑏1 = det𝐵 ̸= 0.

3.3. Случай 𝐵 = 𝐼 . Пусть матрица 𝐴 имеет пару комплексных собственных значений
α± 𝑖β, где α < 0, β > 0. Тогда корни характеристического уравнения для системы

𝜀𝑢̇ = 𝐴𝑢+ 𝑏𝑢(𝑡− 1)

удовлетворяют равенствам

𝜀λ = α+ 𝑖β+ 𝑏 exp(−λ),

𝜀λ = α− 𝑖β+ 𝑏 exp(−λ).

Положим здесь
λ = 𝑖ω𝜀−1 (ω ⩾ 0) и 𝑏 = 𝑏0 + 𝜀2𝑏0.

Критические значения для параметров ω0 и 𝑏0 определяются из соотношений

𝑏 exp(−𝑖ω𝜀−1) = 𝑖(ω− β)− α,
𝑏 exp(−𝑖ω𝜀−1) = 𝑖(ω+ β)− α.

Отсюда, учитывая, что ω > 0, β > 0, получаем

𝑏0 = min
ω

[(ω− β)2 + α2]1/2 = |α|, ω0 = β.

Квазинормальная форма в этом случае имеет вид

𝜕ξ
𝜕τ

= (2𝑏20)
−1 𝜕

2ξ
𝜕𝑥2

− (𝑖θ(2𝑏20)
−1 + 𝑏−1

0 )
𝜕ξ
𝜕𝑥

+ (𝑖θ𝑏−1
0 − θ2(2𝑏20)−1 + 𝑏0𝑏−1

0 )ξ+

+ (𝑑, 𝑞0)[𝑏0(𝐵𝑔0, 𝑞0)]
−1ξ|ξ|2,

ξ(τ, 𝑥+ 1) ≡ ξ(τ, 𝑥).

Связь между решениями этой квазинормальной формы и системы (4) определяется в теореме 3.
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3.4. Случай 𝐴 = 𝐵. Пусть матрица 𝐴 имеет собственные значения α±𝑖β, где α < 0, β > 0.
Тогда имеем уравнения

𝜀λ = (α+ 𝑖β)(1 + 𝑏 exp(−λ)),

𝜀λ = (α− 𝑖β)(1 + 𝑏 exp(−λ)).

Полагая здесь λ = 𝑖ω𝜀−1, приходим к соотношениям

𝑏 exp(−𝑖ω𝜀−1) = (−α+ 𝑖(ω− β))(α+ 𝑖β)−1,

𝑏 exp(−𝑖ω𝜀−1) = (−α+ 𝑖(ω+ β))(α+ 𝑖β)−1.

Для критических значений параметров 𝑏,ω и Ω получаем равенства

𝑏0 = min
ω

[(α2 + (ω− β)2(α2 + β2)−1]1/2 = |α| · (α2 + β2)−1/2,

ω0 = β, exp(𝑖Ω0) = −(α+ 𝑖β)(α2 + β2)1/2.

Итоговая квазинормальная форма имеет вид

𝜕ξ
𝜕τ

=
1

2

𝜕2ξ
𝜕𝑥2

− (𝑏−1
0 exp(𝑖Ω0))

𝜕ξ
𝜕𝑥

+ [𝑏0𝑏−1
0 − 𝑖(θ−Ω0)𝑏

−1
0 ]ξ+ (𝑑, 𝑞0)[𝑏0(𝐵𝑔0, 𝑞0)]

−1ξ|ξ|2,

ξ(τ, 𝑥+ 1) ≡ ξ(τ, 𝑥).

Выводы

Для системы из двух уравнений с запаздыванием выделены критические случаи в задаче об
устойчивости состояния равновесия. Показано, что эти критические случаи имеют бесконечную
размерность. В каждом из них построены квазинормальные формы, нелокальная динамика кото-
рых определяет асимптотическое поведение решений исходной системы в окрестности состояния
равновесия. Квазинормальными формами являются краевые задачи типа Гинзбурга — Ландау, ис-
следованию которых посвящены работы многих авторов. Отсюда можно сделать вывод о том, что
структура решений в полученных квазинормальных формах, а значит, и в исходной системе, может
быть достаточно сложной. Во многих случаях квазинормальные формы содержат «внутренний»
параметр θ, который бесконечно много раз пробегает значения от 0 до 1 при стремлении к нулю
малого параметра. Это говорит о высокой чувствительности динамических свойств исходной
системы к изменению ее параметров. В методическом и чисто техническом плане приведенные
построения сложнее, чем в случае одного уравнения второго порядка с большим запаздыванием.

Полученные здесь результаты являются основой для рассмотрения уравнений вида (1)
произвольной размерности.
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