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ФОРМИРОВАНИЕ ДИССИПАТИВНЫХ СТРУКТУР 
В АКУСТИЧЕСКОМ ПОЛЕ 

И.П. Завершинский, Е.Я. Коган, Н.Е. Молевич 

Рассмотрены неравновесные газовые и плазменные среды с отрицательной 
вязкостью. Такие релаксационные среды являются акустически неустойчивыми. 
Особенностью их нелинейной динамики является взрывной характер неустойчивости. 
Стабилизация этой неустойчивости описывается эволюдионными — уравнениями, 
полученными с точностью до величины третьего порядка малости по параметру 
диссипации. Исследованы стационарные структуры в колебательно-возбужденном газе 
и в токовой слабопонизованной плазме. 

В термодинамически неравновесных средах в зависимости от типа и уровня 
неравновесности может выполняться релеевский критерий неустойчивости звука 
[1] - определенные фазовыс соотношения между возмущением плотности газа и 
источника энергии, в качестве которого выступают релаксирующие в поле волны 
неравновесно-возбужденные степени свободы среды. Установление — этих 
соотношений (положительной. обратной связи) означает обращение (смену знака) 
коэффициента релаксационной вязкости [2—4]. 

Релаксационная вязкость С характеризует диссипативные процессы, связанные 
с конечным временем установления параметров среды при сжатии или разрежении 
в звуковой волне. В общем случае для изотропной среды с линейной дисперсией 
вклад в релаксационную вязкость дают как пространственно-локальные процессы 
с конечным — временем — релаксации (вторая — вязкость, — излучательная 
теплопроводность [5]), так и нелокальные процессы (например, диффузия [6]). 

Особенность нелинейных структур в активных средах с отрицательной 
релаксационной вязкостью состоит в том, что обычно их неустойчивость носит 
взрывной характер [2,7] и ее нельзя исследовать в режимах уравнений, полученных 
во втором порядке амплитудной теории возмущения, т.е. уравнений типа Бюргерса 
или Кортевега — де Вриза — Бюргерса. 

В [4, 8-10] показано, что в случае одного релаксационного процесса с 

характерным временем 1T нелинейную динамику малых, но конечных газодина—- 

мических возмущений, можно описать с точностью до величин третьего порядка 
малости с помощью базовых уравнений, сохраняющих с точностью до обозначений 
свою форму независимо от типа неравновесности среды. 

При o/T~0 << 1 или t/T~ 0! >> 1 (T-'~ дтр/д: — характерный период 
возмущения) эти уравнения соответственно имеют вид:



р, = B.lpdC + нра + Kipp, + kop P= app tap — 
- № „ар, fod — ор = vo? 2) 

где р, pp — возмущение плотности газа и ее стационарное значение (p/p,~ 9); у = 0t ; 

{=x - Up U - скорость звука, причем в (1) U, = Uy, в (2) U, = U,; 

Uy = (TC 0/Ci М)? — скорость низкочастотного звука; U,, = (T,C,. JC, M)"* 
pee 

скорость высокочастотного звука; Г, — температура газа; М — молекулярная 

масса; Су, Су И Суд: Су — теплоемкости при постоянном давлении и объеме в 

низкочастотном и высокочастотном пределе. 
Для колебательно — возбужденного газа со степенью неравновесности S 

имеем 

Со = Сре + С, + SI(Ty—Ty), Суд = Cpt С, + 5 о 

Для среды с источником тепловыделения, мощность которого О(Т,р) [3] 

A 

Co=0-0, Cio=-0, р 

где A = JlnA/dInT,, А = д1А/дпро для любой величины А здесь и далее; 

С, — колебательная теплоемкость; В, В. — коэффициенты низкочастотной и 

высокочастотной дисперсии. 
Коэффициенты вязкости в уравнениях (1) и (2) имеют стандартный вил: 

и = [40/3 + (LIC, = МС) + ро 

и. = [ 4п/3 + @(1/С а = МС) ро, 

где n,e — коэффициенты СДВИГОВОЙ ВЯЗКОСТИ И теплопроводности. 

Коэффициенты высокочастотной квадратичной и кубичной нелинейности 
имеют вид 

„= 0. (Y. + ро, К =¥_(1-0,5¥_pyU._)3py 

где у„ = С/С. Коэффициент диссипации (поглощения при 6) > 0, усиления при 

{,< 0) в высокочастотном пределе запишем как 

a= оС 2 а ро, 

где Lg = рот(0.2 = Ug*)C,./Cyy— низкочастотный коэффициент второй вязкости. 

Коэффициенты К Кн; k ky, ~ Ну v~{y/T,° — соответствуют нелинейной 

вязкости; коэффициенты Ч, k; зависят от степени неравновесности среды (в 

отличие от высокочастотных коэффициентов VW _, К...) 

Уравнение (1), записанное для стационарных волн в автомодельной 
переменной (z = 6 —Wy, где W— скорость волны), имеет достаточно простой вид [8]: 

p+ (WB + K pp. + Ир/В + Кор? + Kip3 = 0, (3) 
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где К, = 2k /B; К, =—¥y2B — К WI2Bu = —¥/28; К, = (k; + Wyk, /31)/B.Ono0 аналогично 
уравнению движения частицы в потенциальном поле П = Wp%/2B + K,p*/3 + Кор'/4 
при наличии нелинейного трения 7 = (WB + Кр). Вид потенциала П и 
коэффициента нелинейного трения / зависит от характера и степени 
неравновесности, Например, в условиях, рассмотренных в работе [8], в смеси 
атмосферного давления СО, : № : Не = 1:2: 3, при Е = 0.01 Дж/см? (S~0.1), 

где Е — удельный энерговклад в колебательные степени свободы, и< 0, В< 0, ‘> 0, 

К < 0, K,>0, K,> 0. Коэффициент нелинейного трения при этом знакопеременен, a 

зависимость потенциала от 
нормированного возмущения плотности 
газа приведена на рис. 1. 

Исследуем — решение (3) _ на 
фазовой плоскости (X, = ру ‘ар/аг, Х = 

=  р/р)‚ограничиваясь  возмущениями 

сжатия (р > 0). Вклад в потенциал 

слагаемого с коэффициентом K; > 0 

несуществен и минимуму потенциала 

0 

ПА 

соответствует Х = Х, = Ир ВК.. 0 

Если X< X,, — Х, где X,, = 
= - МВК ро X* = 2(WIBl)'"*/K Bp, трение 

положительно в пределах потенциаль- 
ной ямы и «частица» падает на дно ямы 
(X=X,). График стационарного реше- 

ния, соответствующего такому движе-— 
нию «частицы», приведен на рис. 2, a 
(кривая I). Оно аналогично неустой-— Рис. 1 
чивому ~~ стационарному — решению, 
полученному для уравнения Бюргерса с p< 0 [7]. Если Хо Х' < Х,< X, ,» TO падение 

частицы на дно ямы сопровождается осцилляциями (рис.2, а, кривая 2). 
Стационарное решение тоже неустойчиво. Для скоростей волны W таких, что 
Хо>Х „» трение | становится знакопеременным. Это сопровождается появлением на 
фазовой плоскости предельного цикла и соответствующего ему автоколебатель-- 
ного режима. 

С ростом W цикл приближается к сепаратрисе, а вид стациоварных волн — 
к кноидальным волнам (рис. 2, 6, кривая I). При некотором значениий/=!/, 
(аналитически №, определить не удается) рождается сепаратриса и возможно 
существование уединенной несимметричной волны с амплитудой Х =-1.5Х, 
(рис. 2, 6, кривая 2). 

Асимметрия уединенной волны следует из асимптотик уравнения (3) 
(p(z — =) — ехр М2 ‚ р(2 —> — ее) - ехр Az): 

[2 
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Так как 2, < |}, то передний фронт волны будет более крутым. 

При дальнейшем увеличении W происходит разрушкние сепаратрисы и 
появление фазовой траектории, соответствующей ударной волне с амплитудой Хо и 

осцилляциями на фронте (рис. 2, в, кривая 1). Наконещ, при еще больших 

скоростях, когда Х) > Хо + Х° (в указанной смеси при W > 0.6), фронт ударной 
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ХА волны становится монотонным (рис. 2, 
в, кривая 2) как в равновесной среде с 
положительной ВЯЗКОСТЬЮ. Это 
следствие того факта, что для ударных 
BONMH большой — амплитуды, — когда 
температура на фронте примерно равна 
колеба-тельной температуре молекул ( 
T ~ т), не выполняются условия 

отрицательной вязкости ( 5 > S op? где 

$ — —пороговое значение ~~ степени 
пор 

неравновесности в среде). 
Уравнение (2), описывающее 

эволюцию — высокочастотных — волн, 
в исследовалось в [9, 10] в предпо- 

ложении, что т) ~ 6%, /T~672 (параметры 

возмущения с резкими фронтами). В 
этом случае интегральными слагае- 
мыми, — содержащими = нелинейную 

вязкость и диссипацию, с точностью до величин третьего порядка малости можно 
пренебречь. Стационарные высокочастотные волны при (;< 0 описываются 
уравнением типа Ван-дер-Поля: 

N
Y
 

Puc. 2 

Lop, + (ИУ + Кор + Кор”), +o JU p=0 (5) 

где К, = 9 .(1-1.50//0.) = 9 К =K;(S=0,C=0)=-U_(y.2~-1)/4p,* 

Заметим, что коэффициент K, не зависит от Ц... Однако для получения 

однозначного вида кубичной нелинейности формально необходимо удерживать 
даже малые слагаемые с нелинейной вязкостью [11]. 

До сих пор исследовались среды с одним релаксационным процессом. Можно 
ли уравнения (1), (2) применять при исследовании нелинейной динамики такой 
многопараметрической среды, какой является плазма? 

В [12] подробно исследована акустическая неустойчивость частично 
ионизованной атомарной плазмы, найдена вторая вязкость и условия ее обращения 
в различных режимах. Опираясь Ha эти результаты, рассмотрим механизмы 
формирования плазменно — акустических структур. 
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Будем описывать динамику атомарного частично ионизованного газа в 

постоянном электрическом поле в следующей модели: 

дп/дЕ + div(nV,) = KnN — Kn? , (6) 

1.50(n,T)/0t + 1.5V,V(nT,) + 2.5 nTdivV,=jE - 15nd T, + 2 AT, (7) 

divj=0, (8) 
д 
Py div (ру) = 0 (9) 
ot 

paVidt + (УУ)У = -УР - V(n,T,) + nAV + nVdivV/3, (10) 

Сарата: — Tdpldr = 1.5n,8v,T M - I + Ma AT + WM ду ‘ox [oV'/ox, + 

+ ду Чдх, | (2/3)8, ду ax], (11) 

Р =pTIM, (12) 

где п, — плотность электронов; \,, — скорости электронов и ионов; К, К, — 
константы скорости рекомбинации и ионизации; I, — температура электронов; 
J,= — enV, — электронная компонента тока; Е — напряженность электрического 
поля; 8 — коэффициент передачи электронной энергии; у, — частота электрон- 
нейтральных соударений; г, — коэффициент электронной теплопроводности; 
J=—enV,+ enV ' — плотность тока; V — скорость нейтральной компоненты; 
Vi, У * — компоненты вектора V; X,, X, — компоненты радиус-вектора К; §, — символ 
Кронекера; & = 2m/M (т — масса электрона); I —-мощность теплоотвода (для 

простоты полагалось, что / не зависит от р, Т). 

Введем параметр п, = 1,M/p — степень ионизации плазмы и далее используем 
условия $, = Т/То>> 1, Sn,<< 1, характерные для слабоионизованной плазмы 
тлеющего разряда. 

Приведенная модель — использовалась IPH изучении — акустической 
устойчивости плазмы в [12]. Согласно этой модели в атомарной плазме можно 
выделить следующие степени свободы, время релаксации которых т, имеет 

масштаб примерно равный ©! (0 — частота акустических волн): трансляционную 

энергию электронов, степень ионизации п, и джоулевый нагрев газа. Релаксация 
этих параметров формирует эффективные релаксационные вязкость, дисперсию, 
нелинейность, а также характерные соответствующие им релаксационные 

времена: т; = (ёу,)”! — время передачи энергии электронов при соударениях, 

т. = (Кл,)! — время диссоциативной рекомбинации как масштаб времени 

релаксации степени ионизации, т, =© 5 пот; — время нагрева газа. 

Ограничимся случаем, когда нет пропесов с ul ~1, т.е. т, /Г ~ (т, /Т)-!--6 <<1, 
где | — нумерует низкочастотные процессы, / — высокочастотные. В этих условиях 
можно ввести низкочастотный ©, и высокочастотный ©, коэффициенть: 

диссипации [12], представляющие собой сумму коэффициентов, каждый из 
которых обусловлен  релаксационной вязкостью, задаваемой — конкретным 

механизмом. Среды с многопараметрической релаксацией при т/Т ~1 рассмотрены 
в [4], где показано, что коэффициенты диссипации и релаксационной вязкости 
теряют свойство аддитивности. 

Представим возмущения параметров плазмы и газа в акустической волне в 
таком виде: 
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р = 6p) + 6%?) n=0n +n, (13) 
аналогично — для возмущений всех других параметров газа и плазмы. 

Связи между величинами первого порядка следуют из линеаризованной 
модели (6)-(12): 

VU = р')ро; POIP= ур) ро; 

TM 0 1, /T>>1 
— = ¢~ 2pWipB, 1 /T<<1,1/T>>1 
Т.о - 200, (В + 2К,соз? ф)ро; | туТ<< 1, т << 1 

РО Ро, 1, /T>>1 
nV ppg, _ 1/T<< 1,1/T>>1 

= p(B + 2K (cos?p - 1)] N _ 

Teo ря ‚ %у/Т<< 1,7. /T<< 1 
po(B + 2K со5?ф) 

где В = 1 + &,+ (1- 2cos’0)v,, ф — угол между направлением распространения 
poe и скорости электронного дрейфа \,9; для любого А обозначено 

= dlnA/dInT,,. Ниже будем рассматривать возмущения распространяющиеся 

только вдоль электронного дрейфа (¢ = 0), тогда систему уравнений (6) — (12) 
можно переписать в одномерном виде для пространственной переменной X. 

Подставляя (13) в эту одномерную систему и используя связи между 
величинами первого порядка, получим C помощью — метода — медленно 
изменяющегося профиля (метод Хохлова) в системе координат у = Of, { = х-(/у 

уравнение с точностью до величин -@? 

р, = Hp, — Жорр, 0 Up. (14) 
Здесь №. совпадает с коэффициентом в формуле (2), в величину и дают вклад все 

релаксационные процессы с o/T ~ 6, 

= [40/3 + &(VC,. - С) 2ро + XZ Wy, 

ав. — все релаксационные процессы с характерными временами т - / T~671, 

Qo, => ое 

J 

TC й й Ш К, Си 12 
где Ш „= — (Пу - 0,7), о, = 3 = ( C,T/CyM) . 

Cy Uy с 

Значения этих коэффициентов в различных режимах существования 
слабоионизованной плазмы получены в [12]. 

Знаки коэффициентов и и о, зависят от параметров плазмы и спектра 
газодинамического возмущения, обусловливая различные возможные решения 
уравнения (14). 

При о, = 0 уравнение (14) суть уравнения Бюргерса. Оно описывает 
‚ затухание газодинамического возмущения конечной площади при М > 0 и его 
коллапс при p< 0 [2, 7]. 

При o_# О уравнение (14) является уравнением Бюргерса с источником. 
Если p > 0, a_> 0, газодинамическое возмущение затухает, при p< 0, о< 0 — 
неограниченно нарастает. 

Широко исследовался случай, когда p> 0, о< 0. Согласно [13] при таких 
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знаках коэффициентов диссипации уравнение (14) является эталонным в теории 
активных сред. Оно было получено, например, в химически активной среде [14], 
колебательно-возбужденном газе [8], в средах с произвольным источником 
тепловыделения, мощность которого зависит от плотности [10]. 

В [13] показано, что ограниченные стационарные решения уравнения (14) 
при и > 0, а,„< 0 обязательно периодические. Нестационарные периодические 
волны в такой среде затухают при 71> (о,(/„Ми)!? и нарастают до конечной 
амплитуды при < (о Ми)!?. При Г << (0, U.>/w)” это нарастание, связанное 
с инкрементом о, приводит к сильному искажению профиля волны, вплоть до 
образования крутых фронтов, где уже существенна диссипация, определяемая 
коэффициентом |. В результате диссипации энергии на фронте происходит 
стабилизация профиля — установление стационарной нелинейной пилообразной 
волны с безразмерной амплитудой Ху, ~ wo U.] и шириной фронта, 
пропорциональной ш/Х,(7,. В пределах применимости уравнения (14) стационарная 
волна распространяется только со скоростью звука (W=0), причем эта волна 
оказывается неустойчивой по отношению к длинноволновым возмущениям, 
приводящим к установлению волны с максимально возможным периодом. 
‘CornacHo [13] в реальной ситуации этот период может определяться как 
начальными, так и граничными условиями. Заметим, что для таких 
длинноволновых возмущений (т, /Т < 1) отрицательная релаксационная вязкость 
будет давать вклад уже не в о,., а в ри при и<0 устойчивых стационарных волн 
вообще не будет. Насыщение неустойчивости при [<0 возможно в следующем 

приближении теории возмущения, учитывающем нелинейность вязкости и 
кубичную нелинейность. Этот учет приводит к уравнению типа (1), подробно 
рассмотренному выше. 

При W = 0, и > 0, о< 0 возмущения, описываемые уравнением (14), будут 
неограниченно возрастать и необходимо учитывать величины более высокого 
порядка малости. 

Согласно [12] основной вклад в акустический коэффициент усиления в 

слабоионизованной плазме вносит джоулевый нагрев с характерным временем Ty. 
Для простоты изложения будем полагать: (т, И)! - ©% nae ~ 0% 1. IT ~ 6%, 
(ty /T) 1 ~ ©; plp, ~ @. 

В этом случае с точностью до величин ~ O° диссипация, связанная с 
релаксацией степени ионизации, электронной температуры, сдвиговой вязкостью И 
теплопроводностью, будет по-прежнему линейной, а диссипация, связанная с 
релаксацией источника (джоулевый нагрев), — нелинейной. 

Подставим в уравнения (6) — (12) возмущения в виде 

р = 0р® + е?р® + е%р®, (15) 

п, = 0п,® +n? +e и тд. 

Связи между величинами второго порядка малости в координатах у = Of, 
{=x — Пл, следующие из исходной системы уравнений, имеют в указанных 
пределах вид 

у® © a. (1-%_ p2U_)p®* 
= "+ fog - Не 

U. fo Po Po 

POU 2p® a U2 Wop. UZ 
= + Jog - (1- =p", (16) 

Py Py Py U. Ро) 
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= + [4 
1 4( + 5») pW? 

= -a:.--.ret . 

tg Po Т.о В р) B® B B Po’ 

После подстановки этих соотношений в исходную систему уравнений с 
помощью стандартных преобразований получим с точностью до величин —@3 
следующее уравнение, описывающее эволюцию волн плотности 

р, = В. Трас + пр, = Wp, + ар = Жар pd — 0 Up-vp?, (17) 

где В. = 1.5020, u=(4n/3 + =/C,.C,.)2p; +17, 
В обычных экспериментальных условиях слабоионизованной плазмы | > 0; 

о =o, +o (значения коэффициентов, условия их обращения найдены в [12]), 

у = (59/4 + 20.7 ро Jor, — [(1+ т)[-Э/В + 4(7, — бу, ~ 5, )IB> + МВ? + 455 /B?) + 
+4(, + 7, В?М2л,С „а Ро 

А = THIPAOTH2A для любой величины А. Остальные коэффициенты 
совпадают при $ п, << 1 с соответствующими коэффициентами в уравнении (2). 

Уравнение (17) значительно упрощается при В = 2(1 + у) + 6. Тогда о ~ 6° 
и интегральными слагаемыми можно пренебречь.Стационарная форма этого 
уравнения такова: 

пр. + (W=¥_p + 3K, p%p. — 0 Up — эр? = 0, (18) 

где z = х- Wy, К = — U.(v.? -1)/4p,> как и в (5) (при нахождении К. учтено 
замечание, сделанное после уравнения (5)). 

В акустически неустойчивой по линейному приближению среде о,< 0, a 
коэффициент нелинейной диссипации может быть как отрицательным (нелинейное 
усиление), так и положительным (нелинейное поглощение). 

При a, < 0, у < 0 уравнение (18) является уравнением Ван-дер-Поля с 
кубическим потенциалом и при W > 0 возможно существование предельного цикла 
и соответствующего ему автоколебательного режима. _ 

При o < 0, v > 0 уравнение (18) на фазовой плоскости (Х., X = p/p, ) имеет 
две особые точки: (0,0) и (0, lo |U_/v ро ). Вторая точка всегда седло, a тип первой 
определяется величиной параметра W (скоростью стационарной волны). При W = 0 
это — центр и стационарные волны аналогичны получаемым на основе уравнения 
(14) волнам, распространяющимся со скоростью звука. Наличие нелинейного 
поглощения с коэффициентом у приводит к появлению стационарных структур 
иного вида. При 0 < W< 2/0 1. особая точка (0,0) является устойчивым 
фокусом, а при W > 2vula Л - устойчивым узлом. Соответствующие структуры 
имеют вид ударных волн с осцилляциями на фронте в первом случае и MOHOTOHHBIM 
фронтом — во втором. Амплитуда р ударной волны в плазме равна lo (U_/v в 
отличие от амплитуды слабой ударной волны в газе, пропордиональной 2W/Y 

Акустическая устойчивость плазмы относительно волн бесконечно малой 
амплитуды не означает того же для волн конечной амплитуды. Затухание звука в 
линейном приближении (o> 0) и неустойчивость в нелинейном (v< 0) возможны, 

так как с ростом глубины модуляции плотности нейтральной компоненты плазмы 
растет степень  сфазированности возмущений 1, и р, т.е. уменышается 

[а 

отрицательная обратная связь между ними. Это, в свою очередь, объясняется тем, 
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что с ростом глубины модуляции (амплитуды волны) существенными становятся 
эффекты расширения локально нагретых областей плазмы в минимумах плотности 
газа. Эти эффекты расширяют область акустической неустойчивости плазмы. 

При 0, >0,v<0 решением уравнения (18) являются в области р>0 структуры, 
аналогичные структурам исследуемого уравнения (3), поскольку слагаемые с 
коэффициентом K, <0 не играют в уравнениях (3) и (18) определяющей роли. 
Поправки, связанные с ними, легко учесть. Бсли ими пренебречь, можно 
воспользоваться результатами уже проведенного анализа (см. рис.2), имея ввиду 
теперь, что Хо = 10,10. ppv, Ху = ИФ py, X = Wo Uw ро . 

Несмотря на структурное сходство уравнений (3) и (18), динамика волн, ими 
определяемая, совершенно различна. Обратим внимание на два важных отличия. 
Во-первых, при условиях, сформулированных для уравнения (3), существование 
ударной волны возможно лишь при достаточно больших ее скоростях, что 
объясняется нелинейным — «насыщением» отрицательной второй — вязкости. 

Согласно уравнению (18) при o_> 0, v< 0 ударная волна возможна, наоборот, лишь 

при достаточно малых скоростях, когда еще не существенно нелинейное усиление. 
Во-вторых, амплитуда ударной волны и солитона в условиях уравнения (3) 
пропорциональна, как и в равновесном газе, скорости волны. При условиях, 
сформулированных для уравнения (18), плазменно-акустическая волна имеет 
амплитуду ~U_o /Ivl, не зависящую от W. Скорость ее выступает только как 
бифуркационный параметр. 

В заключение еще раз подчеркнем, что введение в явном виде 
релаксационной вязкости позволит осуществить единый подход к широкому классу 
неравновесных сред, включая плазму, лазерные и химически активные смеси и т.д. 
Этот прием удобен как для описания неустойчивости подобных сред, так и для 
исследования нелинейной эволюции волн на основе единого вида уравнений с 
сохранением прозрачной физической трактовки решений. 
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A theory describing the formation of plasma—acoustic structures in a поп- 
equilibrium plasma has been built. The community of the evolutionary equations in ге- 
laxing gas media and in plasma has been shown. The investigation of non-linear dyna 
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