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МОДУЛЯЦИОННАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ВОЛН 
ПРОСТРАНСТВЕННОГО ЗАРЯДА 

Н.М. Рыскин 

Исследуется модуляционная неустойчивость волн пространственного заряда 
(BII3) в дцилиндрическом — нонно-скомпенсированном — электронном — потоке, 
движущемся вдоль OCH цвлиндрического волновода й сфокусированном бесконечно 
сильным продольным магвйтным полем. Для медленно меняющихся амплитуд быстрой 
и медленной ВПЗ получена система из двух связанных нелинейных уравнений 
Шредингера. Показано, что взаимодействие ВПЗ существенно влияет на характер 
модуляционной неустойчивости и приводит к тому, что неустойчивость имеет место 
практически при любом значения частоты несущей волны, 

Введение 

В последнее время появилось несколько работ, в которых обсуждался 
вопрос о модуляционной неустойчивости волн пространственного заряда (ВПЗ) в 
электронных потоках различных конфигураций [1-3]. В работе [1] при помощи 
метода Уизема было показано, что в бесконечно широком потоке решения в виде 
периодических стационарных волн устойчивы. В то же время ограниченность 
потока в поперечном сечении может привести к неустойчивости. Так, в работе [2], 
где псследовался тонкий трубчатый поток, движущийся в металлическом 

волноводе, было получено нелинейное дисперсионное соотношение, анализ 
которого показал, что модуляционная неустойчивость имеет место при любых 
значениях волнового числа k. Ленточный поток, движущийся между двумя 
проводящими плоскостями, был рассмотрен в работе [3], авторы которой получили 
нелинейное уравнение Шредингера, описывающее динамику медленно меняющейся 
амплитуды волны, и показали, что неустойчивость наблюдается лишь в 
длинноволновой области, то есть при A меныших некоторого критического 
значения. 

Следует заметить, что во всех этих работах исследовалось устойчивость 
только одной из ВПЗ - быстрой или медленной. В настоящей работе проведен 
анализ модуляционной неустойчивости, учитывающий взаимодействие этих волн. 
Полученные результаты свидетельствуют о принципиальной необходимости учета 
данного фактора для корректного описания неустойчивости. 

1. Основные уравнения 

Рассмотрим модель, в которой цилиндрический электронный поток 
движется вдоль OCH цилиндрического волновода с идеально проводящими 
стенками. Поток будем считать  нонно-скомпенсированным, что позволяет 
пренебречь влиянием статического пространственного заряда, и сфокусированным 
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бесконечно сильным продольным магнитным полем, что исключает возможность 
поперечных движений. Ограничимся случаем, когда возмущения скорости 
достаточно малы, так что обгона одних электронов другими не происходит. При 
сделанных допущениях поток можно считать сплошной средой и описать 
гидродинамическими уравнениями 

до до дф 
= 1 

or Pox ax (1) 

др д(ро) 
—— + = 0, 
я ox (2) 

В уравнениях (1) и (2) все величины являются безразмерными: скорость 0 и 
плотность заряда электронной «жидкости» р нормированы на невозмущенные 

значения Uy H ро, потенциал поля пространственного заряда ф - на то)е, время - 

на о, 1, а координата - на 00/0, IIE @, =(еро/тео)\? - плазменная частота. 

Для потенциала ф используем уравнение Пуассона в виде 

д2ф 

0x2 
- К2ф = р-1, (3) 

причем член - &/2ф моделирует влияние проводящих стенок волновода (так 

называемых «сил изображения»). Уравнение (3) получено в предположении, что 
силы кулоновского взаимодействия между различными сечениями электронного 
потока экспоненциально спадают с расстоянием [4]. 

2. Нелинейное уравнение Шредингера 

Пслучим нелинейное уравнение Шредингера (НУШ), описывающее 
эволюцию медленно меняющейся амплитуды волнового пакета, для чего 
воспользуемся стандартным методом ~~ многомасштабных  разложений [5]. 
Представим ©, риф в виде рядов по степеням малого параметра е 

0 = 1 + е0) +20, + ..., 

р = 1 + ер, +p + ..., 

ф = еф, +20; + ... 

и введем медленные переменные Th, To, ..., Xi, Хо, ... . При этом производные д/дх и 

д/д: преобразуются следующим образом: 

д д й 9 +? д й 

ax ox о Tox, 

д д 9 9 
— +& + g2 + 

ot or ЭТ, oT, 

Подставляя эти разложения в уравнения (1)-(3) и выделяя члены — порядка е, 
получим линеаризованную систему уравнений 
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ди, + до, дф, 

ot ox ox ° 

dp1 др; OO _ 

ot ox ox =0, (4) 

02 

ad - &,2ф1 = р, 

Полагая, что решение системы (4) имеет вид квазигармонической волны с 
амплитудой А, зависящей от медленных переменных, получаем 

Го ‘| =! NR кг) А, T,, Xi, X,) exp (19) + к.с., (5) 
Lo + | 

где 0=07- kx, Q=w- &, к.с. - комплексно сопряженное выражение, причем @ и & 
удовлетворяют дисперсионному соотношению 

й ke 6 w-k)2 =": й (©? ето (6) 
Далее, очевидно, во всех порядках малости.мы будем получать системы вида 

до, до, 00, | 
+ - - = 0, 

ot ox ‚ дх 

др, др, + 2 

+ = В, 7 
or ox =P (7) 

02g, 
= К 2 п n na ду 1°Ф, = Р„ = 7, 

где 0, В, Y, зависят от членов предыдущих порядков [5]. Так, в порядке е2 имеем 

ap, до, до, д V2 

“=x Tor, ox, эк ГР (8) 

др, opr до, — д(р:0)) 
В == - - - - я 9 

д2ф, 
=-2 . 10 Ya дхох, (10) 

Исключая из системы (7) Pr: Un, приходим к уравнению 

02 д2ф, oa, 
DY———-k „ + —— =———-Df, - D2y,, 11 р ею + So = So Dp, - Dy а) 

где D = д/д: + д/дх. При п = 2 подставим в (11) выражения (5) и (8)-(10) и 
потребуем, чтобы секулярные члены (то есть члены, пропорциональные ехр|+ /9]) 
в правой части обратились в нуль. Тогда для амплитуды А будем иметь уравнение 
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dA 0A 
— —+0,——=0, 12 
aT, tox, (12) 

где с, - групповая скорость 

=doldk=1% ыы 

Теперь вычислим Ta, ра И фо, Которые представим в виде 

Tag [0 Va 

Е у: I fly Е хе (i) + Е | (28) + к.с. 

Члены, пропорциональные ехр(2:9), без труда находятся из системы (7) при n=2 

D2 (402 +h,2) (2 +k 2) (2 +k 2) A202. (13) 
| P22 НЕ | - (2 +k?) J 

Система уравнений, которая следует из (7) для членов, пропорциональных ехр(10), 
очевидно, является неопределенной. Поэтому удается получить только два 
алгебраических уравнения, связывающие Ug, Por И Oy) 

дА 

дХ, 
: (14) Оз = - — - О 21 о Фа: 

дА 
P21 = -(& +К.2)фэ1 - 216 — — x (15) 

Наконец, для членов, He зависящих OT ©, имеем 

Рго =-K12 Qa. (16) 

Чтобы определить Thy, Рзо И (Pog, Необходимо обратиться к уравнениям 

следующего порядка малости. В этом случас 

0 = дф› р до, р де, дф: ] dy ] до, ] д (ее AL) (17) 

dX, dT 0X, dX, JT, JX, JX; 2 dx 

В, = - др, dp, д?» др, др, д0, д(р,01) I(p1Uatpavy) (18) 

TUT, 0X, 9X, dT, dX, OX, 0X, дх 

020, 0? д2 у =-2 02 01 0; (19) 

дхоХ, р 0x0X, i 0X2 ̀ 

Теперь секулярными будут как члены, пропорциональные exp(i@), так и не 

зависящие от 0. Приравнивая последние к нулю в каждом из уравнений (17)- (19) с 
учетом соотношений (5), (12), (13) и (16), получаем 

Vag k(2(k2 + k 2)? +k 4)/ (k2+k,2) 
[on] =Г -ка0е «кое, 34,2) | ети (20) 
Lond L (kz +k 2) (k2 +3k,2) | (ke +62): - 

Далее, подставим (17)-(19) в (11) и потребуем уничтожение членов, 
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пропорциональных exp(iB). Используя формуты (13)-(15) „ (00), есле pope 
достаточно громоздких преобразований получаем НУШ (члены, содержащие 

неопределенную величину фэ1, взаимно уничтожаются) 

дА дА ©” д2А 
+0 - ® © каивА =0, 21 

Cor toa) 2 хр HY (21) 
где 

и _ Зы | 
о” = d2o/dk? = tak 2) , (22) 

‚1 K(k 
а= PRD rs ony, (23) 
"а (еже). ke 

Заметим, что учет слагаемых, пропорциональных eXp(+if), в порядке £2 необходим 
для получения корректного значения 
коэффициента — при дисперсионном 9/® 
члене. 

Коэффициент д меняет знак при 

k=2.2k, (рис. 1). Таким образом, условие oq of 

30.0 

модуляционной неустойчивости @”4<0 
[5] выполняется в коротковолновой 10.0 
области & > 2.2k) как для быстрой, так и 

для медленной ВПЗ. Для бесконечно fal 

широкого потока, который исследо- 0.0 20 40 60 80 10.0 К/К, 
вался в работе [1], полагая в формулах 
(22), (23) &,—›0, имеем ©"g=0. Это некий Р ис.1. — Зависимость — коэффициента — при 

нелиненном члене от волнового числа для 

пограничный случай между устойчи- быстрой ВПЗ (верхний знак в формуле (23)) 
востью и неустойчивостью. 

0.0 

3. Учет взаимодействия волн 

Следует заметить, что, строго говоря, мы получили не одно, a два НУШ - 

для быстрой и медленной ВПЗ. Чтобы учесть нелинейное взаимодействие этих 

волн, надо искать Up, P1, ©; В BUMS 

Г т Г т 7% Ye exp ( ne exp (166) + i exp (i8,, ) + к.с. 

|9 PM 

Здесь и далее все величины с индексами «0» и «м» относятся, соответственно, к 
быстрой и медленной волне и определяются согласно формулам раздела 2 
подстановкой волновых чисел kg или К,, являющихся корнями дисперсионного 

соотношения (6) для данного значения ©. 

В порядке £2 получаем 

kek, kek, 
оо = 005 + opM- ik, о "AGA, exp(i0,) - ik. оо. AGA, exp(iB.) + к.с., (24) 

6= <M 

k ksk M 

By = Воб + Вом- i ——— 20.2 (О, + ky, Q5)AsA, exp(iB,) - 
Qs 

97



К. Кв 
1 

920,2 
(key + А, 6) АА," ехр(19.) + к.с., (25) 

№ = 6 + vo, (26) 

где ky = & + &, , 9, = 05 + 9,. Ищем 2», p, и @, в виде 

Гор, [oat Uo ros’ да; Car” 
| р; |= ра’ | 1442 Toro I, В + pu exp(iBs) + Гра Г pn + 
|| фо) рос Pao Lo 0X, Loan 

[27] О22м 

$225 Pu 

д, д. 
+f р, | Ag A, exp (10. ) +Г ol Ag А," ехр (70. ) + к.с. 

(Vn | Q. 

Подставляя (24)-(26) в (7), находим 

kikek, ke(ksQ + К, Qs) + ©0960, (k2 +k 2) 

020,2 ° Q2( &2 +k?) - ky? 
Oy = 

_ КК, ( ky? +k,2) Q, (ks, + К. Qs) + £060, 

Pr = Q20Q,,2 Q.2( k2 +k?) - ky? 
Ы 

где О, =QgtQ, (ф. для дальнейших вычислений нам не понадобятся). 

Теперь в сз, Ва дополнительно появятся следующие секулярные члены, 
обусловленные взаимодействием быстрой и медленной ВПЗ: 

оз; Ка (21б0о0м + ve (0. + 0, ) ЛА „РАв exp(iBs) + 

+ iky (010408 + 018 (0. + 0,) ЛА А ехр(10,,); 

Ва: Кв (prov + 016 род“ + р1“(о. + 0,) + 01%(р. + р,))АРАв ехр(10;) + 

+ К (P1400 + OM Ргоё + р16(0. + 0.) + 015(р- + р, ЛА РА, exp(i6,,). 

Требуя уничтожения секулярных членов в порядке £3, вместо уравнения (21) 
получаем систему из двух связанных НУШ 

‚ 0Aq dA, Wg ” 024g 

(27) 

( 04, + 04, ) a," ФА, (uA, 2+ ЛА, 2 )А, = 0 I UM 7 + aM + M м Ve 
2, “Эх SE 9 61°. 

причем 
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9, ‚ ож й ky(ksQy+ К, Qs) (0. + 0,) й КО (р. + р.) 
№ = К 

57 xg Кора" Qs 0,2 о, > 

(28) 
м 2620205 ` ks(ksQy + Ки Qs )(2. + 0.) КО, (p- +p ) 

Dag 2k, ( м P20 Q, о В + Q 

Численный анализ соотношений (28) показывает, что Ag всегда. положительно, а 

Л, - отрицательно. На рис. 2 приведена 

зависимость модулей этих величин OT @. heed /8 1 
Уравнения (27) часто встречаются 500 g 2 

при описании модуляционной — 400.0} 
неустойчивости — связанных волн B 
системах — различной природы (см.  300:0| 
например [6-9]), причем в общем случае — 200.0 | 
эта система, в отличие от НУШ, не 100.0} 
является полностью — интегрируемой 0.0 PE — 
[10]. Линейный анализ устойчивости 5.0 10.0 15.0 20.0 © 
пространственно-однородного решения Рис. 2. Зависимость коэффициентов связи в 
системы (27) свидетельствует O TOM, системе связанных НУШ (27) от частоты 

что при выполнении условия несущей волны пря kK) =10: 1 - 125 1,2 - 1 A, 

оно оказывается неустойчивым даже в TOM случае, когда каждая из волн в 
отдельности устойчива (@”, 4; >0, i=6,M) [8,9]. Численный анализ выражений (23) 
и (28) показывает, что неравенство (29) выполняется практически во всем 
диапазоне @*. Таким образом, для корректного описания  модуляционной 
неустойчивости ~~ необходимо использовать систему (27) связанных НУШ, 
учитывающую взаимодействие быстрой и медленной волн. 
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MODULATIONAL INSTABILITY OF SPACE-CHARGE WAVES 

N.M.Ryskin 

Modulational instability of space-charge waves in a strongly magnetized cy- 
lindrical charge-neutralized electron beam in a cylindrical wave guide is investigated. 
For slowly varying amplitudes of fast and slow space-charge modes a system of coupled 
nontinear Schrodinger equations is derived. It is shown, that because of the interaction 
between the fast and slow modes, waves of almost all wave numbers are modulationally 
unstable.


