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Аннотация . Цель работы – исследование асимптотического поведения траекторий внутренних точек дис-
кретных динамических систем Лотки-Вольтерры с вырожденными кососимметрическими матрицами, дей-
ствующих в двумерном и трехмерном симплексах. Оказалось, что в ряде прикладных задач возникают
отображения Лотки-Вольтерры именно такого типа, и точки симплекса в этом случае рассматриваются как
состояния исследуемой системы. При этом отображение, сохраняющее симплекс, определяет дискретный
закон эволюции данной системы. Для произвольной начальной точки мы можем построить последователь-
ность – орбиту, определяющую ее эволюцию. И если в этом случае отображение является автоморфизмом,
мы можем определить как положительную, так и отрицательную орбиту для рассматриваемой точки. При
этом особый интерес вызывают предельные множества положительных и отрицательных орбит. Методы.
Известно, что для отображений Лотки-Вольтерры можно определить предельные множества, которые в
случае невырожденных отображений состоят из единственной точки. В настоящей работе мы определяем
эти множества для вырожденных отображений Лотки – Вольтерры с помощью построения функции Ля-
пунова и применяя анализ спектра якобиана. Отметим, что эти множества позволяют описать динамику
рассматриваемых систем. Результаты. Учитывая, что рассматриваемые в статье отображения являются
автоморфизмами, для них с помощью функций Ляпунова и анализа спектра якобиана построены множества
предельных точек как положительной, так и отрицательной траекторий и доказано, что в вырожденном
случае эти множества являются бесконечными. Также в работе показано, что вырожденным отображениям
можно поставить в соответствие частично-ориентированные графы, с помощью которых можем наглядно
увидеть фазовый портрет траекторий внутренних точек. Заключение. Вырожденные случаи отображений
Лотки–Вольтерры до наc другими авторами рассмотрены не были. Эти отображения интересны тем, что
их можно рассматривать как дискретные модели эпидемиологических ситуаций, в частности, для исследо-
вания течения вирусных инфекций, передающихся воздушно-капельным путем. Результаты, полученные в
работе, дают подробное описание динамики траекторий отображений Лотки-Вольтерры с вырожденными
матрицами. Кроме того, для рассматриваемых систем в целях наглядного представления динамики эпиде-
миологических ситуаций были построены частично-ориентированные графы.
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Abstract. The purpose of the work is to study the asymptotic behavior of trajectories of interior points of discrete
Lotka – Volterra dynamical systems with degenerate skew-symmetric matrices operating in two-dimensional and
three-dimensional simplexes. It turned out that in a number of applied problems, the Lotka – Volterra mappings
of this type arise and the simplex points in this case are considered as the state of the system under study. In
this case, the mapping preserving the simplex determines the discrete law of evolution of this system. For an
arbitrary starting point, we can construct a sequence – an orbit that determines its evolution. And if in this case
the mapping in question is an automorphism, we can define both a positive and a negative orbit for the point in
question. At the same time, the limiting sets of positive and negative orbits are of particular interest.

Methods. It is known that for Lotka – Volterra mappings it is possible to define limit sets, which in the
case of non-degenerate mappings consist of a single point. In this paper, we define these sets for degenerate Lotka-
Volterra mappings by constructing the Lyapunov function and applying Jacobian spectrum analysis. It should be
noted that these sets allow us to describe the dynamics of the systems under consideration.

Results. Taking into account that the considered mappings are automorphisms, using the Lyapunov
functions and applying the analysis of the Jacobian spectrum, sets of limit points of both positive and negative
trajectories are constructed and it is proved that in the degenerate case they are infinite. It is also shown that
partially oriented graphs can be constructed for degenerate mappings.

Conclusion. Degenerate cases of Lotka – Volterra mappings have not been considered by other authors
before us. These mappings are interesting because they can be considered as discrete models of epidemiological
situations, in particular, for studying the course of airborne viral infections. The results obtained in this work
provide a detailed description of the dynamics of the trajectories of Lotka – Volterra mappings with degenerate
matrices. In addition, partially oriented graphs were constructed for the systems under consideration in order to
visually represent the dynamics of epidemiological situations.
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Введение

Многие практические вопросы сводятся к описанию различных структур и процессов
нелинейной динамики, их эволюции во времени и пространстве, а также процессов, в кото-
рые вовлечены сложные структуры ( [1]- [4]). Все это сводится к изучению динамических
свойств квадратичных отображений. Если обратимся к квадратичным стохастическим опе-
раторам, то их исследования начались с работы Бернштейна ( [5]), и по сей день их теория
развивается в связи с ее многочисленными приложениями в математике, биологии, физике,
популяционной генетике, эпидемиологии, экологии, а также экономике ( [3], [4], [6]- [12]).
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Для исследования динамических свойств любой системы достаточно знать ее состо-
яние в заданные дискретные моменты времени. Как правило, в этих случаях физики и
механики в качестве математической модели исследуемого процесса рассматривают непре-
рывные динамические системы, в частности автономные дифференциальные уравнения и
дифференциальные уравнения в частных производных ( [6], [10], [13] ). Эта склонность
также присуще биологам и эпидемиологам ( [4], [8], [14], [15]), но оказалось, что для мно-
гих биологических и эпидемиологических ситуаций, а также в задачах, связанных с по-
пуляционной генетикой, предпочтительно рассматривать изменения из года в год, или же
от поколения к поколению. В описании и исследовании задач подобного типа в качестве
эволюционного оператора целесообразно использование функции, выражающей состояние
системы в некоторый момент времени через ее состояние в предыдущий момент.

Начнем работу с изложения необходимых сведений. Как известно [16], в ряде при-
кладных задач точки симплекса

𝑆𝑚−1 = {𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑚) :
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 = 1, 𝑥𝑖 ⩾ 0} ⊂ R𝑚

рассматриваются как состояние системы, состоящей из 𝑚 видов ( [17] – [20]). При этом
отображение 𝑓 : 𝑆𝑚−1 → 𝑆𝑚−1 определяет дискретный закон эволюции этой системы.
Рассмотрев некоторую начальную точку 𝑥0 ∈ 𝑆𝑚−1, можно построить последовательность
𝑥(𝑛+1) = 𝑓(𝑥(𝑛)), определяющую эволюцию точки 𝑥(0) при 𝑛 = 0, 1, 2, ... . Последователь-
ность {𝑥(𝑛)} называется положительной орбитой, а {𝑥(−𝑛)} – отрицательной орбитой точ-
ки 𝑥(0). Отрицательную орбиту можно строить только лишь в случае, когда отображе-
ние 𝑓 : 𝑆𝑚−1 → 𝑆𝑚−1 – автоморфизм. В работе [18] в качестве такого автоморфизма бы-
ло введено квадратичное стохастическое отображение, задаваемое набором чисел {𝑃𝑖𝑗,𝑘} ,

𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1,𝑚, удовлетворяющих условиям 𝑃𝑖𝑗,𝑘 = 𝑃𝑗𝑖,𝑘 ⩾ 0,
𝑚∑︀
𝑘=1

𝑃𝑖𝑗,𝑘 = 1, и действующее по
равенствам

𝑥′𝑘 = (𝑉 𝑥)𝑘 =
𝑚∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑃𝑖𝑗,𝑘𝑥𝑖𝑥𝑗 , 𝑘 = 1,𝑚. (1)

Очевидно [18], что условия наложенные на коэфиициенты {𝑃𝑖𝑗,𝑘} , обеспечивают сохране-
ние симплекса 𝑆𝑚−1. Известно, что в математической генетике отображение (1) называет-
ся эволюционным оператором. Популяция определяется как замкнутое относительно раз-
множения сообщества организмов. В популяции различаются последовательные поколения
𝐹1, 𝐹2, ... . Предполагается, что между особями различных поколений никогда не происхо-
дит скрещиваний. Каждая особь, входящая в популяцию принадлежит некоторой (един-
ственной) из 𝑛 разновидностей (“признаков”): 1, 2, ..., 𝑛. Состояние популяции – это набор
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑚) ∈ 𝑆𝑚−1 вероятностей разновидностей. Коэффициенты наследственно-
сти {𝑃𝑖𝑗,𝑘} – это вероятность рождения особи при надлежащей 𝑘-той разновидности при
скрещивании особей из 𝑖-той и 𝑗-той разновидностей. При панмиксии родительская пара
образуется в состоянии 𝑥 с вероятностью 𝑥𝑖𝑥𝑗 . Это означает, что уравнение (1) будет пол-
ной вероятностью разновидности для непосредственных потомков. Если же в некотором
поколении популяция находится в состоянии 𝑥, то в следующем поколении она находится
в состоянии 𝑥

′
= 𝑉 𝑥. Условие симметричности 𝑃𝑖𝑗,𝑘 = 𝑃𝑗𝑖,𝑘 означает, что разновидности не

связаны с полом.
Одна из основных задач математической генетики, эпидемиологии и популяционной

генетики состоит в исследовании поведения траекторий:

𝑥0, 𝑉 𝑥0, 𝑉 2𝑥0, 𝑉 3𝑥0, . . . ,
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т.е. итераций отображения 𝑉.
Пусть 𝜔(𝑥(0)) = {𝑥(𝑛)}′ – множество предельных точек положительной траектории, а

𝛼(𝑥(0)) = {𝑥(−𝑛)}′ – множество предельных точек отрицательной траектории ( [16], [18]).

Определение 1. [18]. Квадратичное стохастическое отображение 𝑉 : 𝑆𝑚−1 → 𝑆𝑚−1,
определяемое равенствами (1), называется отображением Лотки – Вольтерры, если ко-
эффициенты наследственности {𝑃𝑖𝑗,𝑘} удовлетворяют условию 𝑃𝑖𝑗,𝑘 = 0 при 𝑘 /∈ {𝑖, 𝑗} .

В работах [16], [18] было доказано, что отображение (1), удовлетворяющее условиям
определения 1, можно представить в виде

𝑉 : 𝑥′𝑘 = 𝑥𝑘

(︃
1 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖𝑥𝑖

)︃
, 𝑘 = 1,𝑚, (2)

где

𝑎𝑘𝑖 =

{︃
2𝑃𝑖𝑘,𝑘 − 1, 𝑖 ̸= 𝑘,

0, 𝑖 = 𝑘.

Здесь 𝐴 = (𝑎𝑘𝑖) – вещественная кососимметрическая матрица, для которой 𝐴 = −𝐴𝑇 , где
𝐴𝑇 – транспонированная матрица к матрице 𝐴, и 𝑎𝑘𝑖 = −𝑎𝑖𝑘, |𝑎𝑘𝑖| ⩽ 1, 𝑘, 𝑖 = 1,𝑚.

Как было отмечено выше, актуальная проблема в математической биологии состоит
в изучении асимптотического поведения траекторий. В работе [21] утверждается, что эта
проблема была полностью решена для вольтерровских квадратичных стохастических опе-
раторов, определенных равенствами (2). В статьях [16], [18], [22] теория операторов такого
типа была развита с использованием теории функции Ляпунова и турниров. Биологический
смысл отображений Лотки – Вольтерры с соответствующей кососимметрической матрицей,
являющейся матрицей в общем положении заключается в том, что индивид повторяет ге-
нотип одного из его родителей. Оператор 𝑉 : 𝑆𝑚−1 → 𝑆𝑚−1, представленный в виде (2),

трактуется как эволюция системы с дискретным временем. Условие
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑥𝑖 = 1 диктуется

прикладными требованиями к оператору, описанному выше.
В работе [21] описаны неподвижные точки квадратичных стохастических операторов

Вольтерра для двуполой популяции, и это сведено к описанию неподвижных точек операто-
ров вольтерровского типа. Для операторов такого вида в данной работе построены функции

Ляпунова 𝜙 (𝑥, 𝑦) =
𝜈∏︀

𝑗=𝑛+1
𝑦𝑗 и 𝜙 (𝑥, 𝑦) =

𝑟∑︀
𝑗=1

(𝑥𝑗 + 𝑦𝑗), используя которые получены верхние

границы для 𝜔-предельного множества траекторий.
В работе [17] рассмотрена динамическая система с дискретным временем, определен-

ная нелинейным оператором с четырьмя действительными параметрами, описывающая эко-
систему океана. Для этой системы найдены условия на параметры, при которых оператор
сводится к квадратичному стохастическому оператору вольтерровского типа, сохраняюще-
му двумерный симплекс. В работе показано, что при некоторых условиях на коэффициентов
этот оператор может иметь или до трех, или счетное число неподвижных точек.

В работах [14], [15], [23] – [25] рассмотрены непрерывные динамические системы био-
логии, эпидемиологии, а также непрерывные варианты систем Лотки – Вольтерры, а ра-
боты [16], [18] – [20], [26] – [33] посвящены исследованию дискретных динамических систем
Лотки – Вольтерры. Вообще говоря, динамические свойства дискретных систем Лотки –
Вольтерры отличаются от соответствующих свойств непрерывных систем и часто описыва-
ют более точную картину эволюции.
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Как мы уточнили выше, в работах [16], [18], [22], [28] – [31] рассматривались дина-
мические системы вида (2) в случае, когда соответствующая кососимметрическая матрица
является матрицей в общем положении. Но оказалось, что в случае, когда кососиммет-
рическая матрица не является матрицей в общем положении, асимптотическое поведение
траекторий совсем иное, так как операторы в этом случае имеют бесконечно много непо-
движных точек. Именно операторы, введенные в настоящей статье, т.е. операторы Лотки –
Вольтерры с вырожденной кососимметрической матрицей возникают в задачах эпидемиоло-
гии, в качестве дискретных моделей для исследования течения заболеваний, передающихся
воздушно-капельным путем. В работе показано, что операторам такого типа, в отличие от
невырожденных случаев, соответствуют частично-ориентированные графы. Также в рабо-
те рассмотрена функция Ляпунова вида 𝜙(𝑥) = 𝑥𝑝11 · 𝑥𝑝22 · ... · 𝑥𝑝𝑚𝑚 , которая была введена в
работе [16]. Доказано, что и в вырожденном случае функция Ляпунова такого вида можно
применить для нахождения предельных множеств рассматриваемых отображений. Иными
словами, в предлагаемой статье исследовано асимптотическое поведение орбит некоторых
систем с вырожденными матрицами, при этом динамика каждой из них отличается друг от
друга. Рассматриваемые в работе системы взяты из прикладных задач популяционной ге-
нетики, эпидемиологии, экологии и т.д (см. [14], [15], [19], [20]). Если сказать более точно, в
работе рассмотрены вырожденные случаи дискретных динамических систем Лотки – Воль-
терры, действующих в двумерном и трехмерном симплексах, так как именно эти системы
можно предложить в качестве дискретных моделей для исследования течения вирусных
заболеваний, передающихся воздушно-капельным путём.

1. Методика

Пусть 𝐴 = (𝑎𝑘𝑖) – кососимметрическая матрица 𝐴 : R𝑚 → R𝑚 с условием |𝑎𝑘𝑖| ⩽ 1.
Как уточняли выше, для любого 𝑥 ∈ R𝑚 отображение 𝑥′ = 𝑉 𝑥, определяемое равенствами
( [16], [18])

𝑥′𝑘 = 𝑥𝑘 · (1 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖𝑥𝑖), 𝑘 = 1, · · · ,𝑚,

называется оператором Лотки – Вольтерры. Очевидно, при условии |𝑎𝑘𝑖| ⩽ 1 симплекс
𝑆𝑚−1 инвариантен, т.е. 𝑉 (𝑆𝑚−1) ⊂ 𝑆𝑚−1. Известно ( [16]), что на симплексе 𝑆𝑚−1 оператор
Лотки – Вольтерры является автоморфизмом при любых |𝑎𝑘𝑖| ⩽ 1 и 𝑎𝑘𝑖 = −𝑎𝑖𝑘. Так как
𝑆𝑚−1 – компакт, то множество предельных точек положительной траектории 𝜔(𝑥(0)) ̸= ∅
и множество предельных точек отрицательных траекторий 𝛼(𝑥(0)) ̸= ∅ для всех точек
симплекса 𝑥(0) ∈ 𝑆𝑚−1.

Известно [22], [27], [28] что кососимметрическая матрица называется матрицей обще-
го положения, если все главные миноры четного порядка отличны от нуля, в противном
случае она называется вырожденной кососимметрической матрицей. Асимптотическое по-
ведение орбит в системах Лотки – Вольтерры с невырожденными матрицами изучалось в
работах [16], [18], [20], [22], [26] – [33]. Также известно ( [16], [18], [28]), что в случае, когда
отображение Лотки – Вольтерры в общем положении, мы можем связать их с турнирами, а в
вырожденных случаях их можно связать с частично-ориентированными графами [19], [20].

В работе [16] была доказана следующая теорема.

Теорема 1. Если 𝐴 − кососимметрическая матрица, тогда множества

𝑃 = {𝑥 ∈ 𝑆𝑚−1 : 𝐴𝑥 ⩾ 0}, 𝑄 = {𝑥 ∈ 𝑆𝑚−1 : 𝐴𝑥 ⩽ 0}

− непустые выпуклые многогранники.
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На основе этой теоремы в работе [16] в случае общего положения отображений Лотки
– Вольтерры были построены функции Ляпунова вида 𝜙𝑝(𝑥) = 𝑥𝑝11 · 𝑥𝑝11 · ... · 𝑥𝑝𝑚𝑚 , 𝑥 ∈ 𝑆𝑚−1.

Оказалось, что в случае, когда кососимметрическая матрица в общем положении для
соответствующего отображения Лотки – Вольтерры множества 𝑃 и 𝑄 состоят из единствен-
ной точки, либо они совпадают ( [16], [18]). Наша задача, в отличие от вышеупомянутых
работ, – найти и построить множества 𝑃 и 𝑄 для вырожденных случаев отображений Лот-
ки – Вольтерры, а также с помощью построения функций Ляпунова найти и исследовать
множества 𝛼(𝑥(0)) и 𝜔(𝑥(0)). Мы доказываем, что множества 𝑃 и 𝑄 в нашем случае беско-
нечны.

2. Результаты

В основной части статьи рассмотрим несколько динамических систем, обобщить кото-
рых нет возможности, так как асимптотические поведения траекторий внутренних точек в
корне отличаются друг от друга. В монографиях [34], [35] введены частично-ориентированные
графы при 𝑚 = 3. А в работах [19], [20], [28] показано, что системам Лотки – Вольтерры
с вырожденной кососимметрической матрицей можно поставить в соответствие частично-
ориентированные графы при 𝑚 = 3 и 𝑚 = 4. В работе [28] показано, что при 𝑚 = 3
существует 16 частично-ориентированных графов, а в работе [34] показано, что при 𝑚 = 4
существуют 42 частично-ориентированных графа. В данной статье мы показываем, что
эти частично-ориентированные графы можно связать с дискретными динамическими си-
стемами Лотки – Вольтерры с вырожденной кососимметрической матрицей. В работах [19],
[20], [36] некоторые из них предлагаются в качестве дискретных компартментарных мо-
делей 𝑆𝐼𝑅, 𝑆𝐼𝑅𝐷, 𝑆𝐸𝐼𝑅, описывающих течение вирусных заболеваний, передающихся
воздушно-капельным путем с нерецидивным характером. В данной работе мы даем полное
математическое обоснование этим дискретным динамическим системам, а также в дополне-
ние мы включили в работу те динамические системы, которые могут претендовать на роль
дискретных моделей вирусных заболеваний, передающихся воздушно-капельным путем с
рецидивным характером.

Рассмотрим систему Лотки – Вольтерры

𝑉1 :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥′1 = 𝑥1 · (1− 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥3),

𝑥′2 = 𝑥2 · (1 + 𝑎𝑥1),

𝑥′3 = 𝑥3 · (1− 𝑏𝑥1),

(3)

где 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝑆2, 𝑉1𝑥 = 𝑥′ = (𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑥

′
3), 0 < 𝑎, 𝑏 ⩽ 1. Система (3) является

простейшим примером системы Лотки – Вольтерры с вырожденной кососимметрической
матрицей

𝐴1 =

⎛⎝ 0 −𝑎 𝑏
𝑎 0 0
−𝑏 0 0

⎞⎠ .

В работе [22] приведены понятия турнира и однородности турнира, а также там по-
казано, что в случае, когда кососимметрическая матрица, соответствующая отображению
Лотки – Вольтерры, является матрицей в общем положении, тогда ей можно поставить
в соответствие турнир – полный ориентированный граф. Кососимметрическая матрица,
соответствующая рассматриваемому нами отображению, не является матрицей в общем
положении, этой матрице мы поставим в соответствие частично-ориентированный граф,
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приведенный на рисунке 1. Так как в матрице 𝐴1 элемент 𝑎23 = 0, тогда ребро Γ23, соеди-
няющее вершины 𝑒2 = (0, 1, 0) и 𝑒3 = (0, 0, 1), не имеет направление. Это означает, что все
ребро состоит из неподвижных точек с координатами (0, 𝛼, 1− 𝛼), где 0 < 𝛼 < 1.

Рис. 1. Частично-ориентированный граф, соответствующий матрице 𝐴1.

Fig. 1. A partially-oriented graph corresponding to the matrix 𝐴1.

Согласно [16], любая точка 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) симплекса 𝑆2 определяет функцию

𝜙𝑝(𝑥) = 𝑥𝑝11 · 𝑥𝑝11 · 𝑥𝑝33 , 𝑥 ∈ 𝑆2.

Известно, что 𝜙𝑝 непрерывна на 𝑆2 (полагаем 00 = 1), причем экстремумы этой функции
max
𝑥∈𝑆2

𝜙𝑝(𝑥) = 𝜙𝑝(𝑝), а min
𝑥∈𝑆2

𝜙𝑝(𝑥) = 0. Ясно, что максимум достигается в единственной точке

𝑥 = 𝑝, а минимум достигается на границе симплекса 𝑆2 или на её замкнутой части. Пусть
теперь 𝑐 ∈ [0;𝜙𝑝(𝑝)]. Докажем, что множество {𝑥 ∈ 𝑆2 : 𝜙𝑝(𝑥) ⩾ 𝑐} выпукло.

Действительно, если 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆2, причем 𝜙𝑝(𝑥) ⩾ 𝑐 и 𝜙𝑝(𝑦) ⩾ 𝑐, тогда

𝜙𝑝

(︂
𝑥+ 𝑦

2

)︂
=

(︂
𝑥1 + 𝑦1

2

)︂𝑝1

·
(︂
𝑥2 + 𝑦2

2

)︂𝑝2

·
(︂
𝑥3 + 𝑦3

2

)︂𝑝3

⩾ (
√
𝑥1 · 𝑦1)𝑝1 ·(

√
𝑥2 · 𝑦2)𝑝2 ·(

√
𝑥3 · 𝑦3)𝑝3 ⩾ 𝑐

Возвращаясь к системе (1), получаем⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥
(𝑛+1)
1 = 𝑥

(𝑛)
1 · (1− 𝑎𝑥

(𝑛)
2 + 𝑏𝑥

(𝑛)
3 ),

𝑥
(𝑛+1)
2 = 𝑥

(𝑛)
2 · (1 + 𝑎𝑥

(𝑛)
1 ),

𝑥
(𝑛+1)
3 = 𝑥

(𝑛)
3 · (1− 𝑏𝑥

(𝑛)
1 )

для любого 𝑛 ∈ Z и начальной точки 𝑥(0) ∈ 𝑆2.
Так как последовательности {𝑥(𝑛)2 } и {𝑥(𝑛)3 } монотонны, любая траектория сходится

к неподвижной точке отображения 𝑉1, т.е. как положительная, так и отрицательная траек-
тории сходятся.

В силу непрерывности отображения 𝑉1 для любого 𝑥(0) ∈ 𝑆2 получаем, что 𝛼(𝑥(0)) и
𝜔(𝑥(0)) суть неподвижные точки для отображения 𝑉1.

Заметим, что решением неравенства 𝐴1𝑥 ⩾ 0 на симплексе 𝑆2 является отрезок с
концами (0, 𝑏

𝑎+𝑏 ,
𝑎

𝑎+𝑏) и (0, 0, 1), т.е.

𝑃 = {𝑥 ∈ 𝑆2 : 𝐴1𝑥 ⩾ 0} =

{︂(︂
0;

𝜆𝑏

𝑎+ 𝑏
;
𝑎+ (1− 𝜆)𝑏

𝑎+ 𝑏

)︂
; 0 ⩽ 𝜆 ⩽ 1

}︂
. (4)

Для произвольного 𝑝 =
(︁
0, 𝜆𝑏

𝑎+𝑏 ,
𝑎+(1−𝜆)𝑏

𝑎+𝑏

)︁
∈ 𝑃 рассмотрим функцию на 𝑆2

𝜙𝑝(𝑥) = 𝑥
𝜆𝑏
𝑎+𝑏

2 · 𝑥
𝑎+(1−𝜆)𝑏

𝑎+𝑏

3 . (5)
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Используя неравенство Юнга ( [16], [18]), получаем

𝜙𝑝(𝑉1𝑥) = (𝑥2(1 + 𝑎𝑥1))
𝜆𝑏
𝑎+𝑏 ·(𝑥3 (1− 𝑏𝑥1))

𝑎+(1−𝜆)𝑏
𝑎+𝑏 = 𝑥

𝜆𝑏
𝑎+𝑏

2 ·𝑥
𝑎+(1−𝜆)𝑏

𝑎+𝑏

3 ·(1 + 𝑎𝑥1)
𝜆𝑏
𝑎+𝑏 ·(1− 𝑏𝑥1)

𝑎+(1−𝜆)𝑏
𝑎+𝑏 =

= 𝜙𝑝(𝑥)·(1 + 𝑎𝑥1)
𝜆𝑏
𝑎+𝑏 ·(1− 𝑏𝑥1)

𝑎+(1−𝜆)𝑏
𝑎+𝑏 ⩽ 𝜙𝑝(𝑥)·

(︂
𝜆𝑏

𝑎+ 𝑏
(1 + 𝑎𝑥1) +

𝑎+ (1− 𝜆)𝑏

𝑎+ 𝑏
· (1− 𝑏𝑥1)

)︂
=

= 𝜙𝑝(𝑥) · (1− (1− 𝜆) · 𝑏𝑥1) . (6)

Итак, если 0 ⩽ 𝜆 < 1, то 𝜙𝑝(𝑉 𝑥) < 𝜙𝑝(𝑥) для всех внутренних точек 𝑆2. Так как
функция 𝜙𝑝(𝑥), описанная равенством (3), достигает максимума только лишь в точке 𝑝 ∈ 𝑃,
для любой внутренней начальной точки из симплекса 𝑆2 имеем 𝜔(𝑥) ∩ 𝑃 ̸= ∅ и 𝛼(𝑥) ⊂ 𝑃.
Поскольку 𝜔(𝑥) – неподвижная точка для 𝑉1 и 𝜔(𝑥) ∩ 𝑃 = ∅, то, начиная с некоторого 𝑛0,

имеем 𝑏𝑥
(𝑛)
3 − 𝑎𝑥

(𝑛)
2 ⩽ 𝑘 < 0 для всех 𝑛 ⩾ 𝑛0. Поэтому

𝑥
(𝑛+1)
1 = 𝑥

(𝑛)
1 ·

(︁
1 + 𝑏𝑥

(𝑛)
3 − 𝑎𝑥

(𝑛)
2

)︁
⩽ 𝑥

(𝑛0)
1 · (1 + 𝑘)𝑛−𝑛0

при 𝑛 ⩾ 𝑛0. Следовательно, ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑥
(𝑛)
1 сходится быстрее геометрической прогрессии, так

как −1 < 𝑘 < 0. В этом случае согласно [16], [19] имеем

𝑥
(𝑛+1)
3 = 𝑥

(𝑛)
3

(︁
1− 𝑎𝑥

(𝑛)
1

)︁
= 𝑥

(0)
3 ·

(︁
1− 𝑎𝑥

(𝑛)
1

)︁
·
(︁
1− 𝑎𝑥

(𝑛−1)
1

)︁
· · ·
(︁
1− 𝑎𝑥

(0)
1

)︁
,

поэтому lim
𝑛→∞

𝑥
(𝑛)
3 > 0.

Наряду с множеством 𝑃 ⊂ 𝑆2, описанным в (2), рассмотрим множество

𝑄 = {𝑥 ∈ 𝑆2 : 𝐴1𝑥 ⩽ 0} =

{︂(︂
0,

𝑏+ 𝜆𝑎

𝑎+ 𝑏
,
(1− 𝜆)𝑎

𝑎+ 𝑏

)︂
; 0 ⩽ 𝜆 ⩽ 1

}︂
. (7)

Выбрав произвольную точку 𝑞 =
(︁
0, 𝑏+𝜆𝑎

𝑎+𝑏 ,
(1−𝜆)𝑎
𝑎+𝑏

)︁
∈ 𝑄, построим функцию

𝜙𝑞(𝑥) = 𝑥
𝑏+𝜆𝑎
𝑎+𝑏

2 · 𝑥
(1−𝜆)𝑎
𝑎+𝑏

3 .

Очевидно,

𝜙𝑞(𝑥) = 𝜙𝑞(𝑉1(𝑉
−1
1 𝑥)) = 𝜙𝑞

(︀
𝑉 −1
1 𝑥

)︀
·
(︁
1 + 𝑎𝑥

(−1)
1

)︁ 𝑏+𝜆𝑎
𝑎+𝑏 ·

(︁
1− 𝑏𝑥

(−1)
1

)︁ (1−𝜆)𝑎
𝑎+𝑏

.

Вычислив производную функции
(︁
1 + 𝑎𝑥

(−1)
1

)︁ 𝑏+𝜆𝑎
𝑎+𝑏 ·

(︁
1− 𝑏𝑥

(−1)
1

)︁ (1−𝜆)𝑎
𝑎+𝑏 по 𝑥

(−1)
1 в точке

𝑥
(−1)
1 = 0, получаем 1 + 𝑎𝜆, т.е.

𝜙𝑞(𝑥) = 𝜙𝑞(𝑉
−1
1 𝑥) ·

(︁
1 + 𝑎𝜆𝑥

(−1)
1 + 𝑜(𝑥

(−1)
1 )

)︁
.

Следовательно, в достаточно малой окрестности нуля верно неравенство 𝜙𝑞(𝑉
−1
1 𝑥) < 𝜙𝑞(𝑥),

так как, 𝑥(−1)
1 > 0, 𝑎 > 0 и 0 < 𝜆 ⩽ 1. Таким образом приходим к следующему утверждению.
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Теорема 2. Траектория любой внутренней точки 𝑥 ∈ 𝑆2 начинается во множестве 𝑃
и заканчивается во множестве 𝑄, т.е. 𝛼(𝑥) ⊂ 𝑃 и 𝜔(𝑥) ⊂ 𝑄.

Замечание 1. Согласно теореме Гробмана-Хартмана [37], любая траектория содержит-
ся в инвариантной кривой.

Итак, в рассматриваемом случае имеем картину векторного поля, изображенного на
рисунке 2.

Рис. 2. Векторное поле, согласно теореме 2.

Fig. 2. Vector field, according to Theorem 2.

Перейдем к рассмотрению кососимметрической матрицы

𝐴2 =

⎛⎜⎜⎝
0 −𝑎 0 −𝑏
𝑎 0 −𝑐 0
0 𝑐 0 𝑑
𝑏 0 −𝑑 0

⎞⎟⎟⎠ ,

определяющей систему Лотки – Вольтерры вида

𝑉2 :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥′1 = 𝑥1(1− 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑥4),

𝑥′2 = 𝑥2(1 + 𝑎𝑥1 − 𝑐𝑥3),

𝑥′3 = 𝑥3(1 + 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥4),

𝑥′4 = 𝑥4(1 + 𝑏𝑥1 − 𝑑𝑥3),

(8)

которая задается отображением 𝑉2 : 𝑆3 → 𝑆3 при условии 0 < 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ⩽ 1. При этих огра-
ничениях 𝑉2 является автоморфизмом [16]. Очевидно, матрица 𝐴2 определяет частично-
ориентированный граф (см. рис. 3). Так как некоторые элементы матрицы 𝐴2, соответству-
ющей системе (8), равны нулю, т.е. 𝑎13 = 0 и 𝑎24 = 0, ребра Γ13 и Γ24 не ориентированы.
Поэтому для наглядности мы в рисунке 3 убрали эти ребра, оставив только ориентирован-
ные.

Пусть Γ123 – грань симплекса 𝑆3, натянутая на вершины 𝑒1 = (1, 0, 0, 0), 𝑒2 = (0, 1, 0, 0),
и 𝑒3 = (0, 0, 1, 0). Заметим, что любая грань симплекса также является симплексом ( [18],
[22]), причем она инвариантна относительно отображения 𝑉2, и сужение 𝑉2 на эту грань
также является отображением Лотки – Вольтерры. Следовательно, на гранях Γ123 и Γ134

динамика траекторий описывается предыдущим отображением 𝑉1, а на остальных двух
гранях поведение траекторий тривиально.

Пусть 𝑥0 = (𝑥01, 𝑥
0
2, 𝑥

0
3, 𝑥

0
4) – произвольная начальная точка, причем 𝑥01 · 𝑥02 · 𝑥03 · 𝑥04 > 0.

Тогда как положительная, так и отрицательная траектории, начинающияся из нее, целиком
лежат внутри симплекса 𝑆3. Рассмотрим последовательность {𝑥(𝑛)3 }. Так как

𝑥
(𝑛+1)
3 = 𝑥

(𝑛)
3 · (1 + 𝑐𝑥

(𝑛)
2 + 𝑑𝑥

(𝑛)
4 ), 𝑛 ∈ N,
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Рис. 3. Частично-ориентированный граф, соответствующий матрице 𝐴2.

Fig. 3. The partially-oriented graph corresponding to the matrix 𝐴2.

тогда {𝑥(𝑛)3 } – возрастающая и ограниченная последовательность. Ясно, что lim
𝑛→∞

𝑥3
(𝑛) > 0.

Следовательно, lim
𝑛→∞

𝑥
(𝑛)
2 = lim

𝑛→∞
𝑥
(𝑛)
4 = 0, поэтому 𝜔(𝑥0) ∈ Γ13.

Аналогично, отрицательная последовательность {𝑥(𝑛)1 }, где −𝑛 ∈ N, возрастает и огра-
ничена. Тогда из равенства

𝑥
(𝑛+1)
1 = 𝑥

(𝑛)
1 · (1− 𝑎𝑥

(𝑛)
2 − 𝑏𝑥

(𝑛)
4 ), −𝑛 ∈ N

получим, что 𝛼(𝑥0) ∈ Γ13. Поскольку {𝑥(𝑛)2 } и {𝑥(𝑛)4 } при 𝑛 → ±∞ сходятся к нулю, а
{𝑥(𝑛)1 } и {𝑥(𝑛)3 } монотонны, любая траектория сходится, и её предел принадлежит грани
Γ13, которая состоит из неподвижных точек отображения 𝑉2.

Пусть 𝑥 = (𝑥1, 0, 𝑥3, 0) ∈ Γ13. Вычисляя якобиан в этой точке, получаем

𝐽𝑉2(𝑥) = (1− 𝜆)2 · (1 + 𝑎𝑥1 − 𝑐𝑥3 − 𝜆) · (1 + 𝑏𝑥1 − 𝑑𝑥3 − 𝜆).

Следовательно, корни уравнения 𝐽𝑉2(𝑥) = 0 вещественны и

𝜆1 = 1, 𝜆2 = 1, 𝜆3 = 1 + 𝑎𝑥1 − 𝑐𝑥3, 𝜆4 = 1 + 𝑏𝑥1 − 𝑑𝑥3.

Ясно, что 𝜆1 = 1, и это указывает, что 𝑥 – неподвижная точка; 𝜆2 = 1 означает, что грань Γ13

состоит из неподвижных точек. Учитывая, что 𝑥1 + 𝑥3 = 1, получаем 𝜆3 > 1, если 𝑥1 >
𝑐

𝑎+𝑐

и 𝜆4 > 1, если 𝑥1 > 𝑑
𝑏+𝑑 . Без ограничения общноcти положим 𝑐

𝑎+𝑐 ⩾ 𝑑
𝑏+𝑑 , что равносильно

неравенству 𝑏𝑐 ⩾ 𝑎𝑑. Тогда при 𝑥1 > 𝑐
𝑎+𝑐 неподвижная точка 𝑥 является отталкивающей,

т. е. репеллером, а при 𝑥1 < 𝑑
𝑏+𝑑 точка 𝑥 будет притягивающей, т. е. аттрактором. Таким

образом, для любой внутренней начальной точки 𝛼(𝑥0) ⊂ Γ13 при 𝑥1 > 𝑐
𝑎+𝑐 и 𝜔(𝑥0) ⊂ Γ13

при 𝑥1 <
𝑑

𝑏+𝑑 .

Теорема 3. Любая траектория отображения 𝑉2 сходится, т.е для любой внутренней
начальной точки симплекса 𝑥0 ∈ 𝑆3

𝛼(𝑥0) ⊂
{︂(︂

(1− 𝑡)𝑎+ 𝑐

𝑎+ 𝑐
, 0,

𝑡𝑎

𝑎+ 𝑐
, 0

)︂}︂
, 𝜔(𝑥0) ⊂

{︂(︂
(1− 𝑡)𝑏+ 𝑑

𝑏+ 𝑑
, 0,

𝑡𝑏

𝑏+ 𝑑
, 0

)︂}︂
, 𝑡 ∈ [0, 1].

Следовательно, пределы отрицательной и положительной траектории принадлежат
ребру Γ13. Если закон эволюции какой-либо системы определяется отображением 𝑉2, тогда
«начало» и «конец» эволюции находятся на ребре Γ13.
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Простые вычисления показывают, что решением неравенства 𝐴2𝑥 ⩾ 0 на симплексе 𝑆3

является отрезок 𝑃 с концами (1, 0, 0, 0) и
(︁

𝑐
𝑎+𝑐 , 0,

𝑎
𝑎+𝑐 , 0

)︁
, а решение неравенства 𝐴2𝑥 ⩽ 0

на 𝑆3 есть отрезок с концами
(︁

𝑑
𝑏+𝑑 , 0,

𝑏
𝑏+𝑑 , 0

)︁
и (0, 0, 1, 0). Следовательно, в данном случае

«начало» траектории находится во множестве 𝑃, а «конец» траектории находится в 𝑄.
Аналогичный результат и получим в случае 𝑐

𝑎+𝑐 < 𝑑
𝑏+𝑑 , т. е. 𝑏𝑐 < 𝑎𝑑. Для наглядности

приведем пример.

Пример 1. Пусть 𝑎 = 𝑑 = 0, 1 и 𝑏 = 𝑐 = 0, 9. Тогда 𝑐
𝑎+𝑐 = 0, 9 и 𝑑

𝑏+𝑑 = 0, 1. В этом случае
на ребре Γ13 получаем картину, показанную на рисунке 4.

Рис. 4. Расположение множеств 𝛼(𝑥0) и 𝜔(𝑥0).

Fig. 4. The arrangement of the sets 𝛼(𝑥0) and 𝜔(𝑥0).

Здесь 𝐴 =
(︀

9
10 , 0,

1
10 , 0

)︀
и 𝐵 =

(︀
1
10 , 0,

9
10 , 0

)︀
, а 𝑥0- произвольная внутренняя точка

симплекса 𝑆3. Любая неподвижная точка из интервала (𝐴;𝐵) является седловой, т. е.
одно из собственных чисел якобиана 𝜆3, 𝜆4 больше 1, а другое меньше 1.

Замечание 2. Очевидно, что 𝑑𝑒𝑡𝐴2 = (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)2. Поэтому условие 𝑐
𝑎+𝑐 = 𝑑

𝑏+𝑑 означает,
что 𝑑𝑒𝑡𝐴2 = 0. В этом случае точки 𝐴 и 𝐵 из рисунка 4 совпадают. Следовательно, грань
Γ13 не содержит седловых неподвижных точек.

Пусть вырожденная кососимметрическая матрица имеет вид

𝐴3 =

⎛⎜⎜⎝
0 −𝑎 0 −𝑏
𝑎 0 𝑐 0
0 −𝑐 0 𝑑
𝑏 0 −𝑑 0

⎞⎟⎟⎠ ,

где 0 < 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ⩽ 1, и определяет следующую систему Лотки – Волтерры

𝑉3 : 𝑆
3 → 𝑆3 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥′1 = 𝑥1(1− 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑥4),

𝑥′2 = 𝑥2(1 + 𝑎𝑥1 + 𝑐𝑥3),

𝑥′3 = 𝑥3(1− 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥4),

𝑥′4 = 𝑥4(1 + 𝑏𝑥1 − 𝑑𝑥3).

(9)

Заметим, что 𝑑𝑒𝑡𝐴 = (𝑎𝑑+ 𝑏𝑐)2, следовательно, матрица 𝐴3, соответствующая системе (9),
не вырождена при всех 0 < 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ⩽ 1. Так как

𝑥
(𝑛+1)
2 = 𝑥2 · (1 + 𝑎𝑥

(𝑛)
1 + 𝑐𝑥

(𝑛)
3 )
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для всех 𝑛 ∈ N, и {𝑥(𝑛)2 } – возрастающая и ограниченная последовательность, для любой
внутренней начальной точки симплекса имеем

lim
𝑛→∞

𝑥1
(𝑛) = lim

𝑛→∞
𝑥3

(𝑛) = 0.

Следовательно, 𝜔(𝑥0) ⊂ Γ24.
Аналогично и для отрицательных траекторий из равенства

𝑥
(𝑛+1)
1 = 𝑥

(𝑛)
1 · (1− 𝑎𝑥

(𝑛)
2 − 𝑏𝑥

(𝑛)
4 )

получаем
lim

𝑛→−∞
𝑥2

(𝑛) = lim
𝑛→−∞

𝑥4
(𝑛) = 0,

поэтому заключаем, что 𝛼(𝑥0) ⊂ Γ13.
Вычисляя собственные значения якобиана в неподвижных точках грани Γ24, получим

(1− 𝜆)2 · (1− 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑥4 − 𝜆) · (1− 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥4 − 𝜆) = 0.

Если 𝑥2 > 𝑑
𝑎+𝑑 , то за исключением кратного корня 𝜆1 = 1 имеем 𝜆3 < 1 и 𝜆4 < 1. Следо-

вательно, 𝜔(𝑥0) ⊂
{︁(︁

0, (1−𝑡)𝑎+𝑑
𝑎+𝑑 , 0, 𝑡𝑑

𝑎+𝑑

)︁}︁
, где 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1. Аналогично, собственные значения

якобиана на ребре Γ13 находятся из уравнения,

(1− 𝜆)2 · (1 + 𝑎𝑥1 + 𝑐𝑥3 − 𝜆) · (1 + 𝑏𝑥1 − 𝑑𝑥3 − 𝜆) = 0.

Если 𝑥1 >
𝑑

𝑎+𝑑 , то 𝜆3 > 1 и 𝜆4 > 1 . Поэтому

𝛼(𝑥0) ⊂
{︂(︂

(1− 𝑡)𝑏+ 𝑑

𝑏+ 𝑑
, 0,

𝑡𝑏

𝑏+ 𝑑
, 0

)︂}︂
,

где 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1. Здесь визуально получим картину, изображенную на рисунке 5, где 𝐴
(︁

𝑑
𝑎+𝑑 , 0,

𝑎
𝑎+𝑑 , 0

)︁
и 𝐵

(︁
0, 𝑑

𝑎+𝑑 , 0,
𝑎

𝑎+𝑑

)︁
.

Рис. 5. Расположение множеств 𝛼(𝑥0) и 𝜔(𝑥0) для 𝑉3

Fig. 5. The arrangement of the sets 𝛼(𝑥0) and 𝜔(𝑥0) for 𝑉3.

Замечание 3. Для отображения 𝑉3 расположения 𝛼(𝑥0) и 𝜔(𝑥0) также определяются
решениями неравенств 𝐴3𝑥 ⩾ 0 и 𝐴3𝑥 ⩽ 0 на симплексе 𝑆3 .

Перейдем к рассмотрению последнего случая. Пусть

𝐴4 =

⎛⎜⎜⎝
0 −𝑎 0 𝑏
𝑎 0 −𝑐 0
0 𝑐 0 −𝑑
−𝑏 0 −𝑑 0

⎞⎟⎟⎠ .
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Тогда соответствующая ей система Лотки – Вольтерры имеет вид

𝑉4 : 𝑆
3 → 𝑆3 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥′1 = 𝑥1(1− 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥4),

𝑥′2 = 𝑥2(1 + 𝑎𝑥1 − 𝑐𝑥3),

𝑥′3 = 𝑥3(1 + 𝑐𝑥2 − 𝑑𝑥4),

𝑥′4 = 𝑥4(1− 𝑏𝑥1 + 𝑑𝑥3),

(10)

где 0, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ⩽ 1. Пусть 𝑉4 : 𝑆3 → 𝑆3 – отображение, определяемое этими равенствами.
Очевидно, что 𝑑𝑒𝑡𝐴4 = (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)2 и частично-ориентированный граф, соответствующий
матрице 𝐴4, имеет вид, изображенный на рисунке 6.

Рис. 6. Частично-ориентированный граф, соответствующий матрице 𝐴4.

Fig. 6. The partially-oriented graph corresponding to the matrix 𝐴4.

Здесь для изучения асимптотического поведения траекторий внутренних точек сим-
плекса рассмотрим следующие три случая.

i) 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐. В этом случае множества 𝑃 = {𝑥 ∈ 𝑆3 : 𝐴4𝑥 ⩾ 0} и 𝑄 = {𝑥 ∈ 𝑆3 : 𝐴4𝑥 ⩽ 0}
совпадают и представляют собой прямолинейный отрезок с концами 𝐴 =

(︁
𝑐

𝑎+𝑐 , 0,
𝑎

𝑎+𝑐 , 0
)︁

и 𝐵 =
(︁
0, 𝑏

𝑎+𝑏 , 0,
𝑎

𝑎+𝑏

)︁
. Легко проверить, что отрезок 𝐴𝐵 состоит из неподвижных точек

отображения 𝑉4. В любой точке отрезка 𝐴𝐵 спектр якобиана находится из уравнения

(1− 𝜆)4 + (1− 𝜆)2 · (𝑎2𝑥1𝑥2 + 𝑏2𝑥1𝑥4 + 𝑐2𝑥2𝑥3 + 𝑑2𝑥3𝑥4) + (𝑎𝑑− 𝑏𝑐)2𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 0.

Поскольку 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐, корни этого уравнения за исключением 𝜆1 = 𝜆2 = 1 комплексные,
причем |𝜆3| = |𝜆4| > 1.

Положительная траектория любой внутренней точки, не принадлежащей отрезку 𝐴𝐵,
расходится, отрицательная траектория сходится к одной из точек отрезка 𝐴𝐵. Несложно
проверить, что 𝜔(𝑥0) бесконечно и лежит на границе симплекса, а 𝛼(𝑥0) ⊂ 𝐴𝐵.

ii) 𝑎𝑑 > 𝑏𝑐. В этом случае простые вычисления показывают, что решение неравенства
𝐴4𝑥 ⩾ 0 на симплексе содержится на грани Γ13 и удовлетворяет неравенству

𝑐

𝑎+ 𝑐
⩽ 𝑥1 ⩽

𝑑

𝑏+ 𝑑
,

решение которого в силу 𝑎𝑑 > 𝑏𝑐 непусто. Следовательно, множество 𝑃 = {𝑥 ∈ 𝑆3 :

𝐴4𝑥 ⩾ 0} представляет собой отрезок на грани Γ13 с концами 𝐴 =
(︁

𝑎
𝑎+𝑐 , 0,

𝑎
𝑎+𝑐 , 0

)︁
и

𝐵 =
(︁

𝑑
𝑏+𝑑 , 0,

𝑏
𝑏+𝑑 , 0

)︁
.
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Решением неравенства 𝑄 = {𝑥 ∈ 𝑆3 : 𝐴4𝑥 ⩽ 0} является отрезок, принадлежащий
ребру Γ24 с концами 𝐶 =

(︁
0, 𝑏

𝑎+𝑏 , 0,
𝑎

𝑎+𝑏

)︁
и 𝐷 =

(︁
0, 𝑑

𝑐+𝑑 , 0,
𝑐

𝑐+𝑑

)︁
. Для этого случая картина

множеств предельных точек положительной и отрицательной траектории представлена на
рисунке 7.

Рис. 7. Расположение множеств 𝛼(𝑥0) и 𝜔(𝑥0) для 𝑉4

Fig. 7. The arrangement of the sets 𝛼(𝑥0) and 𝜔(𝑥0) for 𝑉4.

iii) Случай 𝑎𝑑 < 𝑏𝑐 исследуется аналогично предыдущему.

3. Заключение

Эпидемиологические смыслы некоторых дискретных динамических систем Лотки –
Вольтерры, являющихся дискретными аналогами компартментарных моделей 𝑆𝐼𝑅, 𝑆𝐸𝐼𝑅,
𝑆𝐼𝑅𝐷, были исследованы в работах [19], [20], [36]. В данной работе подробно рассмотрены
и исследованы вырожденные случаи дискретных отображений Лотки – Вольтерры, сохра-
няющих двумерный и трехмерный симплексы. Эти системы могут полноправно служить
в качестве дискретных моделей 𝑆𝐼𝑅𝑆, 𝑆𝐸𝐼𝑅𝑆, 𝑆𝐼𝑅𝐷 для исследований течения вирус-
ных заболеваний, имеющих рецидивный характер, а также включающих в себя смертность
зараженных особей. Предлагаемые системы исследованы с помощью анализа собственных
значений якобиана, который дает локальную картину поведения траекторий в окрестно-
сти неподвижной точки. Также с помощью построения функций Ляпунова исследован гло-
бальный характер поведения траекторий внутренних точек исследуемых систем. В итоге
найдены и построены множества предельных точек положительной траектории 𝜔(𝑥0) и
множества предельных точек отрицательной траектории 𝛼(𝑥0), означающие соответствен-
но начало эпидемии и ее конец.

В статье подробно исследованы три динамические системы. Первая из них – система
(3), которая является дискретным аналогом непрерывной компартментарной модели 𝑆𝐼𝑅,
описывающей течение заболеваний, передающихся воздушно-капельным путём, не имею-
щих рецидивирующий характер. В работе [19] описан эпидемиологический смысл этой си-
стемы в качестве такой модели. Мы же в нашей работе полностью исследовали эту дина-
мическую систему, доказав для нее существование функции Ляпунова в виде

𝜙𝑝(𝑥) = 𝑥
𝜆𝑏
𝑎+𝑏

2 · 𝑥
𝑎+(1−𝜆)𝑏

𝑎+𝑏

3 ,

и с помощью этой функции показали расположение множеств предельных точек положи-
тельной

𝛼(𝑥) ⊂ 𝑃 = {𝑥 ∈ 𝑆2 : 𝐴1𝑥 ⩾ 0} =

{︂(︂
0;

𝜆𝑏

𝑎+ 𝑏
;
𝑎+ (1− 𝜆)𝑏

𝑎+ 𝑏

)︂
; 0 ⩽ 𝜆 ⩽ 1

}︂
и отрицательной траекторий

𝑄 = {𝑥 ∈ 𝑆2 : 𝐴1𝑥 ⩽ 0} =

{︂(︂
0,

𝑏+ 𝜆𝑎

𝑎+ 𝑏
,
(1− 𝜆)𝑎

𝑎+ 𝑏

)︂
; 0 ⩽ 𝜆 ⩽ 1

}︂
,
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доказав при этом, что они суть бесконечные множества (см. теорему 2).
Для системы (8) использован метод анализа спектра якобиана, согласно [38], так как

этот метод описывает локальный характер неподвижных точек. Для этой системы также
найдены множества предельных точек положительной и отрицательной орбиты. Отмечено,
что любая траектория отображения (8) сходится на ребре Γ13 (см. теорему 3).

В отличие от предыдущего случая (8), для динамической системы (9) доказано, что
множество предельных точек положительной и отрицательной траектории лежат на разных
ребрах – Γ24 и Γ13.

В конце работы приведена система (10), которая является явным аналогом непрерыв-
ной модели 𝑆𝐸𝐼𝑅𝑆. Эта модель полностью описывает течение вирусных заболеваний, пе-
редающихся воздушно-капельным путем с рецедивным характером. Асимптотическое пове-
дение внутренних точек этой системы хаотично, и для нее исследованы три случая 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐,
𝑎𝑑 > 𝑏𝑐 и 𝑎𝑑 < 𝑏𝑐, полностью описывающие модель. (см.рис.7).

Условие 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐 означает, что множества 𝑃 и 𝑄 совпадают, в эпидемиологии такой
ситуации не может быть, так как начало и конец вирусной инфекции идентично совпадать
не может. Поэтому в данном случае при моделировании течения вирусных заболеваний
целесообразно рассматривать при условиях 𝑎𝑑 < 𝑏𝑐 и 𝑎𝑑 > 𝑏𝑐.

Применение рассмотренных нами в данной статье дискретных динамических систем
в качестве дискретных компартментарных моделей, с численными анализами конкретных
заболеваний и прогнозом на будущее мы приведем в следующей работе.
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