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Аннотация . Целью работы является анализ переноса пассивных частиц в поле скорости конфигурации из
двух вихрей на плоскости при возможном присутствии сдвигового потока. Для моделирования используется
система двух точечных вихрей и сдвиговое течение с линейной зависимостью компонент скорости от одной
из координат. Изучены сценарии переноса и перемешивания частиц в зависимости от интенсивности одного
вихря (в области [−1, 1]∖{0}) и различных сдвиговых потоках при фиксированных начальном положении
вихрей и равной единице интенсивности второго.
При исследовании применялись численные методы анализа динамических систем. Для решения задачи Ко-
ши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений использовались интеграторы 8-го порядка
точности. Строились сечения Пуанкаре, поля локальных показателей Ляпунова, изучались трансформации
маркерных окружностей (жидких контуров) на плоскости.
Результаты. В зависимости от знаков интенсивностей вихрей и направления сдвигового потока обнару-
жены следующие сценарии: перемешивание частиц в окрестности вихревой структуры; движение вихревой
пары по замкнутым орбитам с переносом частиц из её окрестности и перемешиванием вблизи орбит; пере-
мешивание частиц в обширной области на плоскости; движение вихревой пары к бесконечности с переносом
частиц из окрестности её начального положения на большие расстояния; распад пары и движение вихрей
в разные стороны на бесконечность с переносом частиц из окрестностей их начальных положений. При
наличии сдвигового потока типично стохастическое рассеивание пассивных частиц, что обусловлено их ха-
отической динамикой.
Заключение. Показано, что в зависимости от знаков интенсивностей и параметров сдвигового потока вих-
ревая пара может быть «перевозчиком», перемещающим на большие расстояния частицы из окрестности
своего начального положения, «перемешивателем» частиц в ограниченной области плоскости, «рассеяте-
лем» частиц из некоторой области по пути своего движения к бесконечности. Результаты статьи могут быть
полезны при объяснении сложности процессов переноса в потоках жидкостей и газов при возникновении в
них вихревых пар.

Ключевые слова : система точечных вихрей, перенос частиц, перемешивание пассивной примеси, нелиней-
ные системы
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Abstract. The purpose of the work is to analyze the transport of passive particles in the velocity field of a
two-vortex configuration on a plane with a possible presence of a shear flow. We model the system using two
point vortices and a shear flow, where the velocity components depend linearly on one coordinate. Scenarios of
particle transport and mixing are studied depending on the intensity of one vortex (in the region of [−1, 1]∖{0})
and various shear flows with fixed initial positions of the vortices and an intensity of the second equal to unity.
In the investigation, we mainly use numerical methods of dynamical systems analysis. We apply 8th-order of
accuracy integrators to solve the Cauchy problem for a system of ordinary differential equations. The study also
involved constructing Poincare sections and fields of local Lyapunov exponents, as well as studying transformations
of marker circles (fluid contours) on a plane.
Results. Depending on the signs of the vortex intensities and the direction of the shear flow, the following scenarios
were found: mixing of particles near the vortex structure; movement of a vortex pair along closed orbits with the
transfer of particles from its vicinity and mixing near the orbits; mixing of particles in a large area on the plane;
movement of a vortex pair to infinity with the transfer of particles from the vicinity of its initial position over long
distances; disintegration of the pair and movement of vortices in different directions to infinity with the transfer
of particles from the vicinity of their initial positions. In the presence of a shear flow, stochastic scattering of
passive particles is typical, which is because of their chaotic dynamics.
Conclusion. We show that depending on the signs of intensities and parameters of the shear flow, a vortex pair
can be a ’carrier’ moving particles from the vicinity of its initial position over long distances, a ’mixer’ of particles
in a limited area of the plane, a ’scatterer’ of particles from a certain area along its path to infinity. The results
of the article can be useful in explaining the complexity of transfer processes in fluids and gas flows when vortex
pairs arise in them.
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Введение

Плоские вихревые структуры возникают и наблюдаются в двумерной турбулентности,
в атмосфере и океане [1,2], течениях в каналах [3,4], реализуются в физических эксперимен-
тах [5–7]. Двухмерность течения может быть обусловлена геометрическими ограничениями,
например, тонкий слой или пленка, наличием фоновых вращений системы, стратификаци-
ей жидкости. Простейшими вихревыми течениями, демонстрирующими сложное поведение,
являются пары вихрей на плоскости – системы из двух вихрей произвольной интенсивности.
Движения вихрей изучались, начиная с конца 19 века, аналитически, численно и экспери-
ментально. В результате выяснены многие фундаментальные свойства их динамики. Одним
из эффективных методов при этом оказалось математическое моделирование. Движения си-
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стемы из двух вихрей зависят от знаков интенсивностей (направления вращения) вихрей.
Если они одного знака (однонаправлены), то достаточно удаленные друг от друга вихри
вращаются вокруг общего центра интенсивностей, а при их различных знаках формирует-
ся движущийся по плоскости модон [6,8,9]. Сценарии усложняются при наличии сдвигового
течения, которое может принципиально изменять поведение вихревой пары [6,8, 10–13].

Во многих случаях эффекты вихревой динамики качественно верно описывает про-
стейшая математическая модель – конфигурация точечных вихрей. Она позволяет интер-
претировать физические эксперименты и понять обнаруженные в них эффекты [14], описать
структуру течения по информации о его скорости [15]. Это гамильтонова система обыкно-
венных дифференциальных уравнений, описывающая перемещение на плоскости сосредото-
ченных в точках вихрей с заданной интенсивностью, смотри [16,17]. Динамическая система,
описывающая движение точечных вихрей при отсутствии фоновых течений и других ослож-
няющих факторов интегрируема, а движения вихрей нестационарны. Сдвиговое течение
может приводить к существованию стационарных режимов и хаотизации динамики вих-
рей, нетривиальному рассеянию пассивных частиц, другим нелинейным эффектам [18–20].

Особенный интерес вызывают механизмы массопереноса и перемешивания жидкости
в вихревых течениях. Для их понимания полезно исследование процессов в простейшей
формулировке – в поле скорости, порождаемом системой точечных вихрей. В этом случае
перенос пассивной частицы может трактоваться как динамика системы из трех вихрей, но
интенсивность третьего вихря равна нулю. Несмотря на изученность динамики пары точеч-
ных вихрей, процессы переноса пассивных частиц в индуцированном им поле скорости до
конца не исследованы. Их аналитическое изучение затруднительно, что требует использо-
вать методы численного анализа. Особенно эффективны для этого оказываются подходы,
основанные на теории динамических систем [21–27].

Целью данной работы является демонстрация динамических эффектов и режимов пе-
реноса и перемешивания пассивных частиц, которые могут быть в вихревых структурах в
атмосфере, океанах и экспериментах. При изучении системы мы не переходим к подвижной
системе координат, что позволяет нагляднее соотнести данные наблюдений и эксперимен-
тов с результатами математического моделирования. Рассмотрена система двух точечных
вихрей в присутствии сдвигового течения с компонентами скорости линейно зависящими от
координат на плоскости. Статья состоит из введения, краткого описания модели и методов
её исследования, и раздела, посвященного обнаруженным сценариям переноса частиц без
сдвигового потока и при его присутствии.

1. Математическая модель пары точечных вихрей

Согласно [16,17,29] динамика 𝑁 точечных вихрей на плоскости в присутствии линей-
ного по координатам сдвигового течения описывается гамильтоновой системой обыкновен-
ных дифференциальных уравнений вида
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Здесь точка означает дифференцирование по времени 𝑡, 𝐻 – гамильтониан системы, (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) –
декартовы координаты вихря с номером 𝑖 на плоскости, а 𝜔𝑖 – его интенсивность (цирку-
ляция). Динамика системы определяется параметрами 𝜔𝑖 и координатами вихрей на плос-
кости (𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁) в начальный момент времени 𝑡 = 0. При 𝛼 = 𝛽 = 0, то есть
при отсутствии сдвигового потока, система (1) является классической системой точечных
вихрей [16,17]. Она имеет следующие независимые первые интегралы:
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Система точечных вихрей индуцирует поле скорости на всей плоскости. Движение
пассивной частицы с координатами (𝑥, 𝑦) в этом поле скорости описывается системой двух
дифференциальных уравнений с нестационарным гамильтонианом Ψ
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Здесь (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) – координаты точечного вихря с номером 𝑖 в момент времени 𝑡, а (𝑥, 𝑦) –
координаты пассивной частицы.

В статье рассмотрена модель пары вихрей – система (1) при 𝑁 = 2, и исследуется
движение пассивной частицы в индуцированном ими поле скорости на плоскости. То есть,
изучается система шести обыкновенных дифференциальных уравнений вида
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где первые четыре уравнения (4) описывают движения точечных вихрей, а (5) – дина-
мику пассивной частицы. Рассматриваются только начальные положения вихрей 𝑥1(0) =
0, 𝑦1(0) = 1 и 𝑥2(0) = 0, 𝑦2(0) = −1. Также неизменной принята интенсивность первого
вихря 𝜔1 = 1, а интенсивность второго 𝜔2 ∈ [−1, 1]∖{0}. Изучаются возможные сценарии
переноса пассивных частиц при изменении параметров 𝜔2, 𝛼, 𝛽.

Система уравнений (4) являлась предметом многих исследований и хорошо изуче-
на [6,16,17,28–30]. В частности, в [8,28] подробно анализируется система (4) динамики двух
точечных вихрей в рассматриваемом сдвиговом течении. Опираясь на перечисленные ра-
боты, приведем необходимые известные факты. Для дальнейшего важно рассмотреть две
характеристики – квадрат расстояния между вихрями 𝐷 = (𝑥1−𝑥2)

2+(𝑦1−𝑦2)
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по 𝑡 в силу системы (4) получим уравнения, определяющие динамику этих величин:

�̇� = 2 (𝑥1 − 𝑥2) (𝑦1 − 𝑦2) (𝛼− 𝛽) (6)
�̇�𝑐 = 𝛼𝑦𝑐, �̇�𝑐 = −𝛽𝑥𝑐 (7)

Легко показать, что центр интенсивностей (𝑥𝑐, 𝑦𝑐) при 𝜔1+𝜔2 ̸= 0 лежит на прямой, соеди-
няющей координаты (𝑥1, 𝑦1) и (𝑥2, 𝑦2) точечных вихрей на плоскости при всех 𝑡. Траектории
центра интенсивностей описываются интегралом системы (7):

𝛼

2
𝑦2𝑐 +

𝛽

2
𝑥2𝑐 = 𝐶 (8)

В зависимости от 𝛼, 𝛽, центр интенсивностей вихрей может перемещаться по эллипсам, ги-
перболам и прямым, покоиться когда 𝛼 = 𝛽. При этом, покоящемуся центру интенсивностей
может соответствовать как ограниченное, так и неограниченное движение вихрей на плос-
кости. Полная классификация возможных движений пары точечных вихрей в зависимости
от параметров системы (4) не является целью данной статьи, но многие сценарии описаны
в разделе 3. При отсутствии сдвигового течения (𝛼 = 𝛽 = 0) система (4) интегрируема в
силу существования достаточного числа независимых интегралов движения. В общем слу-
чае, при 𝛼2 + 𝛽2 ̸= 0 интегрируемость уравнений (4) нарушается, и возможна хаотическая
динамика вихрей [30,31].

2. Используемые численные методы анализа динамических систем

Основным инструментом исследования в статье является численный анализ. Это свя-
зано с нелинейностью рассматриваемых систем обыкновенных дифференциальных уравне-
ний и ограниченностью аналитических методов. Используемые методы и алгоритмы реа-
лизованы в среде Matlab [32]. Для контроля численных результатов расчеты воспроизводи-
лись с использованием методов различного порядка точности. Мы ограничились кратким
описанием методов и алгоритмов, а их подробное изложение можно найти в цитируемой
литературе. В работе применяются и реализованы следующие методы численного анализа:

1. Интеграторы высоких порядков точности, что обусловлено высокой чувствительно-
стью результатов вычислений для консервативных систем к погрешности методов.
Игнорирование этого может приводить к качественно неверным результатам. Исполь-
зовались методы ode89, входящий в набор интеграторов пакета Matlab [33] и метод
ode87 [34]. Использование таких методов позволило проводить численный анализ с
высокой точностью. Для контроля результатов отслеживалось сохранение интегра-
лов (2) в динамике. Для всех расчетов погрешность величин (2) не превышала 10−10.

2. Численное построение отображений Пуанкаре. В качестве секущей выбиралась гипер-
плоскость 𝑥1−𝑥2 = 0 в фазовом пространстве системы уравнений движения вихрей (4)
и пассивной частицы (5). Итогом построения отображения является множество точек в
R2, представляющих собой координаты пассивных частиц (𝑥, 𝑦) в момент возвращения
вихрей на заданную гиперплоскость, что соответствует полному обороту пары вихрей
вокруг центра интенсивностей. По отображениям Пуанкаре можно судить о динамике
частиц в окрестностях вихревой конфигурации на больших временах. Для расчета
траекторий при построении отображения Пуанкаре применялся интегратор ode87, а
уточнение точки на гиперплоскости проводилось с помощью метода Ньютона. В при-
сутствии сдвигового течения движение вихрей может быть двухчастотным, что влечет
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за собой ’смазывание’ отображения Пуанкаре для пассивных частиц (𝑥, 𝑦). Чтобы ни-
велировать эффект ’смазывания’ отображения, мы рассматриваем точки на секущей
относительно движущегося центра интенсивностей пары вихрей: 𝑥′ = 𝑥−𝑥𝑐, 𝑦

′ = 𝑦−𝑦𝑐,
что позволяет учесть одну из частот движения пары вихрей.

3. Динамика маркерных окружностей. Под маркерной окружностью 𝐶 (𝑅) мы понимаем
набор из 𝑁𝑚 маркерных точек на плоскости с начальными координатами

𝐶 (𝑅) =

{︂
(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) : 𝑥𝑘 = 𝑅 cos(𝜙𝑘), 𝑦𝑘 = 𝑅 sin(𝜙𝑘), 𝜙𝑘 =

2𝜋𝑘

𝑁𝑚
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁𝑚

}︂
(9)

Этот набор точек при большом 𝑁𝑚 хорошо приближает окружность радиуса 𝑅, а её
трансформации во времени наглядно иллюстрируют области со сложной структурой
течения, активного перемещения и возможного перемешивания пассивных частиц на
плоскости. Деформация маркерных окружностей связана с тем, что они, как правило,
не совпадают с линиями уровня интегралов движения, и демонстрируют возможное
поведение маркеров в реальных течениях, когда интегралы движения неизвестны. В
этом случае мы под перемешиванием маркерных окружностей подразумеваем услож-
нение их формы во времени и пространстве.
Расчеты проводились для пяти и более маркерных окружностей разного радиуса, каж-
дая из которых приближалась 𝑁𝑚 = 10000 точками. То есть, численно решалась за-
дача Коши для системы 2𝑁𝑚 + 4 обыкновенных дифференциальных уравнений.

4. Расчет поля локальных показателей Ляпунова (ЛПЛ). ЛПЛ служат инструментом
качественного анализа процессов перемешивания и массопереноса, а также позволя-
ют обнаружить застойные зоны и инвариантные множества в структуре потока. С
их помощью можно установить, насколько с течением времени близкие в начальный
момент частицы жидкости отдаляются друг от друга. Кроме того, поле ЛПЛ поз-
воляет находить транспортные барьеры для частиц жидкости в структуре течения.
Поскольку значения показателей изучаются на конечных временах и они зависят от
начальных данных, то речь идет о нахождении поля ЛПЛ. Используемый в работе
метод основан на схемах работ [35, 36], и достаточно подробно описан в [37]. В расче-
тах рассматривалась начальная область, включающая начальные положения вихрей.
На рисунках большим значениям ЛПЛ соответствует более светлый оттенок.

3. Сценарии переноса пассивных частиц

Цель статьи – демонстрация возможных режимов и эффектов при переносе пассивных
частиц в поле скорости двух точечных вихрей на плоскости, а не детальное исследование
системы (4)–(5) в зависимости от параметров. Нами рассматривалось фиксированное на-
чальное положение вихрей

𝑥1(0) = 𝑥2(0) = 0, 𝑦1(0) = 1, 𝑦2(0) = −1. (10)

Интенсивность вихря, расположенного в точке (0, 1) фиксировалась, и равнялась 𝜔1 = 1, а
интенсивность вихря в точке (0,−1) принимала значения в интервале 𝜔2 ∈ [−1, 1]∖{0}.

3.1. Сценарии переноса в отсутствии сдвигового течения. При 𝛼 = 𝛽 = 0,
то есть без сдвигового течения, динамика достаточно проста. Расстояние между точечны-
ми вихрями 𝐷 является константой, смотри (6), центр интенсивностей (𝑥𝑐, 𝑦𝑐) остается на
месте, (7), а вихри движутся по круговым траекториям вокруг него. В численно изучен-
ной динамике пассивных частиц не были найдены области хаоса, а каждая рассмотренная
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Рис. 1. Сечения Пуанкаре фазового пространства плоскостью 𝑥1 = 𝑥2 при отсутствии сдвигового течения
𝛼 = 𝛽 = 0. a) 𝜔1 = 𝜔2 = 1, b) 𝜔1 = 1, 𝜔2 = 0.3, c) 𝜔1 = 1, 𝜔2 = −0.1, d) 𝜔1 = 1, 𝜔2 = −0.5

Fig. 1. Poincaré sections of the phase space by the plane 𝑥1 = 𝑥2 in the absence of background flow 𝛼 = 𝛽 = 0.
a) 𝜔1 = 𝜔2 = 1, b) 𝜔1 = 1, 𝜔2 = 0.3, c) 𝜔1 = 1, 𝜔2 = −0.1, d) 𝜔1 = 1, 𝜔2 = −0.5

частица движется по своей замкнутой кривой на плоскости, смотри рис. 1. Это позволяет
предположить интегрируемость всей системы (4)–(5), что требует доказательства. Таким
образом, при отсутствии сдвигового течения рассматривается только перемешивание пас-
сивных частиц, связанное с деформацией и усложнением маркерных окружностей. Отме-
тим, что в частицах окружностей (9) значения интегралов (2) различны. Если в качестве
маркерных кривых в начальный момент выбирать линии уровня функции тока (3), то пе-
ремешивание в классическом понимании теории консервативных систем отсутствует в силу
предполагаемой интегрируемости динамики, что подтверждают расчеты.

При фиксированных координатах вихрей скорость пассивной частицы затухает при
𝑥 → ±∞ и 𝑦 → ±∞, и значительное перемещение пассивных частиц происходит в окрестно-
сти вихревой пары. Размер этой области зависит от положения вихрей, их направленности
и интенсивностей. При 𝛼 = 𝛽 = 0 выделяется три принципиально различных сценария
динамики вихрей и пассивных частиц:

a1. При 𝜔2 > 0 центр интенсивностей структуры лежит внутри отрезка, соединяю-
щего координаты вихрей. Это означает, что окружности, по которым движутся вихри, рас-
положены в окрестности центра координат, что ограничивает область активного переноса
пассивных частиц. Описанный сценарий иллюстрирует отображение Пуанкаре, представ-
ленное на рис. 1, a,b, и маркерные окружности на рис. 2, a,b.
В отображении Пуанкаре есть четыре эллиптические и три седловые особые точки. Сепара-
трисы седловых точек разделяют области качественно различной динамики в окрестностях
эллиптических точек. Эти области окружены замкнутыми кривыми, причем, чем дальше
от центра координат они расположены, тем медленнее движение на них.
На рис. 2, a изображено изменение маркерных окружностей для конфигурации с 𝜔2 = 1,
когда вихри вращаются по окружности единичного радиуса. Видно, что маркерная окруж-
ность наименьшего из рассмотренных радиусов трансформируется со временем, а другие
остаются практически неизменными. При 𝑡 ⩾ 5000 она распадается на набор точек, смотри
рис. 1, a, и демонстрирует наличие застойных областей в окрестностях вихрей и точек, со-
ответствующих особым точкам отображения Пуанкаре.
При нарушении симметрии вихревой пары, 𝜔2 = 0.3, координаты центра интенсивностей
(0, 0.5385), а радиусы окружностей движения вихрей 𝑟1 = 0.4615 и 𝑟2 = 1.5385. Это означа-
ет, что область активного переноса расширяется, большее число маркерных окружностей
деформируется, смотри рис. 2, b. Структура отображения Пуанкаре качественно сохраня-
ется, но размеры областей вокруг эллиптических особых точек меняются. Для этого случая
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Рис. 2. Динамика шести маркерных окружностей при отсутствии сдвигового течения 𝛼 = 𝛽 = 0. a) 𝜔1 =
𝜔2 = 1; b) 𝜔1 = 1, 𝜔2 = 0.3; c) 𝜔1 = 1, 𝜔2 = −0.5; d) 𝜔1 = 1, 𝜔2 = −0.9.

Fig. 2. Dynamics of six marker circles in the absence of background flow 𝛼 = 𝛽 = 0. a) 𝜔1 = 𝜔2 = 1; b)
𝜔1 = 1, 𝜔2 = 0.3; c) 𝜔1 = 1, 𝜔2 = −0.5; d) 𝜔1 = 1, 𝜔2 = −0.9.

было построено поле ЛПЛ, изображенное при 𝑡 = 4000 на рис. 3, левый кадр. Значения ЛПЛ
находятся в интервале [−0.0004, 0.005]. Видны транспортные барьеры между качественно
различными областями на плоскости и застойные зоны.

a2. При 𝜔2 ∈ (−1, 0) центр интенсивностей (𝑥𝑐 = 0, 𝑦𝑐 ∈ (1,∞)), вихри расположены
по одну сторону от него, и движутся по окружностям с центром в (𝑥𝑐, 𝑦𝑐). На рис. 1, c, d
видно, что в отображении Пуанкаре есть три эллиптические и две седловые особые точ-
ки. Наиболее активное перемещение частиц происходит в окрестностях сепаратрис сёдел,
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Рис. 3. Поле локальных показателей Ляпунова для трёх значений параметра 𝜔2 без сдвигового течения при
𝑡 = 4000. Светлый оттенок соответствует областям более активного перемешивания.

Fig. 3. Local Lyapunov exponents for three values of the 𝜔2 parameter without background flow at 𝑡 = 4000.
Light shade corresponds to regions of more active mixing.

а в окрестности (𝑥𝑐, 𝑦𝑐) образуется застойная зона, см. поле ЛПЛ на рис. 3, b. Маркерные
окружности при 𝜔2 = −0.5 даны на рис. 2, c. Когда 𝜔2 → −1 координаты центра интенсив-
ностей (𝑥𝑐, 𝑦𝑐) → (0,∞), траектории движения вихрей удлиняются, расширяется застойная
зона, смотри отображения Пуанкаре на рис. 1, c, d и динамику маркерных окружностей
на рис. 2, d. Видно, что деформации маркерных окружностей изменились – вихревая пара
захватывает и активно переносит частицы вдоль траектории своего движения.

a3. Когда 𝜔2 = −1 траекториями движения вихрей являются два параллельных луча.
Вихревая пара захватывает частицы из области, ограниченной сепаратрисами седловых
равновесий ’моментального векторного поля’ при 𝑡 = 0, и перемещает их вдоль своего
движения. Переносятся и перемешиваются частицы внутри этой области, на луче {(𝑥, 𝑦) :
𝑥 ⩾ 0, 𝑦 = 0} и его окрестности, смотри поле ЛПЛ на рис. 3, с.

3.2. Сценарии переноса в присутствии сдвигового течения. При 𝛼2 + 𝛽2 > 0
динамика вихрей и сценарии переноса пассивных частиц усложняются и становятся зна-
чительно разнообразнее. В большинстве случаев интегрируемость системы (4)–(5) наруша-
ется. Это приводит в возникновению областей хаотической динамики, что принципиально
отличает рассмотренные процессы перемешивания в присутствии и отсутствии сдвиговых
течений. Кроме того, области активного переноса не обязательно расположены в окрестно-
сти вихревой пары, т.к. задаются и сдвиговым течением. Его скорость определяется пара-
метрами 𝛼, 𝛽 и имеет компоненты:

𝑣𝑆𝑥 = �̇� = 𝛼𝑦, 𝑣𝑆𝑦 = �̇� = −𝛽𝑥. (11)

Система (11) совпадает с (7) и также описывает движение центра интенсивностей вихревой
пары. Очевидно, что при 𝛼 и 𝛽 одного знака пассивные частицы движутся в поле (11) по
эллипсам с центром в начале координат, а при различных знаках траектории частиц стре-
мятся к бесконечности за исключением особой точки (0, 0). Такое поведение демонстрирует
и динамика центра интенсивностей (𝑥𝑐, 𝑦𝑐). Наличие вихрей в области течения может су-
щественно менять динамику пассивных частиц в его окрестности, но достаточно далеко от
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Рис. 4. Траектории частиц в окрестности стационарной пары вихрей при 𝛼 = 1
4𝜋

≈ 0.079577, 𝜔1 = 𝜔2 = 1
при разных значениях параметра 𝛽: 𝑎) 𝛽 = −0.1, 𝑏) 𝛽 = 0.05, 𝑐) 𝛽 = 0.2, 𝑑) 𝛽 = 0.5.

Fig. 4. Particle trajectories in the neighbourhood of a stationary dipole at 𝛼 = 1
4𝜋

≈ 0.079577, 𝜔1 = 𝜔2 = 1 for
different values of the parameter 𝛽: 𝑎) 𝛽 = −0.1, 𝑏) 𝛽 = 0.05, 𝑐) 𝛽 = 0.2, 𝑑) 𝛽 = 0.5.

вихрей она определяется полем (11). Далее представлены результаты только для началь-
ных данных (10). Как и в предыдущем разделе мы не ставим целью полный анализ системы
(4)–(5) при 𝛼2 + 𝛽2 > 0, а ограничимся демонстрацией качественно различных сценариев.

b0. При наличии сдвигового течения возможны стационарные режимы. Приведем
примеры. Для начальных условий (10) при 𝜔1 = 𝜔2 = 1 имеется стационарное решение,
если 𝛼 = 1

4𝜋 , ∀𝛽. При этом, траектории пассивных частиц определяются функцией тока

Ψ = − 1

4𝜋

(︂
ln
(︀
𝑥2 + (𝑦 − 1)2

)︀
+ ln

(︀
𝑥2 + (𝑦 + 1)2

)︀)︂
+

𝛽

2
𝑥2 +

1

8𝜋
𝑦2 (12)

Центр интенсивностей вихрей находится в особой точке (𝑥𝑐 = 0, 𝑦𝑐 = 0), и не движется. При
𝛽 ⩽ 0 часть частиц остаются в окрестностях точечных вихрей, что видно на рис. 4, a. Из
остальных начальных данных поток уносит пассивные частицы на неограниченное рассто-
яние. Малейшее нарушение значения 𝜔2 приводит к смещению (𝑥𝑐, 𝑦𝑐) и распаду стацио-
нарного режима, т.к. возникает движение центра интенсивностей согласно (7).
При возмущении стационарного режима по параметру 𝛼 > 1

4𝜋 при 𝛽 = 0 вихревая пара с
начальными условиями (10) разрывается, сдвиговый поток уносит вихри вместе с частица-
ми в противоположные стороны на неограниченное расстояние.
Когда 𝛽 > 0 частицы перемещаются по замкнутым траекториям. C ростом 𝛽 меняется чис-
ло особых точек стационарного режима и поведение частиц в их окрестностях, например,
возникает область замкнутых траекторий около стационарных точек (0,±

√
5), это показано

на рис. 4, b, c, d. Стационарные режимы могут иметь разное количество особых точек и
сепаратрис, разделяющих области с качественно различным поведением, смотри рис. 4.

b1. При 𝜔2 > 0, 𝛼 ·𝛽 = 0 и 𝛼2+𝛽2 ̸= 0, существуют значения �̂� > 0 или 𝛽 > 0, меньше
которых движение пары вихрей состоит из комбинации перемещения центра интенсивно-
стей вдоль одной из осей координат, смотри (7), и вращения вихрей вокруг (𝑥𝑐(𝑡), 𝑦𝑐(𝑡)).
Пример дан на рис. 5, a, где траектории вихрей изображены толстыми кривыми, а тонкими
показано движение 20-ти пассивных частиц с начальными данными в квадрате со сторо-
ной 0.001 (помечен на рисунке). Видна сильная зависимость движения пассивных частиц
от начального положения, что объясняется их принадлежностью области хаотической ди-
намики. Хаотическая область не ограничена, смотри отображение Пуанкаре в подвижной
системе координат на рис. 6, a, и можно предположить, что все пассивные частицы со вре-
менем стремятся к бесконечности. Очевидно хаотическое рассеяние частиц в поле скорости
движущейся пары вихрей. Часть частиц ’выбрасывается’ из окрестности вихревой пары
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и начинает двигаться в поле сдвигового течения согласно (11). Маркерные окружности с
большим радиусом растягиваются под воздействием сдвигового течения, а окружности в
окрестности вихревой пары перемешиваются, смотри рис. 7, a.

Если 𝛼 = 0 центр интенсивностей стоит на месте при условиях (10). Если 𝛽 ∈ (0, 𝛽),
появление сдвигового течения разрушает структуру линий тока, изображенную на рис. 1, b.
Возникают области хаотического перемешивания в окрестности сепаратрис особых точек
отображения Пуанкаре без сдвигового течения, рис. 1, b. Отображение Пуанкаре при 𝛽 ≲ 𝛽
аналогично рис. 6, b, а траектории вихрей и частиц в исходной системе координат даны
на рис. 5, b. Видно, что траектории части частиц покидают окрестность вихревой пары за
конечное время. Маркерные окружности малого радиуса перемешиваются вблизи вихрей,
а большого растягиваются и сжимаются, смотри рис. 7, b.

Когда 𝛽 > 𝛽 вихревая пара ’разрывается’ – вихри разбегаются в противоположные
стороны, увлекая за собой часть частиц из окрестности их начального положения. Если 𝛽 <
0, вихри сохраняют периодическое движение по окружностям, а в их окрестности имеются
обширные области хаоса. Достаточно далекие от вихрей частицы движутся по близкой
к замкнутой траектории с медленным дрейфом на плоскости, частицы смещаются, и на
больших временах некоторые могут попасть в хаотическую область. И наоборот, частицы
из области хаоса могут попасть в область ’почти-регулярной’ динамики. Поведение частиц
похоже на динамику в поле скорости вихревого триполя [23] и CABC-течении [38].

Когда 𝛼 < 0, 𝛽 = 0, при любых значениях параметров вихри имеют периодическую
динамику относительно движущегося или покоящегося центра интенсивностей. При этом,
картина перемешивания схожа со случаем, когда 𝛼 = 0, 𝛽 < 0. Благодаря перемещению
пары вихрей и хаотизации динамики частиц, также есть эффект их рассеивания.

Когда 𝛼 · 𝛽 > 0, вихри движутся относительно центра интенсивностей с двумя ча-
стотами, но вид их траекторий зависит от параметров системы. Динамика частиц при по-
ложительных и отрицательных параметрах сдвигового течения качественно отличаются.
При 𝛼 < 0, 𝛽 < 0 перемешивание частиц локализовано в области движения вихревой пары,
рис. 5, d. Возникают большие и малые острова регулярной динамики около хаотических
областей, см. рис. 6, b. При 𝛼 > 0, 𝛽 > 0 может возникать обширная область хаотической
динамики в виде восьмерки в проекции на плоскость (𝑥, 𝑦), см. рис. 5, c, а отображение
Пуанкаре дано на рис. 6, c. Близкие к вихрям частицы могут покинуть окрестности вих-
рей, а затем вернуться в нее обратно. Достаточно далекие не принадлежащие области хаоса
частицы циркулируют вокруг начала координат по квазипериодической орбите.

Когда 𝛼 · 𝛽 < 0 при условиях (10), вихревая пара или уносится потоком, совершая
вращения вихрей относительно центра интенсивностей, или разрывается. В первом случае
вихри захватывают частицы и переносят их, причем частицы рассеиваются по плоскости,
а затем отдаляются от вихрей.

b2. Рассмотрим сценарии при 𝜔2 < 0. Наиболее простая динамика пары вихрей реа-
лизуется при нулевых значениях одного из параметров сдвигового потока. Например, при
𝛼 = 0 и 𝛽 < 0 вихри движутся по замкнутым орбитам, см. рис. 5, e. Поведение частиц
при этом сильно зависит от их начального положению относительно вихрей. При близких
начальных данных происходит перемешивание частиц в окрестности вихревой структуры,
а из далеких – движение по почти замкнутым орбитам.

Если 𝛽 > 0, то существует критическое значение этого параметра, при превышении
которого пара ’разрывается’ и движется попутно к бесконечности с увеличением расстояния
между вихрями. При параметрах меньше критического динамика вблизи структуры сходна
со случаем 𝛽 < 0, а при далеких начальных данных частицы переносятся к бесконечности
фоновым потоком.
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Рис. 5. Траектории вихрей (жирная синяя и красная линии), траектории 20-ти частиц (тонкие серые линии),
их начальные (квадрат) и конечное положения (кружки) при значениях параметров и времени: a) 𝜔2 = 0.3,
𝛼 = 0.0125, 𝛽 = 0, 𝑇 = 650; b) 𝜔2 = 0.3, 𝛼 = 0, 𝛽 = 0.01902, 𝑇 = 1700; c) 𝜔2 = 0.3, 𝛼 = 0.025, 𝛽 = 0.001,
𝑇 = 4000; d) 𝜔2 = 0.3, 𝛼 = −0.025, 𝛽 = −0.001, 𝑇 = 2000; e) 𝜔2 = −0.5, 𝛼 = 0𝛽 = −0.001, 𝑇 = 4000;
f) 𝜔2 = −0.5, 𝛼 = 0.025, 𝛽 = 0.001, 𝑇 = 8000; g) 𝜔2 = −0.8, 𝛼 = 0.1, 𝛽 = 0.08, 𝑇 = 2000; h) 𝜔2 = −1,
𝛼 = 0.1, 𝛽 = 0.08, 𝑇 = 900; i) 𝜔2 = −0.5, 𝛼 = −0.025, 𝛽 = 0, 𝑇 = 4000.

Fig. 5. Trajectories of vortices (thick blue and red lines), trajectories of 20 particles (thin gray lines), their
initial (square) and final positions (circles) for the parameter and time values: a) 𝜔2 = 0.3, 𝛼 = 0.0125, 𝛽 = 0,
𝑇 = 650; b) 𝜔2 = 0.3, 𝛼 = 0, 𝛽 = 0.01902, 𝑇 = 1700; c) 𝜔2 = 0.3, 𝛼 = 0.025, 𝛽 = 0.001, 𝑇 = 4000; d)
𝜔2 = 0.3, 𝛼 = −0.025, 𝛽 = −0.001, 𝑇 = 2000; e) 𝜔2 = −0.5, 𝛼 = 0𝛽 = −0.001, 𝑇 = 4000; f) 𝜔2 = −0.5,
𝛼 = 0.025, 𝛽 = 0.001, 𝑇 = 8000; g) 𝜔2 = −0.8, 𝛼 = 0.1, 𝛽 = 0.08, 𝑇 = 2000; h) 𝜔2 = −1, 𝛼 = 0.1, 𝛽 = 0.08,
𝑇 = 900; i) 𝜔2 = −0.5, 𝛼 = −0.025, 𝛽 = 0, 𝑇 = 4000.

При 𝛽 = 0 и 𝛼, не превышающем некоторого критического значения, центр интен-
сивностей движется вдоль оси абсцисс, а вихри вращаются вокруг него, см. рис. 5, i. Ча-
стицы в зависимости от начальных данных рассеиваются в полосе движения структуры.
При превышении критического 𝛼 вращение пары вихрей прекращается, и она движется к
бесконечности с увеличением расстояния между вихрями.

В широком интервале изменения параметров 𝛼 · 𝛽 > 0 реализуется сценарий сходный
с a2. Пара движется, перенося и перемешивая частицы в обширной области на плоскости.
Разница с a2 заключается в более сложной динамике вихрей, которая представляет собой
комбинацию колебаний относительно перемещающегося согласно (7) центра интенсивно-
стей. Это демонстрируют построенные отображения Пуанкаре для трех наборов параметров
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Рис. 6. Отображения Пуанкаре для частиц в системе с фоновым потоком. Отображение рассматривается
относительно центра интенсивностей: (𝑥′, 𝑦′) = (𝑥 − 𝑥𝑐, 𝑦 − 𝑦𝑐). 𝜔1 = 1, a) 𝜔2 = 0.3, 𝛼 = 0.0125, 𝛽 = 0 b)
𝜔2 = 0.3, 𝛼 = −0.025, 𝛽 = −0.001 c) 𝜔2 = 0.3, 𝛼 = 0.025, 𝛽 = 0.001 d) 𝜔2 = −0.8, 𝛼 = 0.16, 𝛽 = 0.08 e)
𝜔2 = −0.5, 𝛼 = −0.025, 𝛽 = −0.001 f) 𝜔2 = −0.5, 𝛼 = 0.025, 𝛽 = 0.001.

Fig. 6. Poincaré maps for particles in a system with a background flow. The map is considered relative to the center
of vorticity: (𝑥′, 𝑦′) = (𝑥−𝑥𝑐, 𝑦−𝑦𝑐). 𝜔1 = 1, a) 𝜔2 = 0.3, 𝛼 = 0.0125, 𝛽 = 0 b) 𝜔2 = 0.3, 𝛼 = −0.025, 𝛽 = −0.001
c) 𝜔2 = 0.3, 𝛼 = 0.025, 𝛽 = 0.001 d) 𝜔2 = −0.8, 𝛼 = 0.16, 𝛽 = 0.08 e) 𝜔2 = −0.5, 𝛼 = −0.025, 𝛽 = −0.001 f)
𝜔2 = −0.5, 𝛼 = 0.025, 𝛽 = 0.001

на рис. 6, d-f. Типичная для такого сценария динамика вихрей и пассивных частиц изобра-
жена на рис. 5, f. Размер и структура области перемешивания при этом зависит не только
от знаков параметров сдвигового потока, но и от соотношения всех параметров системы.
Различные области перемешивания демонстрируют маркерные окружности на рис. 7, c,d.

Выделяется случай диполя 𝜔2 = −1, при котором центр завихренности не определен.
Если 𝛼 · 𝛽 > 0, то диполь движется по раскручивающейся спирали, смотри рис. 5, h. При
𝛼 · 𝛽 < 0, происходит однонаправленный уход вихрей на бесконечность, причем скорость
одного их вихрей больше скорости другого. При незначительном увеличении 𝜔2 динамика
вихрей состоит из двух этапов – движение по раскручивающейся спирали до критической
ограничивающей кривой, и по закручивающейся спирали к началу координат. Такая дина-
мика изображена на рис. 5, g. Частицы внутри области движения диполя перемешиваются,
а извне вращаются вокруг области перемешивания.

Отметим, что при наличии сдвигового течения характерным свойством потока пас-
сивных частиц в большинстве рассмотренных случаев является возникновение областей
хаотической динамики. Это приводит к усложнению процессов переноса и перемешивания
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Рис. 7. Динамика шести маркерных окружностей в присутствии сдвигового течения. a) 𝜔2 = 0.3, 𝛼 =
0.0125, 𝛽 = 0; b) 𝜔2 = 0.3, 𝛼 = 0, 𝛽 = −0.001; c) 𝜔2 = −0.5, 𝛼 = 0.025, 𝛽 = 0.001; d) 𝜔2 = −0.8, 𝛼 = 0.16, 𝛽 =
0.08

Fig. 7. Dynamics of six marker circles in the presence of shear flow. a) 𝜔2 = 0.3, 𝛼 = 0.0125, 𝛽 = 0; b) 𝜔2 = 0.3,
𝛼 = 0, 𝛽 = −0.001; c) 𝜔2 = −0.5, 𝛼 = 0.025, 𝛽 = 0.001; d) 𝜔2 = −0.8, 𝛼 = 0.16, 𝛽 = 0.08

частиц. Это наглядно демонстрирует сравнение полей локальных показателей Ляпунова без
сдвигового течения и при его присутствии, смотри рис. 3 и 8. Это также является причиной
стохастического рассеяния частиц в ограниченной области, или в полосе движения диполя.
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Рис. 8. Поле локальных показателей Ляпунова для 𝜔2 = −0.5 в присутствии фоновых течений, определяе-
мых параметрами 𝛼 и 𝛽 при 𝑡 = 2000.

Fig. 8. Local Lyapunov exponents for 𝜔2 = −0.5 in the presence of background currents determined by parameters
𝛼 and 𝛽 at 𝑡 = 2000

4. Заключение

Представленное исследование продемонстрировало большое разнообразие сценариев
переноса пассивных частиц парой точечных вихрей на плоскости. В зависимости от знаков
интенсивностей вихрей и направления сдвигового потока возможны следующие сценарии:
локализация вихрей на плоскости вблизи их центра интенсивностей при перемешивании
пассивных частиц в их окрестности; движение пары по круговым орбитам вокруг центра
интенсивностей с переносом частиц из его малой окрестности и перемешиванием вблизи
орбит; движение вихрей вокруг перемещающегося в поле сдвигового течения центра интен-
сивностей в достаточно обширной области на плоскости с перемешиванием частиц внутри
неё; движение вихрей к бесконечности с переносом части или всех частиц из его окрестно-
сти на большие расстояния; распад вихревой пары и движение ее вихрей на бесконечность в
противоположные стороны с переносом частиц из их окрестностей на большие расстояния.
При наличии сдвигового течения типичным в переносе частиц является их стохастическое
рассеивание, что объясняется возникновением областей хаотической динамики в системе
движения пассивных частиц.

Несмотря на простоту рассмотренной математической модели двух точечных вихрей
полученные результаты частично объясняют разнообразие и сложность динамики при пере-
носе примеси в морских и атмосферных потоках при возникновении вихревых структур. К
такими явлениям можно отнести факты переноса примесей на большие расстояния, непред-
сказуемость динамики частиц жидкости при малом изменении их начального положения,
как рассеяние загрязнений по большой площади, так и их локализация в ограниченных об-
ластях, и другие эффекты. Другими словами, вихревая конфигурация двух вихрей может
быть как «перевозчиком», который перемещает частицы из окрестности своего начального
положения на большие расстояния, и практически не захватывает новых частиц по пути
своего следования, «перемешивателем» ограниченной области плоскости, так и «рассеива-
телем» частиц из некоторой начальной области по пути своего движения к бесконечности.

В статье рассмотрено только одно начальное положение вихрей – симметричное от-
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носительно оси абсцисс, и сдвигового течение со скоростями, линейно зависящими от вер-
тикальной координаты. Многое в динамике вихрей и пассивных частиц зависит от положе-
ния центра интенсивностей, особенно при наличии сдвигового течения. Его расположение
определяется интенсивностями вихрей и их начальным положением. В работе изменялась
только интенсивность одного из вихрей и параметры сдвигового потока, но этого оказалось
достаточно для реализации качественно различных нетривиальных сценариев динамики
вихревой структуры и процессов переноса пассивных частиц. Естественно ожидать, что при
изменении других характеристик вихрей и сдвигового течения могут возникать и другие,
возможно более сложные сценарии. Все результаты получены с помощью методов числен-
ного анализа динамических систем, что еще раз продемонстрировало их эффективность
для анализа задач математической гидродинамики.

Авторы благодарят анонимного рецензента за полезные замечания. Работа выполнена
при поддержке Российского научного фонда, грант № 23-21-00371 «Развитие вычислитель-
ных методов и алгоритмов анализа и идентификации вихревых структур».
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