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Аннотация. Целью работы является исследование возможностей образования центров топологических каустических
особенностей типа катастроф при зондировании электромагнитными волнами унимодального плазменного слоя. Цен-
тры каустических особенностей соответствуют областям фокусировок электромагнитных полей различных порядков.
Поэтому их исследование является актуальной задачей. Методы. В статье разработан метод вычисления положения
центров особенностей в расширенном пространстве параметров, к которым, помимо координат, относятся высота
плазменного слоя, угол выхода луча, отношение плазменной частоты к рабочей частоте и кубичность. При вычислении
лучевых траекторий использован метод бихарактеристик Гамильтона–Лукина. Результаты. Выполнено математическое
моделирование на примере плоскослоистого плазменного слоя с кубической зависимостью электронной концентрации
от высоты. Получены явные выражения для производных эйконала до восьмого порядка включительно, что обес-
печивает возможность определения центров основных каспоидных катастроф. Построены графики зависимостей
координат, высоты отражения траектории от плазменного слоя, расстояния от источника излучения до плазменного
слоя, угла выхода луча и отношения плазменной частоты к рабочей частоте от кубичности для катастрофы типа
«бабочка». Показано, что высота отражения траектории от плазменного слоя, расстояние от источника излучения
до плазменного слоя и высота особенности достигают максимальных значений для параболического слоя. Установлено,
что особенность типа «бабочка» возникает даже тогда, когда непрерывной является не только сама функция, описы-
вающая электронную концентрацию, но и её производная. Заключение. Разработанный подход позволяет находить
центры не только катастрофы типа «бабочка», но и центры других топологических каспоидных особенностей: «клюв»,
«ласточкин хвост», «вигвам», «звезда», что имеет большое практическое значение при изучении распространения
радиоволн в ионосферной плазме.

Ключевые слова: каустические структуры, особенности, распространение радиоволн, бихарактеристическая система,
волновые катастрофы.
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Abstract. The purpose of the work is to investigate the possibilities of formation of centers of topological caustic singularities of
the catastrophe type during probing of a unimodal plasma layer by electromagnetic waves. The centers of caustic singularities
correspond to the focusing regions of electromagnetic fields of different orders. Therefore, their study is an urgent task.
Methods. The article develops a method for calculating the position of the centers of singularities in an extended parameter
space, which in addition to coordinates include the height of the plasma layer, the angle of the ray exit, the ratio of the
plasma frequency to the operating frequency, and cubicity. The Hamilton–Lukin bicharacteristic method is used to calculate
the ray trajectories. Results. Mathematical modeling is performed using the example of a flat-layered plasma layer with a
cubic dependence of the electron concentration on the height. Explicit expressions for the eikonal derivatives up to the eighth
order inclusive are obtained, which makes it possible to determine the centers of the main cuspoid catastrophes. Graphs are
constructed for the dependences of coordinates, the height of the trajectory reflection from the plasma layer, the distance from
the radiation source to the plasma layer, the ray exit angle, and the ratio of the plasma frequency to the operating frequency
on cubicity for a butterfly-type catastrophe. It is shown that the height of the trajectory reflection from the plasma layer, the
distance from the radiation source to the plasma layer, and the height of the singularity reach maximum values for a parabolic
layer. It is established that a butterfly-type singularity occurs even when not only the function itself describing the electron
concentration is continuous, but also its derivative. Conclusion. The developed approach allows us to find the centers of not
only the “butterfly” type catastrophe, but also the centers of other topological cuspoid singularities: “cusp”, “swallow tail”,
“wigwam”, “star”, which is of great practical importance in studying the propagation of radio waves in ionospheric plasma.
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Введение

Задачи исследования особенностей распространения и дифракции электромагнитных и аку-
стических волн относятся к актуальным проблемам радиофизики. Этим вопросам посвящены
многочисленные исследования, среди которых необходимо в первую очередь отметить работы
Ю. В. Гуляева [1–4], а также работы В. Л. Гинзбурга [5], К. Г. Баддена [6], В. П. Маслова [7],
К. Дэвиса и др. [8].

При асимптотическом описании процессов распространения и дифракции волн, когда длина
волны много меньше характерных размеров среды распространения, наиболее популярными
являются лучевые методы: метод геометрической оптики или геометрическая теория дифракции.
В частности, лучевые методы являются линейными и позволяют находить решения в многолуче-
вых областях на основе суперпозиции. Однако принцип суперпозиции нарушается в окрестности
огибающих лучевых семейств — каустик и их особенностей, что приводит к нелинейным явлениям
и необходимости дополнительных исследований [9–11]. Каустические поверхности являются об-
ластями повышенной амплитуды поля (области фокусировки) и разделяют пространство на зоны
с разным числом лучей.
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Классификации особенностей каустических структур посвящена теория особенностей
дифференцируемых отображений, более известная как теория катастроф [12–15]. В двумерной
задаче распространения волн, согласно работам [13,14,16], устойчивы только две особенности:
сама каустика (катастрофа 𝐴2) и каустическое остриё (катастрофа 𝐴3 — «клюв»). В трёхмерном
пространстве к ним добавляются ещё три особенности: «ласточкин хвост» (катастрофа 𝐴4),
«эллиптическая омбилика» (катастрофа 𝐷−

4 ) и «гиперболическая омбилика» (катастрофа 𝐷+
4 ).

Однако на самом деле при наличии дополнительных параметров даже в двумерной задаче
возникают сечения каустических особенностей более высоких порядков [17–20]. Оказывается,
что при определённых значениях параметров возникают не только сечения особенностей, но
и сами центры фокусировок [21]. В настоящей работе на примере неоднородного плазменного
слоя (слоя ионосферной или лабораторной плазмы) разработана методика определения центров
каустических каспоидных особенностей и выполнено численное моделирование.

1. Постановка задачи

Рассмотрим распространение электромагнитных волн в плоскослоистой среде на основе
лучевого подхода. Пусть диэлектрическая проницаемость среды зависит только от одной из
трёх декартовых координат r = (𝑥, 𝑦, 𝑧) — координаты 𝑧: 𝜀(𝑧,b), а вектор b — это набор
дополнительных параметров. Обозначим как µ(𝑆, ρ) обобщенный эйконал, в котором S — это
начальный параметр выхода луча: 𝑆 = 𝑘𝑥/𝑘0, 𝑘𝑥 — горизонтальная компонента волнового
вектора 𝑘𝑥, а 𝑘0 = ω/𝑐 — волновое число в пустоте (или вне плазмы), ω — круговая частота,
c — скорость света в вакууме. Величина ρ = (r,b). Уравнения лучей (бихарактеристическая
система Гамильтона–Лукина) имеют вид [22, 23]:

𝑑r

𝑑𝑡
= −𝜕 Γ

𝜕 k

⧸︂
𝜕 Γ
𝜕 ω

,
𝑑k

𝑑𝑡
=

𝜕 Γ
𝜕 r

⧸︂
𝜕 Γ
𝜕 ω

, Γ = (k,k)− ω
2

𝑐2
𝜀 (1)

(k,k)− ω2
𝑐2
𝜀 = 0 — это дисперсионное соотношение. Если среда распространения плоскослоистая

и изотропная, то уравнения упрощаются, так как

𝑑 𝑘𝑥
𝑑𝑡

=
𝑑 𝑘𝑦
𝑑𝑡

= 0. (2)

Следовательно, компоненты волнового вектора 𝑘𝑥 и 𝑘𝑦 постоянные. В дальнейшем это позволяет
рассматривать распространение сигнала в плоскости (𝑥, 𝑧) и считать, что 𝑘𝑧 = 0.

Таким образом, из бихарактеристической системы (1) остаются три уравнения:

𝑑 𝑘𝑧
𝑑𝑡

=
ω2𝜀′𝑧
(ω2𝜀)′ω

,
𝑑 𝑧

𝑑𝑡
=

2𝑘𝑧𝑐
2

(ω2𝜀)′ω
,

𝑑 𝑥

𝑑𝑡
=

2𝑘𝑥𝑐
2

(ω2𝜀)′ω
, (3)

из которых можно исключить время 𝑡:

𝑑 𝑘𝑧
𝑑𝑥

=
ω2𝜀′𝑧
2𝑘𝑥𝑐2

,
𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑘𝑧
𝑘𝑥

. (4)

Учитывая вид гамильтониана и (2), систему (4) можно представить в виде

𝑑𝑘𝑧
𝑑𝑥

=
𝑘0
2

𝜀′𝑧
𝑆
,

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

±𝑞

𝑆
, 𝑞 =

√︀
𝜀− 𝑆2. (5)

Знак «+» соответствует восходящей части лучевой траектории, а знак «−» — нисходящей (рис. 1).
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δ

a b

Рис. 1. Траектория луча в плазменном слое, a — особая точка внутри слоя, b — особая точка вне слоя

Fig. 1. Ray trajectory in the plasma layer, a — special point inside the layer, b — special point outside the layer

Хотя бихарактеристическая система, дополненная начальными условиями, в соответствии
с теоремой Коши имеет единственное решение в фазовом пространстве, то есть в пространстве
(r,k), в конфигурационном пространстве (то есть в пространстве координат) лучи могут пересе-
каться, образуя области интерференции, и иметь огибающие — каустики, которые, в свою очередь,
имеют особенности разных порядков, интерпретируемые как зоны фокусировок.

Центр фокусировки в плоскослоистой среде может быть найден как решение системы
уравнений [6, 21, 24, 25]:

µ1 = 0, µ2 = 0, µ3 = 0, ... , µ𝑛 = 0, µ𝑛+1 ̸= 0, (6)

где µ𝑛 = 𝜕𝑛µ/𝜕𝑆𝑛. Первое уравнение из списка (6) определяет траекторию луча. Если к нему
добавить второе уравнение, то их решением является уравнение каустики (согласно теории ка-
тастроф — особенность 𝐴2), три первых уравнения позволяют найти положение каустического
острия (особенность 𝐴3), четыре уравнения определяют центр «ласточкиного хвоста» (особен-
ность 𝐴4), пять уравнений — это «бабочка» (𝐴5), шесть — «вигвам» (𝐴6), семь — «звезда» (𝐴7)
и т. д. [21, 26–28]. Обращение в нуль первых 𝑛 уравнений указывает на образование каспоидной
катастрофы 𝐴𝑛 при условии, что µ𝑛+1 ̸= 0. Для того чтобы система уравнений имела решение,
необходимы, кроме координат, дополнительные параметры, обозначенные в работе как b, которые
и обеспечат необходимый порядок фокусировки (тип особенности). Подробнее они рассмотрены
ниже.

2. Метод определения центров каспоидных катастроф

Если среда распространения — холодная изотропная плазма, то эффективную диэлектриче-
скую проницаемость можно представить в виде

𝜀 = 1− 𝑎2𝑁(𝑧). (7)

Будем считать, что плазменный слой начинается на высоте 𝑧 = δ (см. рис. 1) и имеет
максимум на высоте 𝑧 = 𝑧𝑀𝑧. До высоты 𝑧 = δ траектория луча — прямая линия. Тогда
можно считать, что 𝑎 = ω𝑝/ω, где ω𝑝 — значение круговой плазменной частоты в максимуме
слоя, а функция 𝑁(𝑧) описывает нормированное распределение электронной концентрации.
В дальнейшем предположим, что координаты 𝑥, 𝑧 и δ нормированы на полутолщину плазменного
слоя 𝑧∆ = 𝑧𝑀 − δ. Луч отражается от ионосферы на высоте 𝑧 = 𝑧𝑚 (𝑧𝑚 < 𝑧𝑀 ) и достигает
каустики (или её особенности) в точке 𝑜. При этом сама точка 𝑜 может находиться как внутри
слоя (рис. 1, a), так и вне его (рис. 1, b). Следует отметить, что каустика или её особенность
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не оставляет никаких следов на лучевой траектории, поскольку возникновение каустик это
не индивидуальное, а групповое свойство лучевых траекторий.

Нормированный эйконал в плоскослоистой среде в случае, когда особая точка находится
в слое (рис. 1, a), можно представить в виде [21, 29]:

µ = 𝑆𝑥𝑜 + 𝐶δ+

𝑧𝑜∫︁
δ

𝑞𝑑𝑧 + 2

𝑧𝑚∫︁
𝑧𝑜

𝑞𝑑𝑧 (8)

или
µ = 𝑆𝑥𝑜 + 𝐶δ+𝑊1 + 2𝑉1, (9)

где

𝑊1 =

𝑧𝑜∫︁
δ

𝑞𝑑𝑧, 𝑉1 =

𝑧𝑚∫︁
𝑧𝑜

𝑞𝑑𝑧, 𝐶 =
√︀
𝜀(0)− 𝑆2. (10)

Если особая точка находится под слоем, то

µ = 𝑆𝑥𝑜 + 𝐶(δ− 𝑧𝑜) + 2

𝑧𝑚∫︁
δ

𝑞𝑑𝑧. (11)

Если умножить µ на большой параметр Λ = 𝑘0𝑧∆ = ω
𝑐 𝑧∆, то можно получить значение

эйконала в радианах.
На рис. 2 приведены сечения особенности каустической и лучевой структур катастрофы 𝐴5

в случае, когда каустическая структура развита и центр фокусировки не лежит в плоскости (𝑥, 𝑧).
Рассмотрим выражение (9). Для того чтобы получить производные эйконала, следует

продифференцировать (9) необходимое число раз (𝑛) по параметру 𝑆, то есть найти

µ𝑛 = µ1𝑛 + µ2𝑛 + µ3𝑛 + µ4𝑛. (12)

a b

Рис. 2. Сечения особенности каустической и лучевой структур катастрофы 𝐴5

Fig. 2. Sections of the singularities of the caustic and ray structures of the catastrophe 𝐴5
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Дифференцирование первых трёх слагаемых не вызывает затруднений. Первое слагаемое
имеет только первую производную, отличную от нуля. Поэтому

µ11 = 𝑥𝑜, µ1𝑛 = 0, 𝑛 > 1. (13)

Во втором слагаемом дифференцируется 𝐶. Введя обозначения ℎ = 𝑆/𝐶, 𝐶𝑛 = 𝜕𝐶/𝜕𝑆,
𝜀0 = 𝜀(0), находим:

𝐶1 = −ℎ, 𝐶2 = − 𝜀0
𝐶3

, 𝐶4 = −(1 + 5ℎ2)
3𝜀0
𝐶5

, 𝐶5 = −ℎ(3 + 7ℎ2)
15𝜀0
𝐶6

,

𝐶6 = −(1 + 14ℎ2 + 21ℎ4)
45𝜀0
𝐶7

, 𝐶7 = −ℎ(5 + 30ℎ2 + 33ℎ4)
315𝜀0
𝐶8

, (14)

𝐶8 = −(5 + 135ℎ2 + 495ℎ4 + 429ℎ6)
315𝜀0
𝐶9

.

Поэтому
µ2𝑛 = δ𝑛. (15)

Для дифференцирования третьего слагаемого справедлива рекуррентная формула:

𝜕𝑊𝑛

𝜕𝑆
= (2𝑛− 3)𝑆 ·𝑊𝑛+1, (16)

в которой

𝑊𝑛 =

𝑧𝑜∫︁
δ

𝑞3−2𝑛𝑑𝑧. (17)

Тогда

𝜕𝑊1

𝜕𝑆
= −𝑆 ·𝑊2,

𝜕2𝑊1

𝜕𝑆2
= −𝑊2 − 𝑆2 ·𝑊3,

𝜕3𝑊1

𝜕𝑆3
= −3𝑆𝑊3 − 3𝑆3 ·𝑊4,

𝜕4𝑊1

𝜕𝑆4
= −3(𝑊3 + 6𝑆2 ·𝑊4 + 5𝑆4 ·𝑊5),

𝜕5𝑊1

𝜕𝑆5
= −45𝑆𝑊4 − 150𝑆3 ·𝑊5 + 105𝑆5 ·𝑊6,

𝜕6𝑊1

𝜕𝑆6
= −45(𝑊4 + 15𝑆2 ·𝑊5 + 35𝑆4 ·𝑊6 + 21𝑆6 ·𝑊7), (18)

𝜕7𝑊1

𝜕𝑆7
= −315𝑆( 5𝑊5 + 35𝑆2 ·𝑊6 + 63𝑆4 ·𝑊7 + 33𝑆6 ·𝑊8),

𝜕8𝑊1

𝜕𝑆8
= −315 ( 5 + 140𝑆2 ·𝑊6 + 630𝑆4 ·𝑊7 + 924𝑆6 ·𝑊8 + 429𝑆8 ·𝑊9).

Следовательно,

µ3𝑛 =
𝜕𝑛𝑊1

𝜕𝑆𝑛
. (19)

Перейдём теперь к вычислению четвёртого слагаемого. Продифференцируем 𝑉1 по 𝑆.
Учитывая, что вертикальная точка отражения волны от плазменного слоя определяется из условия

𝑞 = 0 ∼ 𝜀(𝑧𝑚) = 𝑆2, (20)

находим

𝜕𝑉1

𝜕𝑆
= −𝑆

𝑧𝑚∫︁
𝑧𝑜

𝑑𝑧

𝑞
, (21)
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а это в силу условия (20) — несобственный интеграл. Дальнейшее дифференцирование (21) по 𝑆
будет увеличивать степень 𝑞 в знаменателе, и интеграл станет расходящимся. Чтобы избавиться от
особенности в знаменателе, следует проинтегрировать (21) по частям. Тогда получаем сходящееся
выражение, которое можно дифференцировать в дальнейшем:

𝜕𝑉1

𝜕𝑆
= − 2𝑆

𝑎2𝑁1

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧𝑜

+
2𝑆

𝑎2

𝑧𝑚∫︁
𝑧𝑜

32 𝑞𝑑𝑧, 32 =
𝑁2

𝑁2
1

, 𝑁𝑛 =
𝜕𝑁(𝑧)

𝜕𝑧𝑛
(22)

Повторяя эту процедуру, получаем рекуррентное выражение:

𝜕𝑉𝑛

𝜕𝑆
= −2𝑆

𝑎2

⎛⎝ 3𝑛 𝑞
𝑁1

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧𝑜

+

𝑧𝑚∫︁
𝑧𝑜

3𝑛+1 𝑞𝑑𝑧

⎞⎠ = −2𝑆

𝑎2

(︃
3𝑛 𝑞
𝑁1

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧𝑜

+ 𝑉𝑛+1

)︃
, (23)

в котором введено обозначение

𝑉𝑛 =

𝑧𝑚∫︁
𝑧𝑜

3𝑛 𝑞𝑑𝑧, (24)

причем

3𝑛+1 =
𝜕

𝜕𝑧

(︂
3𝑛
𝑁1

)︂
, 𝑛 ⩾ 2. (25)

Пусть

𝐸𝑛 =
1

𝑁𝑛
1

𝜕𝑛𝑁(𝑧)

𝜕𝑧𝑛
, 𝑛 ⩾ 2. (26)

Тогда

31 = 1,

32 = 𝐸2,

33 = 𝐸3 − 3𝐸2
2 ,

34 = 𝐸4 − 10𝐸2𝐸3 + 15𝐸3
2 ,

35 = 𝐸5 − 10𝐸2
3 − 15𝐸2𝐸4 + 105𝐸3𝐸

2
2 − 105𝐸4

2 ,

36 = 𝐸6 − 21𝐸2𝐸5 − 35𝐸3𝐸4 + 210𝐸4𝐸
2
2 + 280𝐸2𝐸

2
3 − 1260𝐸3

2𝐸3 + 945𝐸5
2 ,

38 = 𝐸8 − 36𝐸2𝐸7 − 84𝐸3𝐸6 − 126𝐸4𝐸5 + 630𝐸6𝐸
2
2 + 2520𝐸2𝐸3𝐸5 + 1575𝐸2𝐸

2
4 +

+2100𝐸2
3𝐸4 − 34650𝐸2

2𝐸3𝐸4 − 6930𝐸2
3𝐸5 − 15400𝐸2𝐸

3
3 + 138600𝐸3

2𝐸
2
3 +

+51975𝐸4𝐸
4
2 − 270270𝐸3𝐸

5
2 + 135135𝐸7

2 ,

39 = 𝐸9 − 45𝐸2𝐸8 − 120𝐸3𝐸7 − 210𝐸4𝐸6 − 126𝐸2
5 + 990𝐸2

2𝐸7 + 4620𝐸2𝐸3𝐸6 +

+6930𝐸2𝐸4𝐸5 + 4620𝐸2
3𝐸5 + 5775𝐸3𝐸

2
4 − 13860𝐸3

2𝐸6 − 83160𝐸2
2𝐸3𝐸5 −

−138600𝐸2𝐸
2
3𝐸4 − 51975𝐸2

2𝐸
2
4 + 900900𝐸3

2𝐸3𝐸4 − 15400𝐸4
3 + 135135𝐸4

2𝐸5 +

+600600𝐸2
2𝐸

3
3 − 3153150𝐸4

2𝐸
2
3 − 945945𝐸5

2𝐸4 + 4729725𝐸6
2𝐸3 − 2027025𝐸8

2 . (27)
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Дифференцируя четвёртое слагаемое в формуле (9), окончательно находим:

µ41 = − 4𝑆 𝑞

𝑎2𝑁1
+ 𝑆 𝑉2, 𝑁1 =

𝜕𝑁(𝑧𝑜)

𝜕 𝑧
, (28)

µ42 = 𝑉2 −
4
(︀
𝑞2 − 𝑆2

)︀
𝑎2𝑞 𝑁1

− β2𝑆2𝑞 − 𝑆2 𝑉3, (29)

µ43 =
4
(︀
3𝑑+ 𝑑3

)︀
𝑎2𝑁1

+ β2 𝑞2
(︀
𝑑3 − 3𝑑

)︀
+ β3 𝑞 𝑆3 − 3𝑆 𝑉3 + 𝑆3 𝑉4, 𝑑 =

𝑆

𝑞
, (30)

µ44 =
β1
𝑞5

+ β2𝑞
(︀
6𝑑2 − 3 + 𝑑4

)︀
+ β3𝑞3

(︀
6𝑑2 − 𝑑4

)︀
− β4 𝑞 𝑆4 − 3𝑉3 + 6𝑆2𝑉4 − 𝑆4𝑉5, (31)

µ45 = 5
𝑑β1
𝑞6

+ β2
(︀
15𝑑+ 10𝑑3 + 3𝑑5

)︀
+ β3 𝑞2

(︀
15𝑑− 10𝑑3 − 𝑑5

)︀
+ β4 𝑞4

(︀
𝑑5 − 10𝑑3

)︀
+

+ β5 𝑆5𝑞 + 15𝑆 𝑉4 − 10𝑆3 𝑉5 + 𝑆5 𝑉6, (32)

µ46 = 5
β1
𝑞7
(︀
1 + 7𝑑2

)︀
+ 15β2

𝜀3

𝑞7
+ 3β3 𝑞

(︀
5− 15𝑑2 − 5𝑑4 − 𝑑6

)︀
+

+β4 𝑞3
(︀
15𝑑4 + 𝑑6 − 45𝑑2

)︀
+ β5 𝑞5

(︀
15𝑑4 − 𝑑6

)︀
− β6𝑆6𝑞 +

+15𝑉4 − 45𝑆2 𝑉5 + 15𝑆4 𝑉6 − 𝑆6 𝑉7, (33)

µ47 = 105
β1
𝑞8
(︀
𝑑+ 3𝑑3

)︀
+ 105β2 𝑆

𝜀3

𝑞9
− 3β3

(︀
35𝑑+ 35𝑑3 + 21𝑑5 + 5𝑑7

)︀
+

+β4 𝑞2
(︀
3𝑑7 + 21𝑑5 + 105𝑑3 − 105𝑑

)︀
+ β5 𝑞4

(︀
105𝑑3 − 21𝑑5 − 𝑑7

)︀
+

+β6 𝑞6
(︀
𝑑7 − 21𝑑5

)︀
+ β7 𝑆7𝑞 − 105𝑆 𝑉5 + 105𝑆3 𝑉6 − 21𝑆5 𝑉7 + 𝑆7 𝑉8, (34)

µ48 = 105
β1
𝑞9
(︀
1 + 18𝑑2 + 33𝑑4

)︀
+ 105β2

(︀
1 + 9𝑑2

)︀ 𝜀3
𝑞9

− 105β3
𝜀4

𝑞9
+

+3β4𝑞
(︀
5𝑑8 + 28𝑑6 + 70𝑑4 + 140𝑑2 − 35

)︀
+ β5 𝑞3

(︀
420𝑑2 − 210𝑑4 − 28𝑑6 − 3𝑑8

)︀
+

+β6𝑞5
(︀
28𝑑6 + 𝑑8 − 210𝑑4

)︀
+ β7 𝑞7

(︀
28𝑑6 − 𝑑8

)︀
− β8𝑑8𝑞9 − 105𝑉5 +

+420𝑆2 𝑉6 − 210𝑆4 𝑉7 + 28𝑆6 𝑉8 − 𝑆8 𝑉9. (35)

В выражениях (28)–(35) все величины вычисляются при 𝑧 = 𝑧𝑜,

𝑉𝑛 =
2𝑛

𝑎2(𝑛−1)
𝑉𝑛, β1 =

12𝜀2

𝑎2𝑁1
, β𝑛 =

2𝑛+1

𝑎2𝑛𝑁1
3𝑛, 𝑛 ⩾ 2. (36)

Перейдём теперь к численным результатам.

3. Численное моделирование

Рассмотрим плазменный слой с кубической зависимостью нормированной электронной
концентрации от высоты 𝑧:

𝑁(𝑧) =

{︃
𝑄
(︀
2 + 𝑝− (1 + 2𝑝)𝑄+ 𝑝𝑄2

)︀
, 𝑄 = 𝑧 − δ, 𝑧 ⩾ δ,

0, 𝑧 ⩽ δ.
(37)

Если 𝑝 = 0, то 𝑁(𝑧) — параболический плазменный слой [22, 23]:

𝑁(𝑧) =

{︃
𝑄 (2−𝑄) , 𝑄 = 𝑧 − δ, 𝑧 ⩾ δ,

0, 𝑧 ⩽ δ.
(38)
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Для того чтобы найти центр особенности 𝐴5 («бабочка»), формально устойчивой только
в четырёхмерном пространстве [19, 20], необходимо, чтобы в ноль обращались пять первых
производных эйконала (6), а шестая была не равна нулю. Это возможно в пространстве пяти
параметров: 𝑥𝑜, 𝑧𝑜, δ, 𝑆, 𝑎. Для этого нам достаточно численно решить четыре уравнения

µ2 = 0, µ3 = 0, µ4 = 0, µ5 = 0 (39)

относительно последних четырёх переменных, поскольку 𝑥𝑜 однозначно определяется из урав-
нения µ1. На рис. 3 и 4 представлены графики зависимостей исследуемых параметров в центре
топологической особенности (катастрофы) типа «бабочка» (то есть в точке с координатами
(𝑥𝑜, 𝑧𝑜)) при различных значения параметра 𝑝 — коэффициента кубичности слоя. На рис. 3, а
показана зависимость угла выхода луча θ из источника излучения от кубичности 𝑝 (θ = arccos𝑆).
Поведение θ качественно различно на правой и левой части рисунка. Если 𝑝 < 0.5, угол резко
убывает, а при 𝑝 > 0.7 после максимума (∼ 49∘) наблюдается медленное спадание.

Зависимости 𝑎(𝑝) (рис. 3, b), δ(𝑝), 𝑧𝑜(𝑝) и 𝑧𝑚(𝑝) (рис. 4) имеют ярко выраженный макси-
мум, правда, при разных значениях 𝑝. Функция 𝑎(𝑝) имеет максимальное значение при 𝑝 = 1,
когда отношение плазменной частоты к рабочей немного превышает 0.96, а зависимости δ(𝑝),
𝑧𝑜(𝑝) и 𝑧𝑚(𝑝) имеют максимум при 𝑝 = 0, когда плазменный слой становится параболическим.
Для зависимости горизонтальной координаты особенности 𝑥𝑜(𝑝) максимум смещается в область
отрицательных значений 𝑝 (рис. 4, b).

θ

45
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35

30
-1.0   -0.5    0.0     0.5     1.0     1.5    2.0 p p

a

0.94
0.92
0.90
0.88
0.86
0.84
0.820.82
-1.0   -0.5    0.0    0.5    1.0    1.5     2.0

a b

Рис. 3. Зависимость угла θ (a) и отношения частот 𝑎 (b) от параметра кубичности 𝑝

Fig. 3. Dependence of the angle θ (a) and the frequency ratio 𝑎 (b) on the cubicity parameter 𝑝

a b

Рис. 4. Зависимость нижней границы слоя δ, положения центра особенности 𝑧𝑜 и высоты отражения луча 𝑧𝑚 (a)
и координаты особенности 𝑥𝑜 от кубичности 𝑝 (b)

Fig. 4. Dependence of the lower boundary of the layer δ, the position of the center of the singularity 𝑧𝑜 and the height of the
ray reflection 𝑧𝑚 (a) and the coordinate of the singularity 𝑥𝑜 on the cubicity 𝑝 (b)

Крюковский А. С., Растягаев Д. В.
Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 5 623



Рис. 5. Зависимость нижней границы слоя δ, положения
центра особенности 𝑧𝑜 и высоты отражения луча 𝑧𝑚 от
координаты 𝑥𝑜

Fig. 5. Dependence of the lower boundary of the layer δ, the
position of the center of the singularities 𝑧𝑜 and the height of
the ray reflection 𝑧𝑚 on the coordinate 𝑥𝑜

Рис. 6. Пример кубического слоя, у которого
непрерывна функция 𝑁(𝑧) и её производная

Fig. 6. An example of a cubic layer in which the
function 𝑁(𝑧) and its derivative are continuous

На рис. 5 показаны зависимости δ(𝑥𝑜), 𝑧𝑜(𝑥𝑜) и 𝑧𝑚(𝑥𝑜), то есть расстояния до нижней
границы слоя, высоты особенности и высоты отражения волны от горизонтальной координаты.
Все три кривые имеют максимум, соответствующий (см. рис. 4, b) параболическому слою.

Может показаться, что возникновение особенностей высокого порядка в простом уни-
модальном слое объясняется наличием резкой границы слоя. Однако это не так. На рис. 6
приведем пример кубического слоя, у которого непрерывна не только сама функция 𝑁(𝑧), но и её
производная 𝜕𝑁(𝑧)/𝜕 𝑧:

𝑁(𝑧) =

{︃
𝑄2 (3− 2𝑄) , 𝑄 = 𝑧 − δ, 𝑧 ⩾ δ,

0, 𝑧 ⩽ δ.
(40)

Тем не менее при значениях параметров

𝑎 ≈ 0.790607472644402, δ ≈ 0.15076111644326395, 𝑆 ≈ 0.9278253057832123 (41)

в точке с координатами: 𝑧𝑜 ≈ 0.25804076672826454, 𝑥𝑜 ≈ 2.576153757958269 образуется катастро-
фа типа «бабочка». При этом угол выхода критического луча составляет θ ≈ 21.901681711717607∘,
а высота отражения равна 𝑧𝑚 ≈ 0.45597583256928126.

Заключение

Таким образом, в работе изучены возможности образования центров топологических каусти-
ческих особенностей типа катастроф при зондировании электромагнитными волнами плазменного
слоя. В окрестности таких особенностей нарушается принцип суперпозиции лучей и возникают
фокусировки волновых полей. Разработан метод вычисления положения центров особенностей
в расширенном пространстве параметров и выполнено математическое моделирование на примере
плазменного слоя с кубической зависимостью электронной концентрации от высоты. Показано,
что при вариации отношения плазменной частоты к рабочей, высоты нижней границы плазменного
слоя и угла наклона выхода луча при каждом значении кубичности в широком диапазоне возника-
ет центр особенности типа «бабочка» (катастрофа 𝐴5). Эти особенности возникают даже тогда,
когда непрерывна не только зависимость электронной концентрации от высоты и её производной.
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