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Аннотация. Цель работы — разработка и исследование модифицированного осциллятора ФитцХью–Нагумо, спайко-
вая активность которого определяется не только амплитудой, но и длительностью внешнего импульсного сигнала,
поступающего на вход осциллятора. Методы. В систему известных уравнений, описывающих динамику осциллятора
ФитцХью–Нагумо с постоянным значением порогового параметра, добавлено уравнение, которое описывает изменение
порогового параметра во времени под действием внешних импульсных сигналов. При различных значениях парамет-
ров внешних импульсов проведено численное исследование динамики предложенного осциллятора, находящегося
в состоянии равновесия в отсутствие внешнего воздействия. Результаты. Показано, что в отличие от классического
осциллятора ФитцХью–Нагумо модифицированный осциллятор способен демонстрировать последовательность из
нескольких спайков в ответ на одиночное внешнее импульсное воздействие, причем динамика осциллятора зави-
сит как от амплитуды, так и от длительности внешних импульсов. Кроме того, предложенный осциллятор может
возбуждаться последовательностью импульсов, имеющих амплитуду ниже пороговой. Заключение. Предложенный
модифицированный осциллятор ФитцХью–Нагумо может быть использован для построения спайковых нейронных
сетей. Обучение таких сетей можно реализовать с помощью изменения синаптических связей за счет настройки весов
синапсов, соответствующих длительности внешних импульсных сигналов. Предложенная модификация осциллятора
ФитцХью–Нагумо может быть достаточно просто реализована в радиофизическом эксперименте с использованием
аналоговых электронных элементов и цифровых схем, регулирующих длительности входных импульсов.

Ключевые слова: нейроподобный осциллятор, модель ФитцХью–Нагумо, синаптическая связь, импульсное воздей-
ствие.
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Abstract. The purpose of the study is to develop and investigate a modified FitzHugh–Nagumo oscillator, the spiking activity
of which is determined not only by the amplitude, but also by the duration of the external impulse signal applied to the input
of the oscillator. Methods. We have added an equation to the system of known equations describing the dynamics of the
FitzHugh–Nagumo oscillator with a constant threshold parameter value. This additional equation describes the change in
the threshold parameter over time under the influence of external impulse signals. For various values of the parameters of
external impulses, a numerical study of the dynamics of the proposed oscillator, which is in a state of equilibrium in the
absence of external influence, is carried out. Results. It is shown that, unlike the classical FitzHugh–Nagumo oscillator, the
modified oscillator is capable of demonstrating a sequence of several spikes in response to a single external impulse action,
and the oscillator dynamics depends on both the amplitude and the duration of external impulses. In addition, the proposed
oscillator can be excited by a sequence of impulses with an amplitude below the threshold. Conclusion. The proposed modified
FitzHugh–Nagumo oscillator can be used to construct spiking neural networks. Learning of such networks can be implemented
by changing synaptic connections by adjusting the synapse weights corresponding to the duration of external impulse signals.
The proposed modification of the FitzHugh–Nagumo oscillator can be implemented quite simply in a radio physical experiment
using analog electronic elements and digital circuits regulating the duration of input impulses.
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Введение

Исследование спайковых нейронных сетей привлекает большое внимание специалистов
в разных научных областях [1]. Такие сети используют в качестве узлов биологически реалистич-
ные модели нейронов и способны демонстрировать присущую реальным нейронам активность,
в том числе генерировать спайки (импульсы) [2]. Наиболее известными моделями нейронов явля-
ются модель типа «накопление – сброс» [3], модели Ходжкина–Хаксли [4, 5], Моррис–Лекара [6],
Хиндмарша–Роуза [7, 8], ФитцХью–Нагумо [9–11], Ижикевича [12], Рулькова [13] и Курбажа–
Некоркина [14].

Классические модели нейронной активности, описываемые обыкновенными дифферен-
циальными уравнениями, такие как модели Ходжкина–Хаксли, Моррис–Лекара и ФитцХью–
Нагумо, способны воспроизвести генерацию нейронами только спайков в отличие от другой клас-
сической модели — модели Хиндмарша–Роуза, способной генерировать бёрсты (группы двух или
более спайков, идущих подряд друг за другом и перемежаемых периодами отсутствия активности).
Для моделирования присущих реальным нейронам спайк-бёрстовых колебаний были предложе-
ны модели генерации спайков и бёрстов в непрерывном времени на основе системы фазовой
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автоподстройки частоты [15–17] и осциллятора ФитцХью–Нагумо с нелинейностью на основе
двух мемристивных устройств, имитирующих ионные каналы нейрона [18].

Динамика спайковых нейронных сетей зависит от выбора не только узловых элементов
сети, но и от типа и структуры связей между нейронами. Обмен информацией между нейрона-
ми осуществляется с помощью входящих и исходящих сигналов, в передаче которых важную
роль играют синапсы, которые бывают электрическими и химическими [2, 19]. Химические
синапсы, в свою очередь, бывают как возбуждающими, так и подавляющими (тормозными) [2].
Для моделирования присущей реальным нейронам пластичности синаптических связей использу-
ют различные подходы, например, используют мемристивную связь между нейронами сети [20–24]
или вводят пластичность, зависящую от времени прихода спайков [25–28].

В последние годы спайковые нейронные сети активно применяются для решения задач клас-
сификации сигналов [29], распознавания изображений [30,31], управления движением мобильных
роботов [32], моделирования различных видов нейронной активности головного мозга [33–35]
и др. [1]. При этом большое внимание уделяется возможности радиотехнической реализации как
самих модельных нейронов, так и способов их связи между собой. Одним из наиболее простых
с точки зрения реализации в радиофизическом эксперименте является нейроподобный генератор
ФитцХью–Нагумо. Однако нейронные сети, построенные из классических модельных осцилля-
торов ФитцХью–Нагумо, плохо поддаются обучению. Таким образом, возникает потребность
в такой модификации осциллятора ФитцХью–Нагумо, которая позволяла бы проводить обучение
построенных из таких осцилляторов спайковых нейронных сетей и которую можно было бы
легко реализовать в физическом эксперименте.

В данной работе мы предлагаем модифицированную модель ФитцХью–Нагумо, в которой
спайковая активность нейрона определяется не только амплитудой, но и длительностью внешнего
импульса, поступающего на вход нейрона. Такая модель демонстрирует более богатую динамику,
чем классическая нейронная модель ФитцХью–Нагумо. В частности, она может сгенерировать
несколько спайков подряд в ответ на одиночный внешний стимул. Кроме того, предлагаемая
модифицированная модель может быть достаточно просто реализована в радиофизическом экспе-
рименте с использованием аналоговых электронных элементов и цифровых схем, регулирующих
длительности входных импульсов.

1. Исследуемая система

Нейроподобный осциллятор ФитцХью–Нагумо является классической моделью возбудимой
динамики нейронов. Такой осциллятор описывается двумя дифференциальными уравнениями
[2,10], содержащими пороговый параметр 𝑎, величина которого в отсутствие внешнего воздействия
определяет, находится ли осциллятор в состоянии равновесия или совершает периодические
автоколебания. Если на осциллятор ФитцХью–Нагумо, находящийся в состоянии равновесия,
подействовать внешним сигналом, то при амплитуде этого сигнала, превышающей некоторое
пороговое значение, осциллятор начинает генерировать спайки.

Предлагаемая нами модификация осциллятора ФитцХью–Нагумо заключается во введении
дополнительного третьего уравнения, которое отвечает за изменение параметра 𝑎 во времени:

𝜀𝑢̇(𝑡) = 𝑢(𝑡)− 𝑢3(𝑡)/3− 𝑣(𝑡),

𝑣̇(𝑡) = 𝑢(𝑡) + 𝑎(𝑡), (1)

τ𝑎̇(𝑡) = 𝑎rest − 𝑎(𝑡) + 𝐼𝑒(𝑡)− 𝐼𝑖(𝑡).
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Здесь 𝑢(𝑡) описывает динамику мембранного потенциала нейрона, 𝑣(𝑡) отвечает за восста-
новление потенциала покоя мембраны, 𝜀 — параметр соотношения временных масштабов,
τ — постоянная времени, 𝑎rest — величина порогового параметра в состоянии равновесия, 𝐼𝑒(𝑡)
и 𝐼𝑖(𝑡) — внешние токи, которые представляют собой прямоугольные импульсы с амплитудами
𝐴𝑒 и 𝐴𝑖 соответственно и длительностями 𝑤𝑒 и 𝑤𝑖 соответственно. Будем рассматривать только
случай 𝑎rest > 1, при котором генерация спайков отсутствует без внешних воздействий.

В момент прихода спайка от пресинаптического нейрона на возбуждающий синапс возни-
кает одиночный импульс 𝐼𝑒(𝑡) (рис. 1), который, воздействуя на постсинаптический нейрон (1),
приводит к уменьшению значения порогового параметра 𝑎(𝑡) при 𝐴𝑒 < 0. Если 𝑎(𝑡) станет
меньше 1, то осциллятор (1) сгенерирует спайк. В момент прихода спайка на подавляющий синапс
возникает одиночный импульс 𝐼𝑖(𝑡) (см. рис. 1), который приводит к увеличению значения 𝑎(𝑡)

при 𝐴𝑖 < 0, что препятствует генерации спайка осциллятором (1).
Результат воздействия импульсов 𝐼𝑒(𝑡) и 𝐼𝑖(𝑡) на нейроподобный осциллятор (1) зависит не

только от их амплитуды, но и от их длительности. Это означает, что пластичность синаптических
связей можно реализовать, меняя при фиксированной амплитуде длительности импульсов 𝑤𝑒

и 𝑤𝑖, поступающих на нейрон через возбуждающий и подавляющий синапсы соответственно.
То есть в нейронной сети, построенной из нейронов вида (1), изменение коэффициентов связи
между нейронами можно моделировать изменением длительности импульсов 𝑤𝑒 и 𝑤𝑖, которые
можно интерпретировать как веса синапсов. Обучение такой нейронной сети происходит за счет
изменения весов синапсов 𝑤𝑒 и 𝑤𝑖. Поскольку веса в подобных сетях можно рассматривать как
некоторый набор параметров, а процесс обучения — процедурой поиска оптимальных (в некотором
смысле) значений данных параметров, то решение задачи может быть рассмотрено, например,
с позиции адаптивной идентификации параметров динамических систем [36].

Se

Si

FHN 

Spike

generator

Spike

generator

we

wi

Ie(t)

Ii(t)

Рис. 1. Схематическое изображение нейроподобного осциллятора ФитцХью–Нагумо (FHN) под действием внешних
импульсов 𝐼𝑒(𝑡) и 𝐼𝑖(𝑡). Se и Si — возбуждающий и подавляющий синапсы соответственно

Fig. 1. Schematic representation of the FitzHugh–Nagumo (FHN) neuron-like oscillator under the action of external impulses
𝐼𝑒(𝑡) and 𝐼𝑖(𝑡). Se and Si are the excitatory and inhibitory synapses, respectively
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2. Результаты численного моделирования

Мы провели численное моделирование системы (1) при различных значениях парамет-
ров. Для численного решения уравнений (1) мы использовали метод Рунге–Кутты 4-го порядка
с шагом интегрирования ℎ = 0.0075. На рис. 2, a разными цветами показано, какое количество
спайков 𝑁 за время 𝑡 = 100 демонстрирует модифицированный осциллятор ФитцХью–Нагумо
в зависимости от амплитуды и длительности одиночного импульсного воздействия 𝐼𝑒(𝑡). Рис. 2, a
построен при изменении амплитуды 𝐴𝑒 импульсного сигнала с шагом 0.002 и изменении дли-
тельности 𝑤𝑒 импульса с шагом 0.6 при параметрах осциллятора: 𝜀 = 0.01, 𝑎rest = 1.1, τ = 10.
Начальные условия одинаковы для каждой точки на плоскости параметров (𝑤𝑒, 𝐴𝑒). Из рис. 2, a
видно, что число спайков растет как с увеличением 𝐴𝑒 по модулю, так и с увеличением 𝑤𝑒,
то есть в ответ на внешний стимул модифицированный осциллятор ФитцХью–Нагумо может
демонстрировать серию из двух или более спайков, идущих подряд друг за другом. Классиче-
ский осциллятор ФитцХью–Нагумо [2, 10] способен сгенерировать лишь один спайк в ответ на
одиночное импульсное воздействие и не демонстрирует серии из нескольких последовательных
спайков.

На рис. 2, b показаны временные реализации сигналов 𝑢(𝑡), 𝑎(𝑡), 𝐼𝑒(𝑡) для точки на рис. 2, a
с координатами 𝑤𝑒 = 10, 𝐴𝑒 = −0.4. Для наглядности момент времени 𝑡 = 10, соответствующий
началу импульсного сигнала 𝐼𝑒(𝑡), показан вертикальной штриховой линией. Под действием
сигнала 𝐼𝑒(𝑡) пороговый параметр 𝑎(𝑡) становится меньше 1, и переменная 𝑢(𝑡) демонстрирует
пять спайков подряд, после чего осциллятор возвращается в состояние равновесия.

Если одиночный стимул оказался слабым и сигнал 𝐼𝑒(𝑡) не вызвал генерацию спайка,
он все равно изменил параметр 𝑎(𝑡), приблизив его к пороговому значению. После окончания
импульсного воздействия параметр 𝑎(𝑡) экспоненциально стремится к значению 𝑎rest. Значит,
если вскоре после слабого стимула (пока 𝑎(𝑡) немного больше 1) подать на осциллятор (1) еще
один точно такой же слабый стимул, осциллятор может сгенерировать спайки. На рис. 3, a
построена зависимость количества спайков, генерируемых осциллятором (1) в ответ на два
одинаковых импульсных сигнала 𝐼𝑒(𝑡) с 𝐴𝑒 = −0.3 и 𝑤𝑒 = 5, от интервала времени ∆𝑡 между
началом первого и началом второго импульса. При ∆𝑡 > 24.6 нейроподобный осциллятор (1)
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Рис. 2. a — Количество спайков 𝑁 , генерируемых осциллятором (1) при 𝜀 = 0.01, 𝑎rest = 1.1, τ = 10 в зависимости от
длительности и амплитуды импульсного воздействия 𝐼𝑒(𝑡). b — Временные реализации переменной 𝑢(𝑡), порогового
параметра 𝑎(𝑡) и импульсного сигнала 𝐼𝑒(𝑡) при 𝐴𝑒 = −0.4, 𝑤𝑒 = 10 (цвет онлайн)

Fig. 2. a — Number 𝑁 of spikes generated by oscillator (1) at 𝜀 = 0.01, 𝑎rest = 1.1, and τ = 10 depending on the duration
and amplitude of the impulse action 𝐼𝑒(𝑡). b — Temporal realizations of the variable 𝑢(𝑡), threshold parameter 𝑎(𝑡), and
impulse signal 𝐼𝑒(𝑡) at 𝐴𝑒 = −0.4 and 𝑤𝑒 = 10 (color online)
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Рис. 3. a — Количество спайков 𝑁 , генерируемых осциллятором (1) при 𝜀 = 0.01, 𝑎rest = 1.1, τ = 10 в зависимости
от интервала времени ∆𝑡 между двумя одинаковыми импульсами 𝐼𝑒(𝑡) при 𝐴𝑒 = −0.3, 𝑤𝑒 = 5. b — Временные
реализации переменной 𝑢(𝑡) и импульсного сигнала 𝐼𝑒(𝑡) при ∆𝑡1 = 30 и ∆𝑡2 = 15. Вертикальными штриховыми
линиями показаны моменты времени, соответствующие началу импульса

Fig. 3. a — Number 𝑁 of spikes generated by oscillator (1) at 𝜀 = 0.01, 𝑎rest = 1.1, and τ = 10 depending on the time
interval ∆𝑡 between two identical impulses 𝐼𝑒(𝑡) at 𝐴𝑒 = −0.3 and 𝑤𝑒 = 5. b — Temporal realizations of the variable 𝑢(𝑡)
and impulse signal 𝐼𝑒(𝑡) at ∆𝑡1 = 30 and ∆𝑡2 = 15. The vertical dashed lines show the moments of time corresponding to the
beginning of the impulse

не демонстрирует спайков. При меньших значениях ∆𝑡 два последовательных импульса 𝐼𝑒(𝑡)
возбуждают осциллятор, при этом одного импульса 𝐼𝑒(𝑡) недостаточно для генерации спайка.

На рис. 3, b показаны временные реализации 𝑢(𝑡) и 𝐼𝑒(𝑡) для случаев ∆𝑡1 = 30 и ∆𝑡2 = 15.
В первом из этих случаев спайковая активность отсутствует, а во втором случае осциллятор
генерирует один спайк. В отличие от модифицированного осциллятора ФитцХью–Нагумо класси-
ческий осциллятор ФитцХью–Нагумо не возбуждается последовательностью импульсов, если их
амплитуда ниже пороговой.

На рис. 4 построена зависимость количества спайков 𝑁 , генерируемых осциллятором (1),
от величины постоянной времени τ при фиксированных значениях других параметров в случае
одиночного импульсного воздействия 𝐼𝑒(𝑡). Выбор значений параметра τ зависит от амплитуды
𝐴𝑒 и длительности 𝑤𝑒 импульсного сигнала 𝐼𝑒(𝑡), а также целей использования модели. В случае
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Рис. 4. Количество спайков 𝑁 , генерируемых осциллято-
ром (1) при 𝜀 = 0.01, 𝑎rest = 1.1, 𝐴𝑒 = −0.35, 𝑤𝑒 = 5
в зависимости от постоянной времени τ

Fig. 4. Number 𝑁 of spikes generated by oscillator (1) at
𝜀 = 0.01, 𝑎rest = 1.1, 𝐴𝑒 = −0.35, and 𝑤𝑒 = 5 depending
on the time constant τ

использования предложенного нейроподобного
осциллятора в качестве узла спайковой нейрон-
ной сети логично будет выбрать такое значе-
ние τ, чтобы при максимально допустимом
значении коэффициента синаптической связи
(то есть при зафиксированном максимальном
значении 𝑤𝑒) один импульс пресинаптического
осциллятора вызывал один импульс постси-
наптического осциллятора. Для случая, изоб-
раженного на рис. 4, интервал оптимальных
значений параметра τ лежит примерно в интер-
вале 8...11, на котором 𝑁 = 1.

Рассмотрим совокупное влияние им-
пульсных сигналов 𝐼𝑒(𝑡) и 𝐼𝑖(𝑡) на динамику
осциллятора (1). Воздействие импульсом 𝐼𝑒(𝑡)
является возбуждающим и приводит к гене-
рации спайка, рис. 5, a. Однако, если следом
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Рис. 5. Временные реализации переменной 𝑢(𝑡), порогового параметра 𝑎(𝑡) и импульсных сигналов 𝐼𝑒(𝑡) и 𝐼𝑖(𝑡) при
𝐴𝑒 = −0.35, 𝑤𝑒 = 5, 𝐼𝑖(𝑡) = 0 (a) и 𝐴𝑒 = 𝐴𝑖 = −0.35, 𝑤𝑒 = 𝑤𝑖 = 5 (b). Штриховой и точечной линиями показаны
моменты времени, соответствующие началу импульсов 𝐼𝑒(𝑡) и 𝐼𝑖(𝑡) соответственно (цвет онлайн)

Fig. 5. Temporal realizations of the variable 𝑢(𝑡), threshold parameter 𝑎(𝑡), and impulse signals 𝐼𝑒(𝑡) and 𝐼𝑖(𝑡) at 𝐴𝑒 = −0.35,
𝑤𝑒 = 5, and 𝐼𝑖(𝑡) = 0 (a) and 𝐴𝑒 = 𝐴𝑖 = −0.35, and 𝑤𝑒 = 𝑤𝑖 = 5 (b). The dashed and dotted lines show the moments of
time corresponding to the beginning of the impulses 𝐼𝑒(𝑡) and 𝐼𝑖(𝑡), respectively (color online)

за сигналом 𝐼𝑒(𝑡) подать на осциллятор сигнал 𝐼𝑖(𝑡) с такой же амплитудой и длительностью,
как у 𝐼𝑒(𝑡), генерации спайка не происходит, рис. 5, b. Таким образом, сигнал 𝐼𝑖(𝑡) препятствует
спайковой активности.

Заключение

Нами предложена модифицированная модель нейроподобного осциллятора ФитцХью–
Нагумо, в которой величина порогового параметра зависит от времени и может меняться под
действием внешних импульсных сигналов. В отличие от классического осциллятора ФитцХью–
Нагумо спайковая активность модифицированного осциллятора зависит от длительности внеш-
него импульсного сигнала, модифицированный осциллятор способен демонстрировать серию
из нескольких спайков в ответ на одиночное внешнее импульсное воздействие, а также может
возбуждаться последовательностью импульсов, имеющих амплитуду ниже пороговой. Предложен-
ную нами модель можно интерпретировать как модель бёрстового нейрона с двумя медленными
переменными, в которой третье уравнение описывает динамику медленной модулирующей пере-
менной аналогично уравнению Хиндмарша–Роуза. Однако отсутствие периодического внешнего
воздействия не позволяет наблюдать в нашей модели типичную бёрстовую динамику.

Предложенная модификация осциллятора ФитцХью–Нагумо может быть достаточно про-
сто реализована в радиофизическом эксперименте с помощью аналого-цифровой установки.
При этом нейроподобный осциллятор ФитцХью–Нагумо реализуется в аналоговом виде с ис-
пользованием аналоговых электронных элементов, а цифровая схема регулирует длительность
входных импульсов.

В дальнейшем планируется использовать предложенную модель для построения спайковых
нейронных сетей. Обучение таких спайковых нейронных сетей может быть проведено с помощью
изменения синаптических связей за счет настройки весов синапсов 𝑤𝑒 и 𝑤𝑖, соответствующих
длительности внешних импульсных сигналов.
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