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Аннотация. В работе развивается теория модуляционной неустойчивости (МН) при взаимодействии электромагнит-
ной волны со встречным потоком невозбужденных электронов-осцилляторов в условиях циклотронного резонанса.
Цель настоящего исследования состоит в установлении картины возможных режимов распространения волны в такой
системе. Методы. Теоретический анализ проводится на основе нелинейного уравнения Шрёдингера, которое позволяет
установить условия возникновения МН и получить простое аналитическое выражение для границы перехода МН от
абсолютной к конвективной на плоскости параметров частота – амплитуда волны. Теоретические выводы о возможных
режимах распространения волны верифицируются прямым 3D-моделированием электронно-волнового взаимодействия
методом частиц в ячейке (particle-in-cell, PIC). Результаты. Показано, что выше границы полосы циклотронного
поглощения имеют место нестационарные режимы автомодуляции, связанные с развитием МН абсолютного характера,
которые могут приводить к формированию последовательностей солитоноподобных импульсов. При повышении
частоты входного сигнала автомодуляция сменяется стационарным одночастотным прохождением сигнала, что обуслов-
лено сменой характера МН с абсолютного на конвективный. Результаты прямого 3D PIC-моделирования согласуются
с выводами, полученными на основе анализа системы усредненных уравнений. При увеличении частоты входного
сигнала наблюдается одна и та же последовательность переходов между различными динамическими режимами.
Заключение. Проведённое 3D PIC-моделирование позволило исследовать ситуацию, близкую к условиям возможного
эксперимента. Продемонстрирована возможность преобразования сигнала с частотой 241.3 ГГц в последовательность
наносекундных импульсов, которая близка к периодической. Такой эффект представляет интерес для генерации
частотных гребёнок в микроволновом диапазоне.

Ключевые слова: модуляционная неустойчивость, самоиндуцированная прозрачность, микроволновые солитоны,
циклотронный резонанс.
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Abstract. This paper develops the theory of modulation instability (MI) in the interaction of an electromagnetic wave with
a counterpropagating beam of unexcited electron-oscillators under the cyclotron resonance conditions. The purpose of this
study is to establish the pattern of possible wave propagation regimes in such a system. Methods. The theoretical analysis
is based on the nonlinear Schrödinger equation, which enables to determine the conditions for occurrence of MI and obtain
a simple analytical expression for the boundary between the absolute and convective MI on the wave frequency — wave
amplitude parameter plane. The theoretical conclusions about possible regimes of wave propagation are verified by direct
3D particle-in-cell (PIC) simulation of the electron-wave interaction. The obtained results show that above the boundary
of cyclotron absorption band non-stationary self-modulation regimes occur. These regimes are caused by absolute MI and
can lead to the formation of soliton-like pulse trains. As the frequency of the input signal increases, self-modulation is
replaced by a stationary single-frequency regime of wave propagation. This transition is due to the change of MI character
from absolute to convective. The results of 3D PIC simulation are consistent with the theoretical analysis of the averaged
equations, and the same sequence of transitions between different dynamic regimes occurs as the input frequency increases.
Conclusion. 3D PIC simulation provided an opportunity to study a model that approximates the conditions of a potential
experiment. The possibility of converting the 241.3-GHz signal into a close-to-periodic train of nanosecond pulses was
demonstrated. Such an effect is useful for the generation of microwave frequency combs.
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Введение

В нелинейной физике весьма плодотворным оказывается подход, опирающийся на аналогии
между явлениями, которые наблюдаются в системах разной физической природы. В частности,
хорошо известно, что многие эффекты в системах типа «электронный поток — электромагнитное
поле» имеют аналоги в нелинейной оптике [1,2]. Одним из подобных эффектов является само-
индуцированная прозрачность (СИП), которая возникает при распространении в двухуровневой
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пассивной (неинвертированной) среде короткого светового импульса с длительностью гораздо
меньшей, чем времена релаксации [3]. В условиях резонанса, когда частота волны близка к ча-
стоте перехода, невозбужденные частицы, поглощая энергию поля, переходят на возбужденный
уровень и ослабляют передний фронт импульса. В таких условиях задний фронт импульса распро-
страняется в уже возбужденной среде, вызывая обратные переходы частиц, сопровождающиеся
усилением соответствующих участков профиля импульса. В результате импульс приобретает
равновесную солитоноподобную форму и распространяется с постоянной скоростью как ста-
ционарная уединенная волна [4]. Более того, импульс с достаточно большой энергией может
распадаться на несколько СИП-солитонов.

Как было показано в [5–8], в классической СВЧ-электронике явление, аналогичное СИП,
имеет место при резонансном взаимодействии электромагнитной волны (ЭМВ) с потоком невоз-
бужденных циклотронных электронов-осцилляторов. В потоке электронов, движущемся в про-
дольном магнитном поле, поперечное движение электронов представляет собой вращение с цикло-
тронной частотой ω𝐻 . Такой поток электронов можно трактовать как совокупность циклотронных
осцилляторов, которые неизохронны в силу релятивистской зависимости циклотронной частоты
от энергии [9]. Если поток изначально прямолинейный, то есть вращательная скорость отсутствует,
то такая среда является невозбужденной.

Важно отметить, что в вакуумной СВЧ-электронике, в отличие от квантовой оптики, ре-
лаксационные процессы, такие как столкновения электронов между собой или с ионным фоном,
как правило, несущественны. Таким образом, возникают новые режимы, которые невозможно
наблюдать в лазерных системах. В частности, результаты численного моделирования показывают,
что при встречном распространении электронов и волны непрерывный сигнал постоянной ам-
плитуды может преобразоваться в близкую к периодической последовательность микроволновых
солитонов [6–8]. Данный эффект представляет очевидный интерес с точки зрения периодической
генерации коротких импульсов со спектром в виде частотной гребёнки, что актуально для ряда
практических приложений, в частности, в спектроскопии [10, 11]. Также в [6–8] в численном
моделировании была получена генерация и более сложных, хаотических последовательностей
коротких импульсов.

В наших предыдущих исследованиях [12,13] было показано, что генерация солитонов в дан-
ной системе связана с развитием модуляционной неустойчивости (МН), которая представляет
собой неустойчивость монохроматической волны с несущей частотой ω относительно медленных
модуляций на боковых частотах ω±Ω, Ω≪ ω. МН наблюдается в системах различной природы,
включая оптические волокна, электромагнитные линии передачи, волны на поверхности воды,
различные типы волн в плазме и др. [14–16]. Как показали результаты теоретического анализа
и численного моделирования, ситуация существенным образом зависит от того, является МН
абсолютной или конвективной [13]. При конвективной неустойчивости нарастающие модуля-
ционные возмущения сносятся вдоль системы и покидают ее, в результате чего по окончании
переходного процесса устанавливается режим стационарного одночастотного распространения
сигнала. Однако, если неустойчивость абсолютная, эти возмущения заполняют все простран-
ство взаимодействия, в результате чего входной сигнал трансформируется в последовательность
бегущих солитонов [12,13]. Отметим, что в квантовой оптике, в отличие от рассматриваемой ситу-
ации, пронаблюдать МН непрерывного сигнала не удается, поскольку релаксационные процессы
неизбежно подавляют такую неустойчивость.

В данной статье излагается теория МН и формирования микроволновых СИП-солитонов
в системе «встречная электромагнитная волна — поток невозмущенных неизохронных электронов-
осцилляторов». При этом анализ, проводившийся ранее на основе усредненных уравнений [12,13],
дополняется прямым 3D-моделированием электронно-волнового взаимодействия методом ча-
стиц в ячейке (particle-in-cell, PIC) в программном пакете CST Studio Suite [17]. Это позволяет
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не только верифицировать физическую картину, получаемую на основе упрощенного подхода,
но и более детально исследовать ситуацию, близкую к условиям возможного эксперимента, вклю-
чая определение основных количественных характеристик генерируемых последовательностей
микроволновых солитонов.

1. Модель и основные уравнения

Исследуемая модель представлена на рис. 1. Трубчатый пучок электронов, направляемый
продольным магнитным полем 𝐵0, взаимодействует с обратной ЭМВ в цилиндрическом волно-
воде. Электроны инжектируются через левую границу системы (в точке 𝑧 = 0) с постоянной
продольной скоростью 𝑉𝑧 и нулевой вращательной скоростью. Таким образом, электронный
пучок изначально является прямолинейным. Непрерывный гармонический сигнал с постоянной
амплитудой подаётся на правой границе системы (𝑧 = 𝑙).

Эффективное взаимодействие электронов и ЭМВ имеет место в условиях циклотронного
резонанса, то есть при условии синхронизма волноводной TE𝑚𝑛-моды и быстрой циклотронной
волны в электронном пучке:

ω𝑟 ≈ 𝑘𝑧𝑉𝑧 + ω𝐻 , (1)

где ω𝑟 = ω𝑟(𝑘𝑧) — частота волны, 𝑘𝑧 — продольное волновое число (в случае, когда волна
обратная, 𝑘𝑧 < 0), ω𝐻 = 𝑒𝐵0/ (𝑚𝑒γ) — циклотронная частота, γ = (1− 𝑉 2

𝑧 /𝑐
2)−1/2, 𝑒 и 𝑚𝑒 —

заряд и масса покоя электрона соответственно.
Электронный поток, движущийся в однородном магнитном поле, можно трактовать как

ансамбль осцилляторов, которые неизохронны в силу релятивистской зависимости циклотронной
частоты от энергии ω𝐻 = ω𝐻(γ) [9]. Изначально прямолинейный пучок электронов может
рассматриваться как пассивная среда из невозмущенных циклотронных осцилляторов. Когда ЭМВ
распространяется навстречу такому электронному пучку в условиях резонанса (1), она начинает
поглощаться, вызывая поперечные колебания электронов (см. рис. 1). С ростом вращательной

Incident wave

Electron beam

Vz

Waveguide

B0

E
lectron energy scale

min

max

Port 1

Port 2

Рис. 1. Схема взаимодействия первоначально прямолинейного потока электронов со встречной ЭМВ в условиях цикло-
тронного резонанса. Изображение траекторий электронов получено в 3D PIC-моделировании (подробнее см. раздел 4)
(цвет онлайн)

Fig. 1. Schematic of the cyclotron resonance interaction of an initially rectilinear electron beam with a counterpropagating
electromagnetic wave. The pattern of electron trajectories was obtained by 3D PIC simulation (see section 4 for detail) (color
online)
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энергии вследствие зависимости гирочастоты от энергии электронов условие (1) нарушается,
и происходит насыщение циклотронного поглощения.

Если считать, что ЭМВ имеет вид квазигармонической волны с медленно меняющейся
(по сравнению с exp(𝑖ω𝑟𝑡 − 𝑖𝑘𝑧𝑧)) амплитудой 𝐴(𝑧, 𝑡), электронно-волновое взаимодействие
в рассматриваемой модели можно описать системой усредненных уравнений, хорошо известной
из литературы [5–7]:

𝜕𝑎

𝜕τ
− 𝜕𝑎

𝜕𝑍
= −𝑝, (2)

𝜕𝑝

𝜕𝑍
+ 𝑖|𝑝|2𝑝 = 𝑎, (3)

где

𝑎 =

√︀
1 + β𝑧/β𝑝ℎ

2
√
2𝐺3/4β3/2𝑧 γ0

𝑒𝐴𝐽𝑚−1(ν𝑛𝑟𝑏/𝑟0)
𝑚𝑒𝑐ω𝑟

(4)

— нормированная комплексная амплитуда поля волны,

𝑝 =

√
µ𝑝⊥ exp(−𝑖ω𝑟𝑡+ 𝑖𝑘𝑧𝑧)

𝐺1/4𝑚𝑒𝑐γ0β𝑧
(5)

— нормированный комплексный поперечный импульс электронов 𝑝⊥ = 𝑝𝑥 + 𝑖𝑝𝑦,

𝑍 =

√
𝐺ω𝑟𝑧
𝑐

(6)

и

τ =
√
𝐺ω𝑟(𝑡− 𝑧/𝑉𝑧)

β𝑔β𝑧
β𝑧 + β𝑔

(7)

— безразмерные независимые переменные. Отметим, что, вводя переменную τ в соответствии
с (7), мы фактически переходим в систему отсчета, движущуюся со скоростью пучка.

В выражениях (4)–(7)

µ =
β𝑧(1− β−2

𝑝ℎ )

2(1 + β𝑧/β𝑝ℎ)
(8)

— параметр неизохронности; β𝑧 = 𝑉𝑧/𝑐, β𝑝ℎ = 𝑉𝑝ℎ/𝑐 и β𝑔 = 𝑉𝑔/𝑐 — невозмущенная продольная
скорость электронов, фазовая и групповая скорости волны, нормированные на скорость света 𝑐,
соответственно;

𝐺 =
𝑒𝐼𝑏
𝑚𝑒𝑐3

2µ(1 + β𝑧/β𝑝ℎ)2

γ0β
−1
𝑝ℎ β

3
𝑧

𝐽2
𝑚−1(ν𝑛𝑟𝑏/𝑟0)

𝐽2
𝑚(ν𝑛)(ν2𝑛 −𝑚2)

(9)

— параметр, характеризующий связь электронов с волноводной модой TE𝑚𝑛; γ0 = (1− β2𝑧)−1/2 —
фактор Лоренца невозмущённых электронов; 𝐼𝑏 — ток электронного пучка; 𝐽𝑚(𝑥) — функция
Бесселя порядка 𝑚, ν𝑛 — 𝑛-й корень уравнения 𝑑𝐽𝑚(𝑥)/𝑑𝑥 = 0, 𝑟𝑏 и 𝑟0 — радиус инжекции пучка
и радиус волновода соответственно.

Уравнение (2) описывает возбуждение волны электронным пучком, а уравнение (3) —
это уравнение движения электронов, усредненное по периоду циклотронных осцилляций
𝑇𝐻 = 2π/ω0𝐻 , где ω0𝐻 = 𝑒𝐵0/(𝑚𝑒γ0) — невозмущенная циклотронная частота. Подробный
вывод основных уравнений представлен в работе [5].
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Поскольку рассматривается изначально прямолинейный электронный пучок, то на входе
в пространство взаимодействия у электронов отсутствует вращательная скорость, то есть

𝑝(𝑍 = 0) = 0. (10)

Это позволяет описывать движение всех электронов с помощью одного уравнения (3). Как
известно, уравнения резонансного циклотронного взаимодействия электронов с бегущей волной
допускают интеграл движения

|𝑝⊥||𝐴|sinθ = const, (11)

где θ = ω𝑟𝑡 − 𝑘𝑧𝑧 + 2 + α, 2 = 𝑎𝑟𝑔(𝑝⊥) и α = 𝑎𝑟𝑔(𝐴) (см., например, [18]). Из (10) следует,
что |𝑝⊥||𝐴|sinθ = 0. В процессе взаимодействия электроны приобретают ненулевой поперечный
импульс, поэтому для выполнения условия (11) необходимо, чтобы sinθ = 0 для всех электронов.
Это означает, что поперечные импульсы всех электронов в процессе взаимодействия меняются
одинаковым образом. Для сравнения: в мазерах на циклотронном резонансе (гиротрон, гиро-ЛБВ
и др.) волна взаимодействует с изначально вращающимися электронами, то есть 𝑝⊥(𝑧 = 0) =
= 𝑝0𝑒

𝑖20 , где фазы вращения 20 = 2(𝑧 = 0) равномерно распределены от 0 до 2π. Таким образом,
электроны с различными 20 движутся по-разному, и необходимо решать отдельные уравнения
движения (3) для каждого электрона.

На правой границе системы, при 𝑍 = 𝐿, подается внешний непрерывный гармонический
сигнал, то есть

𝑎(𝑍 = 𝐿) = 𝑎0 exp(𝑖δτ), (12)

где 𝑎0 — нормированная амплитуда сигнала, а

δ =
1 + β𝑧/β𝑝ℎ − ω0𝐻/ω𝑟

β𝑧
√
𝐺

(13)

kz

1

2

w

w0

k0

Рис. 2. Качественный вид дисперсионной диаграммы.
Асимптоты — дисперсионная характеристика быстрой цик-
лотронной волны ω = ω𝐻 + 𝑘𝑧𝑉𝑧 (прямая 1) и аппрокси-
мация дисперсионной характеристики волноводной моды
ω = ω0− (𝑘+𝑘0)𝑉𝑔 (прямая 2). Пунктирные кривые иллю-
стрируют смещение дисперсионной характеристики вниз
по частоте при увеличении амплитуды волны (цвет онлайн)

Fig. 2. Qualitative picture of the dispersion diagram.
Asymptotes are the dispersion characteristic of the fast cyclotron
wave ω = ω𝐻 + 𝑘𝑧𝑉𝑧 (line 1) and the approximation of
the dispersion characteristic of the waveguide mode ω =
= ω0 − (𝑘+ 𝑘0)𝑉𝑔 (line 2). Dashed lines illustrate the shift of
the dispersion characteristic down in frequency with increasing
the wave amplitude (color online)

— нормированная отстройка несущей частоты
ω𝑟 от резонансной частоты.

Анализ решений уравнений (2), (3) в ви-
де монохроматических волн показывает, что
существует полоса непропускания, связанная
с полным циклотронным поглощением пада-
ющей волны [12, 13]. Полоса непропускания
возникает вследствие взаимодействия волно-
водной моды с быстрой циклотронной волной
в электронном пучке (см. условие циклотрон-
ного резонанса (1)), что качественно проде-
монстрировано на дисперсионной диаграмме,
представленной на рис. 2. Ввиду зависимости
циклотронной частоты от энергии электронов
ω𝐻 = ω𝐻(γ) происходит насыщение цикло-
тронного поглощения. Это эквивалентно тому,
что границы полосы непропускания при уве-
личении амплитуды волны смещаются вниз по
частоте. Если частота входного сигнала лежит
в полосе непропускания, а входная мощность
достаточно мала, падающая волна полностью
поглощается. С увеличением мощности сигна-
ла критическая частота уменьшается, и, когда
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она сравнивается с частотой сигнала, становится возможным распространение волны без затуха-
ния. Однако, как было показано в [12,13], при этом имеет место МН, то есть соответствующее
монохроматическое решение неустойчиво. Развитие МН обычно приводит к образованию солито-
нов огибающей. Рассмотрим этот процесс подробнее.

2. Нелинейное уравнение Шрёдингера

Наиболее известным примером солитонов огибающей являются солитонные решения
нелинейного уравнения Шредингера (НУШ) [4, 15, 16]. НУШ является эталонным уравнени-
ем, описывающим распространение квазигармонической волны в кубично-нелинейной среде.
С помощью НУШ можно приближенно описывать динамику рассматриваемой системы вблизи
критических частот, где дисперсионная характеристика аппроксимируется параболой (см. рис. 2).

Получим НУШ для рассматриваемой модели, используя хорошо известный метод многих
масштабов [4]. Будем искать решения уравнений (2), (3) в виде степенных рядов

𝑎 = ε𝑎1 + ε2𝑎2 + ε3𝑎3 + ...,

𝑝 = ε𝑝1 + ε2𝑝2 + ε3𝑝3 + ...,
(14)

где ε — малый параметр. Коэффициенты разложения 𝑎𝑗 , 𝑝𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ..., являются функциями
переменных 𝑍𝑛 = ε𝑛𝑧 и 𝑇𝑛 = ε𝑛𝑡, 𝑛 = 0, 1, 2, ..., соответствующих разным пространственным
и временным масштабам.

После подстановки (14) в уравнения (2) и (3) выделим члены одинаковых порядков малости
по ε. Члены порядка ε дают линеаризованную систему уравнений

𝜕𝑎1
𝜕𝑇0

− 𝜕𝑎1
𝜕𝑍0

= −𝑝1,

𝜕𝑝1
𝜕𝑍0

= 𝑎1,

(15)

которую можно преобразовать к виду

𝐿̂𝑎1 = 0,

𝑝1 =
𝜕𝑎1
𝜕𝑍0

− 𝜕𝑎1
𝜕𝑇0

.
(16)

Здесь введен линейный оператор

𝐿̂ =
𝜕

𝜕𝑍0

(︂
𝜕

𝜕𝑍0
− 𝜕

𝜕𝑇0

)︂
− 1. (17)

Решение уравнений (16) следует выбирать в виде квазигармонических волн, амплитуда которых
зависит от медленных переменных:

𝑎1 = 𝐴𝑒𝑖θ + к.с.,

𝑝1 = −𝑖(ω+ 𝑘)𝐴𝑒𝑖θ + к.с.,
(18)

где 𝐴=𝐴(𝑍1, 𝑍2, ..., 𝑇1, 𝑇2, ...) — медленно меняющаяся комплексная амплитуда, к.с. — комплексно-
сопряженное выражение, θ = ω𝑇0− 𝑘𝑍0 — фаза несущей волны, причем 𝑘 и ω связаны линейным
дисперсионным соотношением

(ω+ 𝑘)𝑘 = −1. (19)
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Напомним, что все переменные являются безразмерными и мы, введя переменную τ (7), фактиче-
ски перешли в систему отсчета, движущуюся вместе с электронами.

Члены порядка ε2 после ряда преобразований приводят к уравнениям

𝐿̂𝑎2 = − 𝜕𝑝1
𝜕𝑍1

− 𝜕2𝑎1
𝜕𝑍0𝜕𝑍1

+
𝜕2𝑎1

𝜕𝑍0𝜕𝑇1
, (20)

𝑝2 =
𝜕𝑎1
𝜕𝑍0

− 𝜕𝑎1
𝜕𝑇0

+
𝜕𝑎2
𝜕𝑍0

− 𝜕𝑎2
𝜕𝑇0

. (21)

Подставим выражения (18) в (20) и потребуем уничтожения секулярных членов, пропорциональ-
ных exp(𝑖θ), в правой части. Получим уравнение относительно переменной 𝐴:

𝜕𝐴

𝜕𝑇1
+ 𝑣𝑔

𝜕𝐴

𝜕𝑍1
= 0, (22)

где 𝑣𝑔 = −1 + 1/𝑘2 — групповая скорость. При этом уравнение (20) примет вид 𝐿̂𝑎2 = 0, что
позволяет положить 𝑎2 = 0. Также из уравнения (22) получим

𝑝2 =

(︂
𝜕𝐴

𝜕𝑍1
− 𝜕𝐴

𝜕𝑇1

)︂
𝑒𝑖θ. (23)

При аналогичном рассмотрении членов порядка ε3 требование устранения секулярных
членов приведет к НУШ:

𝑖

(︂
𝜕𝐴

𝜕𝑇2
+ 𝑣𝑔

𝜕𝐴

𝜕𝑍2

)︂
=
χ
2

𝜕2𝐴

𝜕𝑍2
1

+ β|𝐴|2𝐴, (24)

где χ = −2𝑘−3 и β = 𝑘−4 — линейные параметры дисперсии групповой скорости и нелинейности.
В системе отсчета, движущейся с групповой скоростью 𝑣𝑔, (24) упрощается:

𝑖
𝜕𝐴

𝜕𝑇2
=
χ
2

𝜕2𝐴

𝜕𝑍2
1

+ β|𝐴|2𝐴. (25)

Уравнение (25) имеет решение в виде волны с постоянной амплитудой и нелинейным
сдвигом частоты:

𝐴 = 𝐴0 exp
(︁
−𝑖β |𝐴0|2 𝑇2

)︁
. (26)

Как известно (см., например, [4, 15]), при выполнении условия

χβ > 0 (27)

решение (26) неустойчиво, то есть имеет место МН. Параметр нелинейности β, очевидно, все-
гда положителен. Это означает, что при увеличении амплитуды волны дисперсионная харак-
теристика смещается в область более низких частот. Параметр дисперсии групповой скорости
χ = 𝜕2ω/𝜕𝑘2 положителен на верхней ветви дисперсионной характеристики и отрицателен на
нижней (см. рис. 2). Таким образом, на верхней ветви имеет место МН, что согласуется с вывода-
ми, полученными в работах [12, 13] путем анализа нелинейного дисперсионного соотношения.
В то же время нижняя ветвь соответствует устойчивому распространению волны.
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Рис. 3. Области различных режимов распространения вол-
ны на плоскости параметров частота – амплитуда волны:
1 — полоса непропускания, 2 — область абсолютной МН,
3 — область конвективной МН, 4 — область, где МН отсут-
ствует. Штриховая линия — граница смены характера МН,
построенная согласно критерию (29). Штрихпунктирная ли-
ния — граница смены характера МН, полученная на основе
анализа асимптотической формы неустойчивых возмуще-
ний (цвет онлайн) [13]

Fig. 3. Domains of different regimes of the wave propagation
on the frequency – amplitude parameter plane: 1 — non-
transmission, 2 — absolute MI, 3 — convective MI, 4 — no
MI. The dashed line is the boundary of changing character
of MI according to the condition (29). The dashed dotted
line represents the boundary obtained by the analysis of the
asymptotic form of unstable perturbations [13] (color online)

Как уже отмечалось выше, принципи-
альную роль играет характер неустойчивости
(абсолютная или конвективная). Для НУШ (24)
анализ характера МН был выполнен в рабо-
тах [19, 20], где был получен критерий абсо-
лютной МН:

|𝐴0|2 >
𝑣2𝑔
8χβ

. (28)

Подставляя сюда выражения для 𝑣𝑔, β и χ,
получаем

|𝐴0|2 > −𝑘7

16
(−1 + 𝑘−2)2. (29)

В совокупности с дисперсионным соот-
ношением (19) неравенство (29) параметри-
чески определяет границу смены характера
МН на плоскости параметров (ω, 𝐴0), пока-
занную на рис. 3. В [13] аналогичная задача
решалась на основе анализа асимптотической
формы неустойчивых возмущений методом пе-
ревала. Такой подход является более строгим,
однако положение точек перевала в комплекс-
ной плоскости приходится рассчитывать чис-
ленно. В данном случае мы получаем простое
аналитическое соотношение. Результаты, полу-
ченные с помощью этих подходов, достаточно близки друг к другу, а в области малых амплитуд
практически совпадают.

Таким образом, на плоскости параметров (ω, 𝐴0) имеем следующую картину (см. рис. 3).
В области 1 имеет место циклотронное поглощение волны. Границы полосы непропускания
построены в соответствии с формулами, полученными в [12]. Отметим, что верхняя граница
полосы непропускания соответствует зависимости

|𝐴0|2 = 2(2− ω), (30)

что в точности совпадает с зависимостью амплитуды неподвижного солитона от частоты (по-
дробнее см. раздел 3). В области 2 имеет место абсолютная МН, и сигнал разбивается на
последовательность солитонов огибающей. Однако при увеличении частоты МН меняет характер
с абсолютного на конвективный. В этом случае по окончании переходного процесса устанавлива-
ется стационарное одночастотное распространение сигнала (область 3).

3. Решения в виде солитонов

В работах [5–8] были найдены решения уравнений (2), (3) в виде солитонов для случая
точного циклотронного резонанса, то есть при δ = 0. Поскольку в дальнейшем мы будем
исследовать динамические режимы, наблюдающиеся при изменении частоты входного сигнала,
необходимо рассмотреть более общие решения с ненулевой отстройкой от частоты резонанса.
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Итак, будем искать решение в виде

𝑎(𝑍, τ) = 𝑎(ζ)𝑒𝑖δτ,

𝑝(𝑍, τ) = 𝑝(ζ)𝑒𝑖δτ,
(31)

где ζ = 𝑍 − 𝑈τ, 𝑈 — скорость распространения волны. Подстановка (31) в исходную систему
дифференциальных уравнений в частных производных (2), (3) сводит её к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений:

𝑠
𝑑𝑎

𝑑ζ
− 𝑖δ𝑎 = 𝑝,

𝑑𝑝

𝑑ζ
+ 𝑖|𝑝|2𝑝 = 𝑎,

(32)

где 𝑠 =
√
𝑈 + 1. Уравнения (32) можно представить в гамильтоновой форме

𝑑𝑎

𝑑ζ
= 𝑖

𝜕𝐻

𝜕𝑎*
,

𝑑𝑝

𝑑ζ
= −𝑖

𝜕𝐻

𝜕𝑝*
,

(33)

где

𝐻 = δ𝑠|𝑎|2 +
|𝑝|4

2
+ 𝑖(𝑎𝑝* − 𝑎*𝑝) (34)

— гамильтониан, δ𝑠 = δ/𝑠. Помимо гамильтониана, который всегда является интегралом движения,
у системы (33) есть ещё один очевидный интеграл

𝑠2|𝑎|2 − |𝑝|2 = const, (35)

который отражает тот факт, что в системе происходит перекачка энергии между ЭМВ и попереч-
ными колебаниями электронов.

Предположим, что 𝑝(ζ0) = 0 и |𝑎(ζ0)|2 = 𝐼0 в некоторой точке пространства ζ = ζ0.
С учетом данного условия из (35) следует, что

|𝑝|2 = 𝑠2(𝐼 − 𝐼0). (36)

Здесь 𝐼 = |𝑎|2. Также в соответствии с граничным условием имеем 𝐻 = δ𝑠𝐼0. Тогда из (34)
следует, что

sinψ =
2δ𝑠(𝐼 − 𝐼0) + 𝑠3(𝐼 − 𝐼0)

2

4
√︀

𝐼(𝐼 − 𝐼0)
, (37)

где ψ = arg(𝑎)− arg(𝑝). Учитывая соотношения (36) и (37), систему уравнений (32) можно свести
к одному обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка:

𝑑𝐼

𝑑ζ
= ± 1

2𝑠

√︀
𝐼 − 𝐼0

√︀
16𝐼 − (𝐼 − 𝐼0)(2δ𝑠 + 𝑠3(𝐼 − 𝐼0))2. (38)
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Решения уравнения (38) могут быть выражены через эллиптические функции Якоби (по-
дробнее см. [12]). При δ > −2𝑠, полагая 𝐼0 → 0, можно получить решения в виде солитона [12]

𝐼 =
8− 2δ2𝑠

𝑠3δ𝑠 + 2𝑠3cosh
[︁
𝑠−1(ζ− ζmax)

√︀
4− δ2𝑠

]︁ , (39)

где ζmax обозначает положение максимума солитона. Отметим, что при δ = 0 решения (39)
совпадают с решениями, которые были получены в [5–8]. Примеры решений при различных
значениях δ и 𝑠 представлены на рис. 4.

Амплитуда солитона 𝐼max = 𝐼(ζmax) равна

𝐼max = (4− 2δ𝑠)/𝑠3. (40)

Определим ширину солитона как 𝐷 = 2ζ1/2, где при ζ = ζmax ± ζ1/2 интенсивность составляет
половину от максимального значения, то есть 𝐼(ζmax ± ζ1/2) = 𝐼max/2 = (2− δ𝑠)/𝑠3. Учитывая
(39), можно получить, что

𝐷 =
2𝑠√︀
4− δ2𝑠

arccosh

(︂
4 + δ𝑠

2

)︂
. (41)

Решение (39) существует, когда параметр частотной расстройки удовлетворяет неравенству
−2𝑠 < δ < 2𝑠. При δ → 2𝑠 𝐼max стремится к нулю, а характерная ширина солитона при
этом стремится к бесконечности. При δ→ −2𝑠 𝐼max достигает своего максимального значения
𝐼max → 8/𝑠3, а ширина, соответственно, минимального, 𝐷 = 𝑠.

Случай 𝑠 = 1 соответствует неподвижному солитону. Решение в виде неподвижного
солитона существует при −2 < δ < 2, то есть когда частота входного сигнала лежит в линейной
полосе непропускания (см. рис. 3). В соответствии с (40) амплитуда неподвижного солитона равна

𝐼max = 2(2− δ). (42)

Как было показано в разделе 2, это выражение определяет верхнюю границу полосы непропуска-
ния на плоскости параметров частота — амплитуда входного сигнала (см. (30)).

Также отметим, что решение в виде солитона (39) существует при условии 𝑠 > 0, то есть
при 𝑈 > −1. Таким образом, солитоны могут двигаться как в положительном направлении

I
δ = -2.0

0.0

1.0

-4 -2 0 2 4

0

2

4

6

ζ-ζmax

s = 0.8

1.0

1.2

ζ-ζmax-4 -2 0 2 4

0

2

4

6

I

a b

Рис. 4. Решения в виде солитона (39) при различных значениях параметра δ и 𝑠 = 1 (a) и при различных значениях
параметра 𝑠 и δ = 0 (b) (цвет онлайн)

Fig. 4. Bright solitons (39) at different values of δ and 𝑠 = 1 (a) and at different values of 𝑠 and δ = 0 (b) (color online)
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Рис. 5. Пример пространственно-временного распределения нормированной амплитуды поля в режиме генерации
последовательности солитонов (𝑎0 = 1 и δ0 = 1.48), полученный в результате численного интегрирования усредненных
уравнений (цвет онлайн)

Fig. 5. Example of the spatio-temporal pattern of the normalized field amplitude in the regime of soliton train generation
(𝑎0 = 1 and δ0 = 1.48), calculated by numerical integration of the averaged equations (color online)

(𝑈 > 0), так и в отрицательном (−1 < 𝑈 < 0). Как следует из (40), при одной и той же несущей
частоте δ солитоны, бегущие в обратном направлении, имеют более высокую интенсивность, чем
солитоны, распространяющиеся вдоль электронного потока, см. рис. 4, b.

Условие 𝑈 > −1 означает, что скорость солитона не должна (по абсолютной величине)
превышать фазовую скорость линейных волн (подробнее см. [12, 13]). Действительно, хорошо
известно [21], что скорость распространения солитона не может совпадать с фазовой скоростью
𝑣𝑝ℎ(ω). Если же на какой-либо частоте 𝑣𝑝ℎ(ω) = 𝑈 , то солитон неустойчив: он распадается,
излучая волны на частоте ω, что можно интерпретировать как аналог черенковского излучения.

Как показывает численное моделирование [12, 13], когда частота входного сигнала достига-
ет верхней границы полосы непропускания, в результате развития МН абсолютного характера
непрерывный входной сигнал распадается на близкую к периодической последовательность
бегущих солитонов. Пример такого процесса иллюстрирует рис. 5. Видно, что солитоны форми-
руются вблизи правой границы системы и распространяются в обратном направлении, то есть
навстречу электронам. Дойдя до левой границы системы, они частично отражаются и начинают
движение в положительном направлении. Интенсивность солитонов, движущихся навстречу
пучку, существенно больше, чем у отраженных, что согласуется с найденным аналитическим
решением (39).

4. Трехмерное PIC-моделирование
формирования микроволновых СИП-солитонов

Наиболее строгим подходом к исследованию электронно-волнового взаимодействия яв-
ляется прямое 3D-моделирование методом частиц в ячейке (“Particle in Cell”, PIC). В данном
разделе представлены результаты 3D PIC-моделирования в программном пакете CST Studio
Suite [17]. Данный программный пакет позволяет непосредственно численно интегрировать
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Рис. 6. Дисперсионная диаграмма быстрой циклотронной
волны в электронном пучке и TE11-моды волновода при
параметрах, используемых при 3D PIC-моделировании. Точ-
кой отмечено положение точного циклотронного резонанса
(цвет онлайн)

Fig. 6. Dispersion diagram of the fast cyclotron wave of the
electron beam and the TE11 waveguide mode at parameters used
in 3D PIC simulations. Point of the exact cyclotron resonance
is shown by circle (color online)

уравнения Максвелла в совокупности с реля-
тивистскими уравнениями движения частиц с
учётом реальной геометрии пространства вза-
имодействия.

Схема системы, моделируемой с помо-
щью CST Studio Suite, представлена на рис. 1.
Непрерывный гармонический сигнал постоян-
ной амплитуды подаётся с правого конца систе-
мы (порт 2). Вблизи правой границы простран-
ства взаимодействия магнитное поле плавно
спадает до нуля, и электроны осаждаются на
внутренние стенки волновода, который выпол-
няет роль коллектора. Выходной сигнал сни-
мается на левой границе системы (порт 1).
На рис. 1 показано изображение траекторий
электронов в пространстве взаимодействия, по-
лученное в 3D PIC-моделировании в некото-
рый фиксированный момент времени.

Моделирование проводилось для цилин-
дрического волновода с радиусом 𝑟0 = 0.4 мм
и длиной пространства взаимодействия 𝑙 =
= 26 мм при продольном магнитном поле 𝐵0 = 8.9 Тл. Вдоль системы распространяется прямоли-
нейный пучок электронов с радиусом инжекции 𝑟𝑏 = 0.1 мм, начальной энергией 𝐸 = 1.828 кэВ
и током 𝐼𝑏 = 0.1 А. С коллекторного конца в систему подается сигнал постоянной мощности
𝑃0 = 140 Вт с частотой, варьирующейся в диапазоне 240...242 ГГц.

Пучок электронов взаимодействует с циркулярно поляризованной TE11-модой цилиндриче-
ского волновода. Циклотронная частота составляет 𝑓𝐻 = ω𝐻/2π = 248.5 ГГц, частота отсечки
волноводной TE11-моды 𝑓𝑐 = 𝑐/(3.41𝑟0) = 219.8 ГГц. Продольная скорость электронов на входе
в пространство взаимодействия равна 𝑉𝑧 =

√︀
2𝐸/𝑚𝑒 = 2.5 · 107 м/c (Лоренц-фактор γ = 1.0036).

На рис. 6 представлена дисперсионная характеристика TE11-моды

𝑓2 = 𝑓2
𝑐 +

𝑐𝑘𝑧
2π

2

(43)

и дисперсионная характеристика быстрой циклотронной волны

𝑓 = 𝑓𝐻 + 𝑉𝑧
𝑘𝑧
2π

. (44)

Условие циклотронного резонанса соответствует пересечению линии пучка (44) и дисперсионной
кривой (43). При выбранных параметрах резонансная частота составляет 𝑓0 = 240.3 ГГц.

Для того чтобы задать циркулярную поляризацию падающей волны, в порте 2 возбуждались
две ортогональных линейно-поляризованных TE11-моды с одинаковыми амплитудами и разностью
фаз 90∘. Средняя мощность входного сигнала фиксировалась равной 𝑃0=140 Вт. Современные
суб-ТГц гиротроны способны обеспечить мощность такого порядка в непрерывном режиме [22].

В численных экспериментах увеличивалась частота входного сигнала 𝑓 , начиная со значения
𝑓0, соответствующего точному циклотронному резонансу. Рис. 7 иллюстрирует характерные
режимы колебаний при различных значениях 𝑓 . На нем показаны зависимости выходного сигнала
в порте 1 и отражённого сигнала в порте 2 от времени. Эти сигналы, так же как и входной сигнал,
представляют собой сумму двух линейно-поляризованных TE11-мод. Для определенности на рис. 7
представлены осциллограммы для компоненты электрического поля, линейно-поляризованной
вдоль оси 𝑥.
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Рис. 7. Результаты 3D PIC-моделирования. Осциллограммы выходного сигнала в порте 1 (красные кривые) и отражён-
ного сигнала в порте 2 (синие кривые) в различных режимах распространения волны: a — 𝑓 = 240.3 ГГц (точный
циклотронный резонанс), режим циклотронного поглощения; b — 𝑓 = 241.3 ГГц, режим генерации последовательности
импульсов (абсолютная МН), c — 𝑓 = 241.65 ГГц, режим стационарного прохождения волны (конвективная МН).
Горизонтальными пунктирными линиями показан уровень входного сигнала (цвет онлайн)

Fig. 7. Results of 3D PIC simulation. Waveforms of the output signal in port 1 (red curves) and the reflected signal in port 2
(blue curves) in different regimes of the wave propagation: a — 𝑓 = 240.3 GHz (the exact cyclotron resonance), the regime of
cyclotron absorption; b — 𝑓 = 241.3 GHz, the regime of soliton train generation (absolute MI), c — 𝑓 = 241.65 GHz, the
regime of stationary signal transmission (convective MI). Horizontal dashed lines show the input signal level (color online)

При точном циклотронном резонансе, когда 𝑓 = 𝑓0 = 240.3 ГГц, наблюдается поглощение
волны (см. рис. 7, a). При этом входной сигнал, проходя через систему, практически полностью
затухает, и мощность выходного сигнала в порте 1 после переходного процесса стремится к нулю.
С ростом частоты входного сигнала поглощение волны сменяется нестационарной автомодуляцией.
Генерацию близкой к периодической последовательности импульсов демонстрирует рис. 7, b.
В соответствии с теоретическим анализом этот режим распространения волны соответствует
абсолютной МН. Длительность генерируемых импульсов составляет 3–4 нс. Отметим, что пиковая
амплитуда импульсов превышает амплитуду входного сигнала (штриховые линии на рис. 7).
Пиковая мощность выходного сигнала составляет около 200 Вт при входной мощности 140 Вт.

Наконец, при ещё более высоких частотах происходит переход от абсолютной МН к кон-
вективной. На рис. 7, с видно, что после нескольких затухающих осцилляций устанавливается
стационарное распространение волны. Установившееся значение выходной мощности составляет
примерно 75% мощности входного сигнала, поскольку часть сигнала отражается (см. осцилло-
грамму отраженного сигнала на рис. 7, c). Спектр выходного сигнала в установившемся режиме
содержит только частоту входного сигнала (рис. 8, a).

В то же время при абсолютной неустойчивости, когда устанавливается режим автомодуля-
ции, то есть режим многочастотных колебаний, спектр выходного сигнала обогащается новыми
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Рис. 8. Спектры выходного сигнала в порте 2: a — режим стационарного распространения волны (𝑓 = 241.65 ГГц),
b — режим генерации последовательности солитонов (𝑓 = 241.3 ГГц)

Fig. 8. Spectra of the output signal in port 2: a — the regime of stationary transmission of the wave (𝑓 = 241.65 GHz),
b — the regime of soliton train generation (𝑓 = 241.3 GHz)

независимыми спектральными компонентами, как показано на рис. 8, b. Частота модуляции,
то есть расстояние между соседними пиками в спектре сигнала, составляет 0.19 ГГц, что пример-
но равно 1/𝑇 , где 𝑇 ≈ 5.25 нс — период следования импульсов (см. осциллограмму выходного
сигнала на рис. 7, b).

Заключение

В данной работе развивается теория МН при взаимодействии ЭМВ со встречным пото-
ком невозбужденных электронов-осцилляторов в условиях циклотронного резонанса. Получено
нелинейное уравнение Шрёдингера, описывающее динамику медленно меняющейся амплитуды
волны, частота которой лежит в окрестности границы полосы непропускания. Анализ показывает,
что в окрестности верхней границы имеет место МН, которая может приводить к образованию
солитонов огибающей. Также по аналогии с результатами работ [19,20] получено простое ана-
литическое выражение для границы перехода от абсолютной неустойчивости к конвективной.
Исследование характера МН позволяет определить условия трансформации непрерывного сигнала
постоянной амплитуды в последовательность СИП-солитонов.

Результаты прямого 3D PIC-моделирования электронно-волнового взаимодействия согласу-
ются с выводами, полученными на основе анализа усредненной системы уравнений. В частности,
при увеличении частоты входного сигнала наблюдается одна и та же последовательность пе-
реходов между различными динамическими режимами. Выше границы полосы непропускания
имеют место нестационарные режимы автомодуляции, связанные с развитием МН абсолютного
характера, которые могут приводить к формированию последовательностей солитоноподобных
импульсов. При повышении частоты входного сигнала автомодуляция сменяется стационарным
одночастотным прохождением сигнала, что обусловлено сменой характера МН с абсолютного
на конвективный. 3D PIC-моделирование демонстрирует возможность преобразования гармони-
ческого сигнала в последовательность наносекундных импульсов, которая близка к периодиче-
ской. Такой эффект представляет интерес для генерации частотных гребёнок в микроволновом
диапазоне.

Гинзбург Н. С., Заславский В. Ю., Зотова И. В., Ростунцова А. А.,
Рыскин Н. М., Сергеев А. С., Юровский Л. А.
Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 6 837



Список литературы

1. Гинзбург Н. С., Зотова И. В., Сергеев А. С., Кочаровская Е. Р., Яландин М. И., Шунайлов С. А.,
Шарыпов К. А., Рыскин Н. М. Эффекты усиления, компрессии и самоиндуцированной
прозрачности при распространении ультракоротких электромагнитных импульсов вдоль
квазистационарных электронных потоков // Изв. вузов. Радиофизика. 2011. Т. 54, № 8–9.
С. 599–606.

2. Ginzburg N. S., Zotova I. V., Cross A. W., Phelps A. D. R, Yalandin M. I., Rostov V. V. Generation,
amplification, and nonlinear self-compression of powerful superradiance pulses // IEEE Trans.
Plasma Sci. 2013. Vol. 41, no. 4. P. 646–660. DOI: 10.1109/TPS.2013.2252369.

3. McCall S. L., Hahn E. L. Self-induced transparency by pulsed coherent light // Phys. Rev. Lett.
1967. Vol. 18, no. 21. P. 908–911. DOI: 10.1103/PhysRevLett.18.908.

4. Рыскин Н. М., Трубецков Д. И. Нелинейные волны. М.: URSS, 2021. 312 с.
5. Гинзбург Н. С., Зотова И. В., Сергеев А. С. Самоиндуцированная прозрачность, компрессия

и остановка электромагнитных импульсов при взаимодействии с пучками невозбужденных
классических осцилляторов // ЖЭТФ. 2011. Т. 140, № 5(11). С. 890–899.

6. Зотова И. В., Гинзбург Н. С., Железнов И. В., Сергеев А. С. Модуляция интенсивного СВЧ
излучения при резонансном взаимодействии со встречным потоком невозбужденных цикло-
тронных осцилляторов // Письма в ЖТФ. 2014. Т. 40, № 12. С. 1–10.

7. Zotova I. V., Ginzburg N. S., Sergeev A. S., Kocharovskaya E. R., Zaslavsky V. Yu. Conversion of
an electromagnetic wave into a periodic train of solitons under cyclotron resonance interaction
with a backward beam of unexcited electron-oscillators // Phys. Rev. Lett. 2014. Vol. 113, no. 14.
P. 143901. DOI: 10.1103/PhysRevLett.113.143901.

8. Гинзбург Н. С., Зотова И. В., Кочаровская Е. Р., Сергеев А. С., Железнов И. В., Заслав-
ский В. Ю. Солитоны самоиндуцированной прозрачности и диссипативные солитоны в
системах микроволновой электроники // Изв. вузов. Радиофизика. 2020. Т. 63, № 9–10.
С. 796–824.

9. Гапонов А. В., Петелин М. И., Юлпатов В. К. Индуцированное излучение возбужденных
классических осцилляторов и его использование в высокочастотной электронике // Изв.
вузов. Радиофизика. 1967. Т. 10, № 9–10. С. 1414–1453.

10. Benirschke D. J., Han N., Burghoff D. Frequency comb ptychoscopy // Nat. Commun. 2021.
Vol. 12, no. 1. P. 4244. DOI: 10.1038/s41467-021-24471-4.

11. Hagmann M. J. Scanning frequency comb microscopy—A new method in scanning probe
microscopy // AIP Advances. 2018. Vol. 8, no. 12. P. 125203. DOI: 10.1063/1.5047440.

12. Rostuntsova A. A., Ryskin N. M., Zotova I. V., Ginzburg N. S. Modulation instability of an electro-
magnetic wave interacting with a counterpropagating electron beam under condition of cyclotron
resonance absorption // Phys. Rev. E. 2022. Vol. 106, no. 1. P. 014214. DOI: 10.1103/PhysRevE.
106.014214.

13. Ростунцова А. А., Рыскин Н. М. Исследование характера модуляционной неустойчивости
при циклотронном резонансном взаимодействии излучения со встречным прямолинейным
пучком электронов // Известия вузов. ПНД. 2023. Т. 31, № 5. С. 597–609. DOI: 10.18500/0869-
6632-003067.

14. Benjamin T. B. Instability of periodic wavetrains in nonlinear dispersive systems // Proc. R. Soc.
Lond. A. 1967. Vol. 299, no. 1456. P. 59–76. DOI: 10.1098/rspa.1967.0123.

15. Островский Л. А., Потапов А. И. Введение в теорию модулированных волн. М.: Физматлит,
2003. 400 с.

838

Гинзбург Н. С., Заславский В. Ю., Зотова И. В., Ростунцова А. А.,
Рыскин Н. М., Сергеев А. С., Юровский Л. А.

Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 6

https://doi.org/10.1109/TPS.2013.2252369
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.18.908
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.113.143901
https://doi.org/10.1038/s41467-021-24471-4
https://doi.org/10.1063/1.5047440
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.106.014214
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.106.014214
https://doi.org/10.18500/0869-6632-003067
https://doi.org/10.18500/0869-6632-003067
https://doi.org/10.1098/rspa.1967.0123


16. Zakharov V. E., Ostrovsky L. A. Modulation instability: The beginning // Physica D. 2009. Vol. 238,
no. 5. P. 540–548. DOI: 10.1016/j.physd.2008.12.002.

17. CST Studio Suite Electromagnetic Field Simulation Software, Dassault Systèmes, Vélizy Villa-
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