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Аннотация . Цель настоящего исследования —оценка эффективности метода анализа направленных свя-
зей между колебательными системами на тестовых моделях, воспроизводящих спектральные свойства сиг-
налов электроэнцефалограммы (ЭЭГ) здоровых испытуемых в покое. Методы. В качестве эксперимен-
тальных сигналов использовались записи 11 отведений ЭЭГ от 10 здоровых молодых людей в положении
лежа. В спектрах большинства сигналов наблюдалось два выраженных ритма: около 0.1 Гц и в районе 10
Гц. На основе базовых уравнений теории колебаний были созданы специальные тестовые математические
модели, демонстрирующие колебания на частотах 0.1 Гц и 10 Гц. Проводилось тестирование метода анали-
за направленных связей, основанного на эмпирическом моделировании фазовой динамики для выявления
связей между 0.1 Гц колебаниями временных рядов предложенных тестовых систем. Подбирался способ
фильтрации и длина временного ряда, при которых метод демонстрирует высокую чувствительность и
низкий уровень ошибочных выводов. Результаты. Показано, что метод позволяет корректно выявлять на-
правленные связи при применении полосовых фильтров с полосами пропускания 0.02-0.5 Гц и 0.05-0.15 Гц и
для временных рядов длиной не менее 70 характерных периодов. Показано, что для диагностики ситуаций
возможных ошибочных выводов о направлении связи можно использовать оценку коэффициента фазовой
когерентности. Применение полученных результатов проиллюстрировано на экспериментальных сигналах
ЭЭГ здорового испытуемого. Заключение. Предложены рекомендации по выбору способа фильтрации и
длины ряда, при которых метод оценки направленных связей работает корректно. На реальных сигна-
лах ЭЭГ здорового добровольца показано, что применение более широкой полосы пропускания полосового
фильтра дает дополнительную информацию о связанности низкочастотных ритмов отведений ЭЭГ. Анализ
связанности в скользящем окне показал, что в течение 30 минут архитектура связей между некоторыми
отведениями может значительно меняться.
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Abstract. The purpose of this work is to study the effectiveness of the method for analyzing directional couplings
between oscillatory systems on test models that reproduce the spectral properties of electroencephalogram (EEG)
signals of healthy subjects at rest. Methods. Eleven EEG recordings from 10 healthy young adults in a supine
position were used as experimental signals. Two distinct rhythms were observed in the spectra of most signals:
around 0.1 Hz and around 10 Hz. Based on the basic equations of oscillation theory, special test mathematical
models were created demonstrating oscillations at frequencies of 0.1 Hz and 10 Hz. A method for analyzing
directional couplings, based on empirical modeling of phase dynamics, was tested to identify relationships between
0.1 Hz oscillations in the time series of the proposed test systems. A filtering method and time series length were
selected that demonstrated high sensitivity and a low rate of erroneous conclusions. Results. It is shown that the
method makes it possible to correctly identify directional couplings when using bandpass filters 0.02-0.5 Hz and
0.05-0.15 Hz and for time series with a length of at least 70 typical periods. It is shown that an estimate of the
mean phase coherence coefficient can be used to diagnose situations of possible erroneous conclusions about the
direction of coupling. The application of the obtained results is illustrated by the experimental EEG signals of a
healthy subject.. Conclusion.Recommendations are proposed for choosing the filtering method and the length of
the time series for which the method of estimating directional couplings works correctly. Using real EEG signals
from a healthy volunteer, it was shown that the use of a wider bandpass filter provides additional information
about the couplings of low-frequency rhythms of EEG leads. A moving window coupliong analysis showed that
the architecture of interaction between some leads can change significantly within 30 minutes.

Keywords: electroencephalogram, infra-slow EEG rhythms, directional coupling, phase dynamics modeling method,
mean phase coherence, Van der Pol oscillator, Rossler oscillator
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Введение

В последние десятилетия методы поиска связей между колебательными системами
путем математической обработки их сигналов широко применяются для решения задач
биологии и медицины. Например, в кардиологии [1,2] анализ сигналов электрокардиограм-
мы, фотоплетизмограммы, ритмов дыхания используется для изучения связанности ритмов
вегетативной регуляции кровообращения. На основе данного анализа разрабатываются но-
вые средства ранней диагностики патологий сердечно-сосудистой системы человека [3]. В
нейрофизиологии анализ сигналов электроэнцефалограммы или локальных электрических
потенциалов групп нейронов применяется для оценки взаимодействия между различными
областями головного мозга при эпилепсии и болезни Паркинсона. Такой анализ использу-
ется в изучении механизмов патологической нейронной активности [4, 5], создании средств
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прогнозирования эпилептических припадков [6, 7], оценки эффективности лечения Пар-
кинсоновского тремора [8]. В последние десятилетия особый интерес уделяется изучению
сверхмедленных ритмов ЭЭГ (на частотах < 1 Гц) [9–13], которые были обнаружены еще
в середине XX века [14]. Считается, что данные низкочастотные ритмы отражают, в том
числе, процессы автономной регуляции кардиореспираторной системы. Анализ связанно-
сти данных ритмов важен как с фундаментальной точки зрения для понимания природы
данных ритмов, так и с прикладной, для создания новых средств диагностики патологий.
Ранее, в работе [9] исследовалась синхронизованность сверхмедленных ритмов ЭЭГ с ритма-
ми дыхания и медлеными ритмами вегетативной регуляции сердечно-сосудистой системы.
В данной работе рассматривается задача изучения детальных характеристик связей между
самими сверхмедленными ритмами ЭЭГ. Для решения этой задачи в работе применяется
метод, основанный на моделировании фазовой динамики [16, 17]. Данный метод позволяет
оценить не только наличие связи, но и ее направленность. Преимуществом такого метода
является его эффективность при анализе слабых связей, что делает его перспективным при
изучении особенностей взаимодействия регуляторных процессов в разных условиях и состо-
яниях организма, а также при создании методов ранней диагностики возможных патоло-
гий [18]. Основным требованием для использования этого метода является наличие хорошо
выраженного ритма колебаний в анализиуремых сигналах, когда можно корректно ввести
фазу. Тестирование данного метода на различных модельных системах показало, что при
подобранных параметрах его эффективность сохраняется даже в случаях, когда имеется
несколько пиков в спектре мощности сигналов, и ширина этих пиков значительна [19]. Важ-
ным этапом применения к реальным сигналам подобных методов анализа связей, имеющих
ряд параметров, является предварительное тестрование их работоспособности на моделях.
В данной работе исследуется возможность применения указанного метода выявления свя-
зей для тестовых временных рядов, спектральные свойства которых качественно схожи с
составом спектра сигналов ЭЭГ здоровых добровольцев в положении лежа в состоянии по-
коя. Для этого в данной работе на основе базовых уравнений теории колебаний разработана
тестовая математическая модель, которая использовалась для тестирования работоспособ-
ности указанного метода выявления связей на основе моделирования фазовой динамики.

Цель настоящего исследования — оценить, корректно ли указанный метод опреде-
ляет направленные связи для тестовых систем, определить, влияет ли способ фильтрации
тестовых временных рядов для выделения низкочастотной компоненты на эффективность
метода, подобрать способ фильтрации и длину ряда, при которых метод эффективен.

1. Экспериментальные данные

В качестве экспериментальных сигналов использовались одновременные записи 11 от-
ведений электроэнцефалограммы (ЭЭГ) по схеме 10/20 от 10 здоровых добровольцев (муж-
чины в возрасте 20-25 лет), которые находились в положении лежа в состоянии покоя. За-
пись сигналов производилась с помощью электроэнцефалографа-регистратора «Энцефалан-
ЭЭГР-19/26» с частотой дискретизации 250 Гц и частотой среза 0.016 Гц. Длина записей
составляла 30 минут. На (рис. 1, a − c) приведен пример участка сигнала отведения T4
и соотвествующего Фурье-спектра мощности для одного испытуемого. В спектре наблюда-
ется две выраженные компоненты: альфа-ритм на частоте около 10 Гц и сверхмедленный
ритм на частоте около 0.1 Гц. Подобный вид спектра пронаблюдался для 65% сигналов от
всех 10 испытуемых. На (рис. 2, a − c) приведены усредненные Фурье-спектры сигналов
ЭЭГ 10 добровольцев для отведений Cz, T4, F3. При усреднении спектров для отведения T4
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пик в районе 0.1 Гц слабо выражен. Для других отведений, для Cz и F3, после усреднения
выраженность пика в области 0.1 Гц остается,. Это говорит о систематическом появлении
пиков в области сверхмедленных частот у здоровых добровольцев в состоянии покоя.

Рассматриваемая в данной работе задача состоит в изучении связей сверхмедленных
ритмов, поэтому для тестирования работоспособности метода анализа направленных связей
на основе моделирования фазовой динамики были созданы специальные тестовые матема-
тические модели, воспроизводящие обе частотные компоненты. Проводилось исследование
эффективности метода при разных способах выделения низкочастотной компоненты из те-
стовых временных рядов.

Рис. 1. a — реальный сигнал отведения Т4 ЭЭГ здорового добровольца; b — соответствующий Фурье-спектр
мощности в диапазоне до 15 Гц; c — спектр мощности того же сигнала в диапазоне частот до 1 Гц; d —
временная реализация модельной системы (3); e — соответствующий ей Фурье-спектр мощности в диапазоне
до 15 Гц; f — Фурье-спектр мощности сигнала модельной системы (3) в диапазоне до 1 Гц

Fig. 1. a —Real T4 EEG lead signal of a healthy volunteer; b —corresponding Fourier power spectrum up to 15
Hz ; c — and up to 1 Hz; d — time series of the model system (3); e — and corresponding Fourier power spectrum
up to 15 Hz; f — and up to 1 Hz

Рис. 2. Усредненные Фурье-спектры по сигналам ЭЭГ 10 добровольцев для отведений: a — Cz; b — T4; c —
F3

Fig. 2. Averaged Fourier spectra of EEG signals from 10 volunteers for the leads a —Cz; b —T4 ; c — F3
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2. Модельная система

Предлагаемые тестовые модели воспроизводят сразу две компоненты – основную («вы-
сокочастотный» альфа-ритм) и компоненту в области сверхмедленных частот. Обе частот-
ные компоненты моделировались двумя разными осцилляторами, параметры которых под-
бирались исходя из индивидуальных свойств каждой компоненты. Для получения модель-
ных временных рядов с частотой около 10 Гц использовался осциллятор Ресслера – базовая
модель с возможностью хаотической динамики:

𝑥̇(𝑡) = −𝜔𝑥𝑦(𝑡)− 𝑧(𝑡) + 𝜉𝑥(𝑡);
𝑦̇(𝑡) = 𝜔𝑥𝑥(𝑡) + 𝑎𝑦(𝑡);

𝑧̇(𝑡) = 𝑏− 𝑧(𝑡)(𝑟 − 𝑥(𝑡)),

(1)

где 𝑎, 𝑏 и 𝑐 – управляющие параметры, 𝑎=0.1, 𝑏=0.1, параметр 𝑟 менялся в некотром диапа-
зоне, обеспечивая различные динамические режимы, в итоге было выбрано значение 𝑟=10,
при котором наблюдает слаборазвитая хаотическая динамика; угловая частота 𝜔𝑥 = 62, что
соответствовало колебаниям в переменной 𝑥(𝑡) около 10 Гц, 𝜉𝑥(𝑡) – белый гауссовский шум
с автокорреляционной функцией ⟨𝜉𝑥(𝑡)𝜉𝑥(𝑡 − 𝑡′)⟩ = 𝐷𝜉𝑥𝛿(𝑡 − 𝑡′), параметр

√︀
𝐷𝜉𝑥 определя-

ет интенсивность шума. Ранее система (1) уже использовался для моделирования сигнала
ЭЭГ [20].

Низкочастотная (0.1 Гц) составляющей ЭЭГ моделировалась с помощью базового
нелинейного осциллятора без хаотической динамики - осциллятора Ван дер Поля:

𝑣(𝑡) = 𝜇(1− 𝑣2(𝑡))𝑣̇(𝑡)− 𝜔2
𝑣𝑣(𝑡) + 𝜉𝑣(𝑡), (2)

где параметр нелинейности 𝜇 = 0.5, значение угловой частоты 𝜔𝑣 = 0.63 было выбрано та-
ким образом, чтобы переменная 𝑣(𝑡) демонстрировала колебания около 0.1 Гц, 𝜉𝑣(𝑡) – белый
гауссовский шум с интенсивностью

√︀
𝐷𝜉𝑣 . Данный осциллятор раньше уже использовался

для моделирования 0.1 Гц ритмов вегетативной регуляции кровообращения [21].
В качестве модели сигнала отведения ЭЭГ, которая демонстрировала бы колебания

с двумя частотными компонентами (10 Гц и 0.1 Гц) была рассмотрена система связанных
осцилляторов Ресслера и Ван дер Поля:

𝑣(𝑡) = 𝜇(1− 𝑣2(𝑡))𝑣̇(𝑡)− 𝜔2
𝑣𝑣(𝑡) + 𝜉𝑣(𝑡);

𝑥̇(𝑡) = −𝜔𝑥𝑦(𝑡)− 𝑧(𝑡) + 𝑔𝑣(𝑣(𝑡)− 𝑥(𝑡)) + 𝜉𝑥(𝑡);
𝑦̇(𝑡) = 𝜔𝑥𝑥(𝑡) + 𝑎𝑦(𝑡);

𝑧̇(𝑡) = 𝑏− 𝑧(𝑡)(𝑟 − 𝑥(𝑡)),

(3)

где 𝑔𝑣-коэффициент связи между "никзочастотным"и "высокочастотным"осцилляторами.
В данной работе рассматривается простая модель, в которой медленные ритмы нервной
регуляции кровообращения оказывают влияние на ритмы коры большых полушарий, в ре-
зультате чего низкочастотные ритмы наблюдаются в сигналах ЭЭГ. Изучение механизмов
такого влияния является предметом отдельной работы. Численное интегрирование здесь и
далее в работе проводилось методом Эйлера-Маруямы с шагом 0.00001, интервал выборки
△𝑡 = 0.004 (250 точек на интервале равном 1 условной секунде), длина ряда составляла
примерно 30 условных минут (около 180 периодов колебаний на частоте около 0.1 Гц). Вре-
менная реализация сигнала 𝑥(𝑡) в (3) использовалась в качестве анализируемого ряда. Пара-
метры 𝑔𝑣,

√︀
𝐷𝜉𝑥 ,

√︀
𝐷𝜉𝑣 перебиралось в широком диапазоне и были выбраны такие значения,
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чтобы спектр сигнала 𝑥(𝑡) качественно был похож на спектр сигнала реальных отведений
ЭЭГ. Были подобранные следующие значения 𝑔𝑣 = 10,

√︀
𝐷𝜉𝑥 = 0.0006,

√︀
𝐷𝜉𝑣 = 0.036. Ре-

зультаты численного интегрирования системы (3) при подобранных параметрах показаны
на рис. 1, d− f. На рис. 1, d приведена временная реализация переменной 𝑥(𝑡) в системе (3),
на рис. 1, e− f соответствующий спектр мощности в диапазоне частот до 15 Гц (рис. 1, e)
и до 1 Гц (рис. 1, f ).

3. Метод анализа связей

Для оценки наличия и направления связи между двумя колебательными системами
использовался метод [16,17], основанный на построении эмпирической модели фазовой ди-
намики наблюдаемых процессов. Для этого по исходным временным рядам от двух систем
𝑥1(𝑡1), ..., 𝑥1(𝑡𝑁 ) и 𝑥2(𝑡1), ..., 𝑥2(𝑡𝑁 ) (𝑡𝑖 = 𝑖△𝑡,△𝑡 – интервал выборки) строятся временные

ряды фаз их колебаний 𝜙1(𝑡1), ..., 𝜙1(𝑡𝑁 ) и 𝜙2(𝑡1), ..., 𝜙2(𝑡𝑁 ). Стандартным способом явля-
ется подход на основе преобразования Гильберта. По полученным временным рядам фаз
строится математическая модель, форма которой выбирается из соображений, что фазо-
вая динамика осцилляторов, возмущенных слабыми шумами и слабо связанных, хорошо
описывается стохастическими дифференциальными уравнениями первого порядка:

𝑑𝜙𝑘

𝑑𝑡
= 𝜔𝑘 + 𝐿𝑘(𝜙𝑘(𝑡), 𝜙𝑗(𝑡)) + 𝜂𝑘(𝑡), (4)

где 𝑘, 𝑗 = 1, 2, 𝑘 ̸= 𝑗, параметр 𝜔𝑘 определяет угловую частоту колебаний, 𝜂𝑘(𝑡) – белый шум
с нулевым средним и автоковариационной функцией ⟨𝜂𝑘(𝑡)𝜂𝑘(𝑡 − 𝑡′)⟩ = 𝜎2

𝜂𝑘
𝛿(𝑡 − 𝑡′). Функ-

ции 𝐿𝑘 2𝜋-периодичны по обоим аргументам и определяют взаимодействие осцилляторов и
собственную нелинейность их фазовой динамики. При анализе дискретных временных ря-
дов удобно рассматривать разностную форму уравнений, которую можно получить путем
интегрирования уравнений (4) на интервале конечной ширины 𝜏 :

△𝜙𝑘(𝑡) = 𝐹𝑘(𝜙𝑘(𝑡), 𝜙𝑗(𝑡), a𝑘) + 𝜖𝑘(𝑡), (5)

где △𝜙𝑘(𝑡) = 𝜙𝑘(𝑡 + 𝜏) − 𝜙𝑘(𝑡) -приращение фазы на временном интервале 𝜏 , 𝜖𝑘(𝑡) ≈∫︀ 𝑡+𝜏
𝑡 𝜂𝑘(𝑡

′)𝑑𝑡′ – гауссов шум с нулевым средним и дисперсией 𝜎2
𝜖𝑘

= 𝜎2
𝜂𝑘
𝜏 , функции 𝐹𝑘(𝜙𝑘(𝑡), 𝜙𝑗(𝑡))

- тригонометрические многочлены, a𝑘 –векторы их коэффициентов. Для построения модели
(5) задается интервал 𝜏 (обычно принимаемый равным характерному периоду колебаний)
и порядки многочленов 𝐹𝑘:

𝐹𝑘(𝜙𝑘(𝑡), 𝜙𝑗(𝑡), a𝑘) = 𝑤𝑘 +
∑︁

(𝑚,𝑛)∈Ω

(︀
𝛼𝑘,𝑛,𝑚𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜙𝑘 − 𝑛𝜙𝑗) + 𝛽𝑘,𝑚.𝑛𝑠𝑖𝑛(𝑚𝜙𝑘 − 𝑛𝜙𝑗)

)︀
, (6)

где a𝑘 = (𝑤𝑘, 𝛼𝑘,𝑚,𝑛, 𝛽𝑘,𝑚,𝑛) - вектор коэффициентов, Ω - диапазон суммирования, опреде-
ляемый порядком многочлена 𝐹𝑘. В данной работе брался порядок равный 3, используемый
ранее в работах [16,17]. Оценки коэффициентов â𝑘 получаются методом наименьших квад-
ратов путем минимизации квадрата ошибки модели. По оценкам коэффициентов модели â𝑘

вычисляются несмещенные оценки индексов направленной связи осцилляторов [17]:

𝛾2𝑗→𝑘 =
∑︁

(𝑚,𝑛)∈Ω

𝑛2â2
(𝑘,𝑚,𝑛) −

∑︁
(𝑚,𝑛)∈Ω

𝑛2𝜎̂2
â(𝑘,𝑚,𝑛)

, (7)

где 𝜎̂2
â(𝑘,𝑚,𝑛)

- оценка дисперсии коэффициентов модели 𝐹𝑘 (см. [17]). Индекс 𝛾2→1 – оцен-
ка влияния второго осциллятора на первый, 𝛾1→2 – оценка влияния в обратную сторону,
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первого осциллятора на второй. В работе [17] были получены формулы для их 95%-ных
доверительных интервалов вида

[︀
𝛾𝑗→𝑘 − 1.6𝜎̂𝛾𝑗→𝑘

, 𝛾𝑗→𝑘 + 1.8𝜎̂𝛾𝑗→𝑘

]︀
, где 𝜎̂𝛾𝑗→𝑘

оценка дис-
персии величины 𝛾𝑗→𝑘 и рассчитывается по тем же временным рядам фаз, что и сами
индексы направленной связи. Если оценка 𝛾𝑗→𝑘 вместе со своим доверительным интерва-
лом превышает ноль, то делается вывод о наличии воздействия j -ой системы на k -ую с
вероятностью ошибки не более 0.05, поскольку доверительный интервал 95%-ный.

Данный метод применим при наличии выраженного ритма колебаний в анализиру-
емых сигналах. Если спектр сигнала содержит много пиков на различных частотах, то
используется фильтрация, чтобы выделить определенный ритм, и описанный подход при-
меняется к фильтрованному сигналу. Выбор способа и параметров фильтрации может вли-
ять на корректность введения фазы, следовательно на эффективность описанного метода
оценки направленных связей. В данной работе исследовалось влияние способа фильтрации
модельных временных рядов при выделении 0.1 Гц составляющей на эффективность оценки
направленных связей.

Также, как указывалось ранее, предполагается, что исследуемые системы слабо свя-
заны, так как в случае сильной связи, при которой имеет место режим фазовой синхро-
низации, фазы двух осцилляторов не могут выступать в роли «независимых» переменных
при построении модели, и метод становится не применим: в этом случае оба индекса 𝛾1→2

и 𝛾2→1 могут оцениваться как значимо отличные от нуля даже в случае однонаправленной
связи. Поэтому на практике важно контролировать силу связи между анализируемыми си-
стемами. Это можно сделать, используя различные меры синхронизации. В работах [16–18]
сила связи контролировалась с помощью коэффициента фазовой когерентности:

𝜌 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑒𝑥𝑝(𝑖(𝜙1(𝑡𝑘)− 𝜙2(𝑡𝑘))), (8)

здесь 𝑖-мнимая единица. Величина 𝜌 равна единице при строгой синхронности, а для несвя-
занных осцилляторов без собственной фазовой нелинейности величина 𝜌 близка к нулю. В
данной работе проверялась возможность применения оценки коэффициента 𝜌 для контроля
ошибочных выводов о направлении связи в случае анализа временных рядов от предложен-
ных модельных систем.

4. Методика исследования

Для тестирования работоспособности описанного в предыдущем разделе метода вы-
явления связи между двумя осцилляторами использовалось две связанные предложенные
модельные системы (3):

𝑣𝑘(𝑡) = 𝜇𝑘(1− 𝑣2𝑘(𝑡))𝑣̇𝑘(𝑡)− 𝜔2
𝑣𝑘
𝑣𝑘(𝑡) +𝐺𝑗→𝑘(𝑣𝑗(𝑡)− 𝑣𝑘(𝑡)) + 𝜉𝑣𝑘(𝑡);

𝑥̇𝑘(𝑡) = −𝜔𝑥𝑘
𝑦𝑘(𝑡)− 𝑧𝑘(𝑡) + 𝑔𝑣𝑘(𝑣𝑘(𝑡)− 𝑥𝑘(𝑡)) + 𝜉𝑥𝑘

(𝑡);
𝑦̇𝑘(𝑡) = 𝜔𝑥𝑘

𝑥𝑘(𝑡) + 𝑎𝑦𝑘(𝑡);
𝑧̇𝑘(𝑡) = 𝑏− 𝑧𝑘(𝑡)(𝑟 − 𝑥𝑘(𝑡)),

(9)

где 𝑘, 𝑗 = 1, 2, 𝑘 ̸= 𝑗, 𝜔𝑣1 = 0.63, 𝜔𝑣2 = 0.7 (данные значения частот выбраны так, что пе-
ременные 𝑣1,2(𝑡) немного расстроены по частоте, но имеют «низкочастотные» колебания в
районе 0.1 Гц), 𝜔𝑥1 = 62, 𝜔𝑥2 = 64 (при таких значениях переменные 𝑥1,2(𝑡), также имеют
небольшую расстройку частот, демонстрируя колебания в районе 10 Гц), 𝜇1 = 𝜇2 = 0.5, 𝑎1 =
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𝑎2 = 0.1, 𝑏1 = 𝑏2 = 0.1, 𝑟1 = 𝑟2 = 10, интенсивность шумов
√︀

𝐷𝜉𝑣1
=

√︀
𝐷𝜉𝑣2

= 0.036,
√︀

𝐷𝜉𝑥1
=√︀

𝐷𝜉𝑥2
=0.0006. Связь 𝐺𝑗→𝑘 вводилась через «низкочастотные» осцилляторы, поскольку за-

дача стояла в исследовании применимости метода к анализу связанности сверхмедленных
ритмов ЭЭГ. В качестве анализируемых временных рядов всегда рассматривалась перемен-
ные 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), имеющие две основные частоты - 0.1 и 10 Гц. Были рассмотрены разные
варианты связи между тестовыми системами: однонаправленная (𝐺1→2 ̸= 0, 𝐺2→1 = 0, толь-
ко первая система влияет на вторую), двунаправленная (𝐺1→2 = 𝐺2→1 = 𝐺 ̸= 0) и когда
связь между низкочастотными ритмами отсутствует (𝐺1→2 = 𝐺2→1 = 0). При каждом фик-
сированном значении коэффициента связи генерировался ансамбль из 100 пар временных
реализаций системы (9). Длиня ряда составляла 180 харакетрных периодов колебаний с
частотой 0.1 Гц. Из временных рядов с помощью фильтрации выделялась низкочастотная
составляющая, по которой с помощью преобразования Гильберта рассчитывались времен-
ные ряды фаз. Для каждой пары временных рядов фаз оценивались индексы направленной
связи 𝛾2→1 и 𝛾1→2 вместе с их доверительными интервалами. Подсчитывалась частота по-
ложительных выводов 𝑓 о наличии связи, т.е. доля временных рядов, для которых оценка
индекса 𝛾𝑗→𝑘 не попадает в доверительный интервал. Частота положительных выводов при
отсутствии связи (уровень ложных выводов) не должна превосходить 0.05 – это обязатель-
ное условие, чтобы метод гарантировал надежность результатов, т.е. был применим. Эта
же частота 𝑓 при наличии связи есть доля правильных выводов, которая определяет чув-
ствительность метода, чем она выше, тем метод эффективанее. Строилась зависимость 𝑓
от коэффициента связи 𝐺𝑗→𝑘, значение которого менялось от 0 до 2, а также от длины
анализируемого ряда, значение которого менялось от 10 до 200 характерных периодов. Ис-
следование эффективности метода при малых длинах ряда проводилось с целью оценки
возможности анализа направленных связей в скользящих окнах, что также важно для по-
дробного изучения особенностей сверхмедленных ритмов ЭЭГ. Также для оценки степени
фазовой синхронизованности строились зависимости усредненного по ансамблю значения
коэффициента фазовой когерентности 𝜌. В работе проводился анализ влияния способа вы-
деления низкочастотной составляющей из тестовых временных рядов на эффективность
метода оценки направленных связей. В различных работах выделяют разные частотные
диапазоны, относимые к сверхмедленным ритмам ЭЭГ [10–15]. Чаще всего используют рит-
мы, характерные для процессов симпатической регуляции кровообращения (близкие к 0.1
Гц). Стандартным диапазоном в данном случае является 0.05-0.15 Гц [22]. В работах [14,15]
к сверхмедленным ритмам ЭЭГ относят колебания на частотах менее 0.5-1 Гц, что вклю-
чает более широкий диапазон частот, в том числе и ритмы характерные для систем па-
расимпатической и гуморальной регуляции. В данной работе проводилось сравнение двух
вариантов полосовой фильтрации: фильтр с полосой пропускания 0.05-0.15 Гц и фильтр с
более широким даипазоном 0.02 – 0.5 Гц. Также был рассмотрен вариант выделения низ-
кочастотных составляющих путем подавления во временном ряде более высоких частот.
Для этого использовался режекторный фильтр с полосой подавления 8-14 Гц. Эффектив-
ность метода при разных вариантах фильтрации оценивалась с точки зрения минимального
уровня ошибок при сохранении высокого уровня правильных выводов о наличии связи.

5. Результаты

На рис. 3 приведены результаты оценки индексов направленной связи для случая
однонаправленной связи в системе (9): на рис. 3, a, b показаны зависимости 𝑓 от коэф-
фициента связи 𝐺1→2 (при условии, что 𝐺2→1 = 0), на рис. 3, c приведена зависимость
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усредненного по ансамблю из 100 пар временных реализаций значения 𝜌. Разные линии
соответствуют разным способам фильтрации временных рядов.

При отсутствии связи между "низкочастотными"осцилляторами (соответствует слу-
чаю, когда 𝐺1→2 = 𝐺2→1 = 0) метод демонстрирует малый уровень ошибок для обоих
вариантов полосового фильтра, 𝑓 < 0.05 при 𝐺1→2 = 0. Для случая использования режек-
торного фильтра метод демонстрирует высокий уровень ошибочынх выводов о наличии
связи. В случае ненулевых значений 𝐺1→2 на рис. 3, a величина 𝑓 показывает долю лож-

Рис. 3. Результаты оценки доли положительных выводов о наличии связи 𝑓 в зависимости от коэффици-
ента связи 𝐺1→2 для системы (9) для случая однонаправленной связи (𝐺1→2 ̸= 0, 𝐺2→1 = 0): a — доля
положительных выводов для индекса 𝛾2→1 (оценка влияния второй системы на первую); b — доля поло-
жительных выводов для индекса 𝛾1→2 (оценка влияния первой системы на вторую); c — усредненное по
ансамблю значение коэффициента фазовой когерентности 𝜌. Разные линиие соответствуют разным спосо-
бам фильтрации исходных временных рядов: жирная – полосовой фильтр c диапазоном частот 0.02-0.5 Гц,
тонкая – полосовой фильтр 0.05-0.15 Гц, пунктирная – режекторный фильтр с полосой подавления 8-14 Гц

Fig. 3. Results of estimation of the level of positive conclusions about the presence of coupling depending on
the coupling coefficient 𝐺1→2 for system (9) for the case of unidirectional coupling (𝐺1→2 ̸= 0, 𝐺2→1 = 0): a
—the percentage of positive conclusions for the index 𝛾2→1 (assessment of the influence of the second system on
the first); b —the percentage of positive conclusions for the index 𝛾1→2 (assessment of the influence of the first
system on the second); c — the ensemble-averaged value of the mean phase coherence coefficient. Different lines
correspond to different ways of test time series filtering: the bold one is a 0.02-0.5 Hz bandpass filter, the thin one
is a 0.05–0.15 Hz bandpass filter, and the dotted one is a reject filter with a suppression band of 8-14 Hz

Рис. 4. Результаты оценки доли положительных выводов о наличии связи 𝑓 в зависимости от коэффициента
связи 𝐺 для системы (9) для случая двунаправленной связи (𝐺 = 𝐺2→1 = 𝐺1→2): a — доля положительных
выводов для индекса 𝛾2→1 (оценка влияния второй системы на первую); b — доля положительных выводов
для индекса 𝛾1→2 (оценка влияния первой системы на вторую); c — усредненное по ансамблю значение
коэффициента фазовой когерентности 𝜌. Разные линиие соответствуют разным способам фильтрации ис-
ходных временных рядов: жирная – полосовой фильтр c диапазоном частот 0.02-0.5 Гц, тонкая – полосовой
фильтр 0.05-0.15 Гц, пунктирная – режекторный фильтр с полосой подавления 8-14 Гц

Fig. 4. Results of estimation of the level of positive conclusions about the presence of coupling depending on the
coupling coefficient 𝐺 for system (9) for the case of bidirectional coupling (𝐺 = 𝐺2→1 = 𝐺1→2): a —the percentage
of positive conclusions for the index 𝛾2→1 (assessment of the influence of the second system on the first); b —
the percentage of positive conclusions for the index 𝛾1→2 (assessment of the influence of the first system on the
second); c —the ensemble-averaged value of the mean phase coherence coefficient. Different lines correspond to
different ways of test time series filtering: the bold one is a 0.02-0.5 Hz bandpass filter, the thin one is a 0.05–0.15
Hz bandpass filter, and the dotted one is a reject filter with a suppression band of 8-14 Hz
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ноположительных выводов - долю временных рядов, для которых сделан положительный
вывод о наличии влияния второй системы на первую, при том, что в данном случае имеет-
ся только влияние первой системы на вторую. При 𝐺1→2 > 0.4 уровень ошибок становится
большим для всех варинтов фильтрации. Наименьший уровень ошибочных выводов о на-
правлении связи удается достичь, применяя полосовой фильтр 0.02-0.5 Гц. (жирная линия
на рис. 3, a). При этом при 𝐺1→2 > 0.4, когда уровень ошибочных выводов о направлении
связи становится большим, оценка коэффициента фазовой когерентности ⟨𝜌⟩ превышает
значение 0.4. Этот результат справедлив для обоих вариантов полосовой фильтрации. При-
менение режекторного фильтра имеет большой, близкий в единице, уровень ошибок даже
при малых значениях коэффициента связи, когда оценка ⟨𝜌⟩ < 0.4. Это в большей степе-
ни связано с тем, что при подавлении высокочастотных ритмов фаза колебаний в области
низких частот оказывается плохо определенной, часто наблюдаются проскоки фазы, и ме-
тод в данном случае, без применения дополнительных фильтров в области низких частот,
оказывается практически не применим.

На рис. 3, b величина 𝑓 при 𝐺1→2 ̸= 0 - это оценка чувствительности метода. Для всех
трех вариантов фильтрации чувствительность оказалась высокой. Даже при малых значе-
ниях коэффициента связи, когда усредненная по ансамблю оценка коэффициента фазовой
когерентности ⟨𝜌⟩ не превышает значения 0.1, доля правильных выводов 𝑓 имеет значения
близкие к 1.

На рис. 4 приведены результаты для случая двунапрвленной связи при 𝐺1→2 =
𝐺2→1 = 𝐺. Для всех вариантов фильтрации метод демонстрирует высокую чувствитель-
ность.

На рис. 5 приведены графики зависимости 𝑓 от длины ряда в характерных перио-
дах 0.1 Гц ритмов для случая однонаправленной связи (𝐺1→2 = 0.2, 𝐺2→1 = 0) . Рис. 5, a
показывает зависимость уровня ложноположительных выводов. Даже для коротких вре-
менных рядов длиной 10 характерных периодов уровень ошибок остается малым (около
0.05) при применении обоих полосовых фильтров. Применение режекторного фильтра так-

Рис. 5. Результаты оценки доли положительных выводов о наличии связи 𝑓 от длины ряда N в харак-
терных периодах для системы (9) для случая однонаправленной связи (𝐺1→2 = 0.2, 𝐺2→1 = 0): a — доля
положительных выводов для индекса 𝛾2→1 (оценка влияния второй системы на первую); b — доля поло-
жительных выводов для индекса 𝛾1→2 (оценка влияния первой системы на вторую); c — усредненное по
ансамблю значение коэффициента фазовой когерентности 𝜌. Разные линиие соответствуют разным спосо-
бам фильтрации исходных временных рядов: жирная – полосовой фильтр c диапазоном частот 0.02-0.5 Гц,
тонкая – полосовой фильтр 0.05-0.15 Гц, пунктирная – режекторный фильтр с полосой подавления 8-14 Гц

Fig. 5. Results of estimation of the level of positive conclusions about the presence of coupling depending on the
timse series length (in typical periods ) for system (9) for the case of unidirectional coupling (𝐺1→2 = 0.2, 𝐺2→1 =
0): a —the percentage of positive conclusions for the index 𝛾2→1 (assessment of the influence of the second system
on the first); b —the percentage of positive conclusions for the index 𝛾1→2 (assessment of the influence of the first
system on the second); c —the ensemble-averaged value of the mean phase coherence coefficient. Different lines
correspond to different ways of test time series filtering: the bold one is a 0.02-0.5 Hz bandpass filter, the thin one
is a 0.05–0.15 Hz bandpass filter, and the dotted one is a reject filter with a suppression band of 8-14 Hz
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же как и в случае, приведеном на рис. 3, a имеет большой уровень ошибок Приведенная
на рис. 5, b величина 𝑓 рассчитана для оценки влияния первой системы на вторую, т.е.
здесь 𝑓 показывает долю правильных выводов о наличии связи. При длинах ряда меньше
70 характерных периодов чувствительность метода остается невысокой. При длинах ряда
от 70 до 150 характерных периодов колебаний применение полосового фильтра 0.05-0.15 Гц
дает более высокую чувствительность метода по сравнению с полосовым фильтром 0.02-0.5
Гц.

Таким образом, в работе показано, что для оценки связанности сверхмедленных рит-
мов ЭЭГ метод, основанный на моделировании фазовой динамики, может быть применим

Рис. 6. Результаты анализа попарной связанности отведений ЭЭГ здорового добровольца: a — статисти-
чески значимые оценки индексов 𝛾𝑗→𝑘, полученные по сигналам ЭЭГ, отфильтрованным в полосе частот
0.05-0.15 Гц, b — значения оценки коэффициента фазовой когерентности 𝜌 , полученные по фазам сигналов,
отфильтрованных в полосе 0.05-0.15 Гц, c — статистически значимые оценки индекса 𝛾𝑗→𝑘, полученные по
сигналам ЭЭГ, отфильтрованным в полосе частот 0.02-0.5 Гц; d — оценка коэффициента фазовой когерент-
ности 𝜌, полученная по фазам сигналов, отфильтрованных 0.02-0.5 Гц

Fig. 6. Results of the analysis of the pairwise coupling of the EEG leads of a healthy volunteer: a — statistically
significant estimates of the 𝛾𝑗→𝑘 indices obtained from EEG signals filtered in the frequency band of 0.05-0.15
Hz; b — values of the mean phase coherence, obtained from the phases of EEG signals filtered in the 0.05-0.15
Hz band; c — statistically significant estimates of the 𝛾𝑗→𝑘 indices obtained from EEG signals filtered in the
frequency band of 0.02-0.5 Hz; d — values of the mean phase coherence, obtained from the phases of EEG signals
filtered in the 0.02-0.5 Hz band
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при выполнении следующих рекомендаций: для выделения низкочастотной компоненты
можно использовать полосовые фильтры с частотами 0.05-0.15 Гц или 0.02-0.5 Гц, при-
менение только режекторного фильтра 8-14 Гц приводит к некорректной работе метода;
оценка коэффициента фазовой когерентности, посчитанная по временным рядам длиной
180 характерных периодов, не должна превышать значение 0.4. Рекомендуемая минималь-
ная длина анализируемого ряда составляет 70 характерных периодов колебаний.

6. Иллюстрация применения метода

Для иллюстрации применения полученных рекомендаций в данном разделе приводят-
ся результаты оценки направленных связей между фазами низкочастотных колебаний ЭЭГ
одного здорового добровольца. На рис. 6 приведены результаты попароного расчета индек-
сов 𝛾𝑗→𝑘 для всех 11 отведений ЭЭГ. Длительность записи сигнала составляла 30 минут
(около 180 характерных периодов 0.1 Гц колебаний). На рис. 6, a, b приведены результа-
ты, полученные при применении полосового фильтра с полосой пропускания 0.05-0.15 Гц,
на рис. 6, c, d - при применении полосового фильтра 0.02-0.5 Гц. В ячейках на рис. 6, a, c
показаны оценки индекса 𝛾𝑗→𝑘, значимо отичные от нуля. Статистически незначимым оцен-
кам 𝛾𝑗→𝑘 в ячейках соответствуют значения 0. На рис. 6 каждая ячейка имеет координаты
(𝑗, 𝑘), где 𝑗 -номер строки, 𝑘 - номер столбца, результаты соответсвуют оценке влияния 𝑗-го

Рис. 7. Зависимость оценки индекса направленной связанности 𝛾𝑗→𝑘 от номера скользящего окна для от-
ведений ЭЭГ здорового добровольца: a —оценка влияния отведения P4 на Cz, сигналы отфильтрованны в
полосе частот 0,05-0,15 Гц; b —результаты оценки влияния отведения Cz на P4, сигналы отфильтрованны
в полосе частот 0.05-0.15 Гц; c — оценка влияния отведения F4 на F3, сигналы отфильтрованны в полосе
частот 0.02-0.15 Гц; d— оценка влияния отведения F3 на F4, сигналы отфильтрованны в полосе частот
0.02-0.15 Гц. Вертикальные линии на графиках показывают 95%-ный доверительный интервал оценок 𝛾𝑗→𝑘

Fig. 6.Dependence of the directcional coupling index 𝛾𝑗→𝑘 on the moving window number for EEG leads of a
healthy volunteer: a —assessment of the influence of lead P4 on Cz, signals filtered in the frequency band of
0.05-0.15 Hz; b —assessment of the influence of lead Cz on P4, signals filtered in the frequency band of 0.05-0.15
Hz; c — assessment of the influence of lead F4 on F3, signals filtered in the frequency band of 0.02-0.5 Hz; d—
assessment of the influence of lead F3 on F4, signals filtered in the frequency band of 0.02-0.5 Hz. The vertical
lines on the graphs show the 95% confidence interval of the estimates 𝛾𝑗→𝑘
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отведения на 𝑘-ое. Например, ячейка во второй строке первого столбца - оценка влияния
отведения C4 на C3, в ячейке первой строки второго столбца, наборот, оценка влияния C3
на C4.

Как видно из рис. 6, a, при использовании полосового фильтра 0.05-0.15 Гц связь
обнаружена для 5 пар отведений, для всех из них связь однонаправленная. При анализе
сигналов, отфильтрованных в более широкой полосе частот 0.02 -0.5 Гц (рис. 6, с ), связь
обнаружена между 23 парами отведений, для трех пар выявлена двунаправленная связь:
отведения С3-С4, F4-P4 и T3-F4, но только для пары отведений T3-F4 оценка коэффици-
ента фазовой когерентности не превышает пороговое значение 0.4 ( 6, d ), поэтому связь
можно интерпретировать как двунаправленную. Для пар отведений С3-С4 и F4-P4 оценка
𝜌 >0.4. В этом случае связь может быть как однонаправленная, так и двунаправленная.
Анализ направленных связей в более широком диапазоне частот позволил выявить зна-
чительно больше связей между отведениями ЭЭГ. При этом помимо того, что выявились
дополнительные связи, некоторые связи, например, между отведениями C4-C3, O2-Cz на-
оборот пропали. Таким образом, анализ в разных полосах частот может дать новую инфор-
мацию о связанности низкочастотных ритмов ЭЭГ и как следствие, о соответсветствующих
процессах нервной регуляции.

На рис. 7 приведены результаты расчета 𝛾𝑗→𝑘 в скользящем окне. Длина окна состав-
ляла 700 секунд (70 характерных периодов), смещение окна 175 секунд (1/4 длины окна). На
графиках показаны значения 𝛾𝑗→𝑘 вместе с доверительными интервалами в зависимости от
номера скользящего окна. На рис. 7 a, b приведены результаты для пары отведений P4-Cz,
отфильтрованных в полосе 0.05-0.15 Гц. При анализе по сигналам длиной 30 минут было об-
наружено влияние отведения Cz на P4 (см.рис. 6 a), дополнительный анализ в скользящем
окне показал, что связь наблюдалась в первую половину времени регистрации сигналов, во
второй половине времени наблюдения связи не обнаружено. На рис. 7 c, d показаны резуль-
таты для пары отведений F3-F4, отфильтрованных в диапазоне частот 0.02-0.5 Гц. Анализ
в скользящем окне позволил выявить во второй половине времени наблюдения двунаправ-
ленное взаимодействие сигналов F3-F4, которое не было обнаружено при анализе сигналов
длиной 30 минут. Таким образом, анализ в скользящем окне в данном случае показал, что,
во-первых, с течением времени структура связей между низкочастотными ритмами ЭЭГ
может меняться и, во-вторых, анализ по более коротким временным рядам может дать до-
полнительную информацию о связях, которые не удается обнаружить при анализе по более
длинным записям. Причиной этому может являться наличие изменений во времении ха-
рактеристик связанности механизмов нервной регуляции. Полученные результаты требуют
подтверждения на сигналах от большего количества испытуемых, а для подробной интер-
претации результатов с точки зрения физилогии необходимо участие в работе профильных
специалистов в области физиологии и медицины.

7. Заключение

В работе проведено исследование применимости метода выявления связей на основе
моделирования фазовой динамики для анализа связанности сверхмедленных (на частоте
< 0.5 Гц) ритмов ЭЭГ здоровых испытуемых в состоянии покоя. Исследование проведе-
но на специально созданных тестовых математических моделях, спектр временных рядов
которых качественно схож со спектром сигналов ЭЭГ. Показано, что способ выделения
низкочастоной составляющей может влиять на эффективность метода. При использовании
полосового фильтра как с полосой пропускания 0.05-0.15 Гц, так и с полосой 0.02-0.5 Гц
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метод имеет низкий (около 0.05) уровень ошибок и высокую чувствительность при условии
несильной связи между осцилляторами, а именно, когда оценка коэффициента фазовой
когерентности, полученная по временным рядам длительностью 180 периодов, не превы-
шает значение 0.4. Выделение никзочастотных составляющих путем подавления высоких
(8-14 Гц) частот приводит к тому, что метод становится не применим вовсе: дает близкий
к 1 уровень ошибок. Также в работе показано, что на применимость метода может вли-
ять длина анализируемого ряда. Метод демонстрирует низкий уровень ошибок и высокую
чувствительность к вывлению связи при длинах ряда, больших 70 характерных периодов.
Полученные результаты могут быть использованы в качестве рекоменндаций при анализе
связанности сверхмедленных ритмов реальных сигналов ЭЭГ. В работе приведен пример
такого анализа для одного испытуемого. Показано, что применение метода оценки направ-
ленных связей с использованием полученных рекомендаций может дать дополнительную
важную информацию об особенностях низкочастотных ритмов ЭЭГ. Ранее, в работе [23],
уже были получены результаты оценки направленных связей по фазовой динамике между
сверхмедленными ритмами ЭЭГ для небольшой группы пациентов. В той работе анализ
проводился по сигналам, фильтрованным в полосе частот 0.05-0.15 Гц, но как показали
результаты, полученные в данной работе, более информативным может оказаться анализ
связей по сигналам, фильтрованным в более широком диапазоне частот. Также, в данной
работе получена оценка минимальной длины ряда, при которой метод дает надежные вы-
воды о наличии связи. Это может быть полезным при решении задач, требующих анализа
по коротким временным рядам, а также для изучения изменения структуры связей между
низкочастотными колебаними ЭЭГ в течение времени.

Таким образом, в данной работе впервые проведено тестирование применения метода
оценки направленных связей на основе моделирвоания фазовой динамики для сверхмед-
ленных ритмов ЭЭГ здоровых добровольцев. Данное исследование является необходимым
этапом в изучении характернистик направленных связей. Полученные рекомендации дают
возможность более корректно интерпретировать результаты оценки направленных связей
между низкочастотными колебаниями ЭЭГ. Дальнейший анализ реальных сигналов ЭЭГ
с использованием полученных в данной работе рекомендаций на группе испытуемых даст
возмождность получить новые детальные знания об архитектуре связей. Это может быть
полезным как с фундаментальной точки зрения, для изучения нервной регуляции крово-
обращения, так и с прикладной, для создания средств ранней неинвазивной диагностики
патологий.
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