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Аннотация . Цель работы. Разработка и экспериментальная реализация радиофизической аналоговой мо-
дели системы Рёсслера на основе 𝑅𝐶-фильтров нижних частот первого порядка, позволяющей уменьшить
количество активных элементов в схеме. Методы. Исходная система дифференциальных уравнений Рёссле-
ра была адаптирована для экспериментальной реализации: введено масштабирование динамических пере-
менных для приведения напряжений к рабочему диапазону операционных усилителей и аналогового умно-
жителя. Вместо классических интеграторов на операционных усилителях использованы три 𝑅𝐶-фильтра
первого порядка. На основе этого разработана принципиальная схема, включающая всего два операционных
усилителя и один аналоговый умножитель. Экспериментальное исследование выполнено с помощью циф-
рового осциллографа; зарегистрированы временные ряды и построены проекции фазовых портретов при
различных значениях управляющего параметра. Результаты. Создана экспериментальная модель системы
Рёсслера, содержащая всего два операционных усилителя и один аналоговый умножитель. При вариации
управляющего параметра в разработанной схеме наблюдался каскад бифуркаций удвоения периода. По
экспериментальным реализациям построены проекции фазовых портретов циклов периода 1, 2, 4 и хао-
тического аттрактора. Полученные проекции фазовых портретов качественно соответствуют полученным
в численном моделировании системы Рёсслера при традиционно используемых значениях управляющих
параметров. Подтверждена работоспособность предложенного подхода и возможность наблюдения хаоти-
ческого аттрактора. Заключение. Предложен и экспериментально реализован новый подход к аналоговому
моделированию системы Рёсслера, основанный на использовании 𝑅𝐶-фильтров первого порядка вместо
классических интеграторов на операционных усилителях. Такой подход позволяет упростить схемотехни-
ку, сохраняя основные свойства моделируемой системы. Разработанная модель открывает перспективы для
создания простых, дешевых и технологичных устройств для демонстрации хаотических режимов, что осо-
бенно важно для учебных лабораторий и исследовательских задач, где требуется наглядное физическое
моделирование нелинейных динамических систем. Особое значение полученные результаты имеют для ис-
следования в радиофизическом эксперименте коллективной динамики сетей взаимодействующих осцилля-
торов, для которых упрощение устройства узлового элемента критически важно.
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Abstract. The purpose of the study is to develop and experimentally implement a radiophysical analog model
of the Rössler system based on first-order low-pass 𝑅𝐶 filters, allowing for a reduction in the number of active
elements in the circuit. Methods. The original system of Rössler differential equations was adapted for experimental
implementation: scaling of the dynamic variables was introduced to bring the voltages within the operating
range of the operational amplifiers and analog multiplier. Three first-order 𝑅𝐶 filters were used instead of
classical operational amplifier integrators. Based on this, a schematic diagram was developed that includes only
two operational amplifiers and one analog multiplier. The experimental study was performed using a digital
oscilloscope; time series were recorded and phase portraits were constructed for various values of the control
parameter. Results: An experimental model of the Rössler system was created, containing only two operational
amplifiers and one analog multiplier. When varying the control parameter in the developed circuit, a cascade
of period-doubling bifurcations was observed. Phase portraits of period cycles of 1, 2, and 4 and the chaotic
attractor were constructed based on experimental implementations. The resulting phase portraits qualitatively
correspond to those obtained in numerical simulations of the Rössler system with traditionally used control
parameter values. The feasibility of the proposed approach and the possibility of observing the chaotic attractor are
confirmed. Conclusion: A new approach to analog modeling of the Rössler system is proposed and experimentally
implemented. This approach utilizes first-order 𝑅𝐶 filters instead of classical operational amplifier integrators.
This approach simplifies the circuit design while preserving the fundamental properties of the simulated system.
The developed model opens up prospects for creating simple, inexpensive, and technologically advanced devices
for demonstrating chaotic regimes, which is especially important for educational laboratories and research tasks
requiring visual physical modeling of nonlinear dynamic systems. The obtained results are of particular importance
for the study of the collective dynamics of networks of interacting oscillators in a radiophysical experiment, for
which simplification of the design of the nodal element is critically important.
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Введение

На протяжении последних десятилетий моделирование нелинейных динамических си-
стем остается одним из ключевых инструментов в исследовании хаоса, бифуркаций и слож-
ного поведения [1–3]. Классическим подходом к аналоговой реализации таких систем, как
классические системы Лоренца [4], Рёсслера [5, 6] или нейроподобные системы [7–10] яв-
ляется метод, базирующийся на использовании операционных усилителей, включенных по
схеме интеграторов [11–14]. Идеальный интегратор на операционном усилителе позволяет
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математически строго воспроизвести систему дифференциальных уравнений, обеспечивая
нужный временной масштаб.

Вопросы схемотехнической реализации систем обыкновенных дифференциальных урав-
нений широко обсуждаются в литературе. Классический подход базируется на использова-
нии операционных усилителей, интеграторов, аналоговых умножителей и пассивных эле-
ментов с использованием средств аналоговой схемотехники [15]. В [16] приведено деталь-
ное описание методологии перехода от математической модели в виде системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений к принципиальной схеме на электронных компонентах,
включая масштабирование переменных и выбор номиналов.

Система Рёсслера занимает особое положение в нелинейной науке. Она сочетает в себе
математическую простоту (в отличие от системы Лоренца содержит только одно нелиней-
ное слагаемое), способность демонстрировать хаотическое поведение, а также имеет высокое
учебно-методическое значение. В частности, разработка простых и наглядных электронных
схем для демонстрации хаотических аттракторов играет важную роль в учебных лабора-
ториях, так как позволяет студентам на практике изучать основные понятия теории хаоса
и нелинейной динамики, что невозможно при использовании только компьютерного моде-
лирования. Одна из множества практических реализаций системы Рёсслера приведена в
работе [17]. Альтернативные схемотехнические решения включают использование операци-
онных усилителей с токовой обратной связью, позволяющих сократить количество актив-
ных компонентов за счет обработки как токовых сигналов, так и сигналов напряжения [18].
Для задач интегральной реализации перспективным является применение операционных
трансимпедансных усилителей, что продемонстрировано в работах по дробно-порядковой
системе Рёсслера [19]. Развитие цифровых методов привело к появлению реализаций на базе
программируемых логических интегральных схем, что расширяет возможности гибридного
моделирования, сочетающего аналоговые и цифровые элементы [20]. Во всех перечисленных
подходах важным функциональным узлом остается интегратор, выполненный на операци-
онном усилителе, или в виде цифрового устройства.

В ряде прикладных задач, связанных с физической реализацией динамических си-
стем, более эффективным может оказаться подход, связанный с использованием 𝑅𝐶-фильтров
нижних частот. Такой подход нами был предложен в работе [21] для моделирования систе-
мы Лоренца. В этой статье было показано, что использование 𝑅𝐶-фильтра нижних частот
позволяет уменьшить число активных элементов, необходимых для реализации системы
Лоренца. Построение таких простых систем отражает исследовательскую философию Дж.
Спротта [22]: искать самые простые реализации электронных схем, которые несут в себе
хаос. Это помогает понять фундаментальные механизмы нелинейной динамики.

В данной работе предложена экспериментальная реализация системы Рёсслера с ис-
пользованием 𝑅𝐶-фильтров первого порядка, также позволяющая уменьшить число актив-
ных элементов в схеме. Система Рёсслера выбрана в качестве объекта исследования в силу
ее минимальной размерности, необходимой для возникновения хаотического аттрактора.

В статье представлены результаты численного моделирования системы Рёсслера при
стандартном наборе параметров, построение принципиальной схемы модели системы Рёс-
слера и сравнение данных компьютерных вычислений с экспериментальными. Полученные
результаты открывают новые перспективы для создания простых и технологичных моде-
лей на базе 𝑅𝐶-фильтров. Особое значение полученные результаты имеют в эксперимен-
тальных исследованиях сетей взаимодействующих осцилляторов, для которых упрощение
схемотехнической реализации отдельных осцилляторов может предоставить возможность
масштабирования сети.
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1. Адаптация системы Рёсслера для реализации в эксперименте

Система дифференциальных уравнений Рёсслера вида (1) является одной из простей-
ших систем с хаотическим аттрактором:

𝑥̇(𝑡) = −𝑦(𝑡)− 𝑧(𝑡),

𝑦̇(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑎𝑦(𝑡), (1)
𝑧̇(𝑡) = 𝑏+ 𝑧(𝑡)(𝑥(𝑡)− 𝑐),

где 𝑎 , 𝑏 , 𝑐 — положительные параметры. Сам Рёсслер изучал систему при значениях
параметров 𝑎 = 0.2, 𝑏 = 0.2 и 𝑐 = 5.7, при которых система уравнений (1) демонстрирует
хаотический аттрактор.

На рис.1 представлены проекции фазового портрета системы Рёсслера.

Рис. 1. Проекции фазовых портретов системы Рёсслера при 𝑎 = 0.2, 𝑏 = 0.2 и 𝑐 = 5.7.

Fig. 1. Phase portrait projections of the Rössler system at 𝑎 = 0.2, 𝑏 = 0.2, and 𝑐 = 5.7.

Для того, чтобы реализовать систему уравнений (1) в эксперименте, необходимо сде-
лать размерными время и динамические переменные. Время будем измерять в секундах и в
качестве масштабного коэффициента введем постоянную времени 𝑅𝐶=1 ms. Динамические
переменные будем измерять в вольтах. Из рис.1 видно, что динамические переменные 𝑥, 𝑦, 𝑧
меняются в широких пределах, достигая значений 20-25 при выбранных значениях управ-
ляющих параметров. Для того, чтобы соответствующие напряжения модели находились в
рабочем диапазоне умножителя и операционных усилителей, уменьшим их в 3 раза, введя
замену 𝑥 = 3𝑋, 𝑦 = 3𝑌, 𝑧 = 3𝑍. При такой замене все переменные не превышают 7 V, что
вполне укладывается в диапазон рабочих напряжений операционных усилителей. Как мы
увидим далее, в окончательной системе уравнений с учетом масштабного коэффициента
произведение 𝑍𝑋 на выходе умножителя не будет превышать 10 V, что укладывается в
диапазон умножителя AD633, который мы будем использовать в схеме. Кроме того, для то-
го, чтобы привести третье уравнение системы (1) к виду уравнения фильтра низких частот
первого порядка (подобно тому, как мы это делали в [21]), левую и правую часть третьего
уравнения системы (1) поделим на параметр 𝑐 и таким образом получим систему уравнений
(2), в соответствии с которой будем строить принципиальную схему модели. Здесь, как мы
видим, за счет деления на параметр произведение 3𝑍(𝑡)𝑋(𝑡)

𝑐 помещается в рабочий диапа-
зон умножителя. Следует отметить, что если исследовать систему при других значениях
управляющих параметров, когда динамические переменные станут еще больше, экспери-
ментатор может провести замену переменных с увеличенным коэффициентом, например
𝑥 = 4𝑋, 𝑦 = 4𝑌, 𝑧 = 4𝑍, и повторить еще расчеты для конкретных номиналов элементов
схемы.
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𝑅𝐶𝑋̇(𝑡) = −𝑌 (𝑡)− 𝑍(𝑡),

𝑅𝐶𝑌̇ (𝑡) = 𝑋(𝑡) + 𝑎𝑌 (𝑡), (2)
𝑅𝐶

𝑐
𝑍̇(𝑡) =

𝑏

𝑐
+ 3

𝑍(𝑡)𝑋(𝑡)

𝑐
− 𝑍.

Таким образом, для реализации системы Рёсслера потребуется три 𝑅𝐶-фильтра, при-
чем для переменных 𝑋, 𝑌 постоянная времени будет 𝑅𝐶=1 ms, а для переменной 𝑍 -
постоянная времени 𝑅𝐶

𝑐 ≈ 0.0175 ms.

2. Принципиальная схема и результаты эксперимента

На рис. 2 представлена принципиальная схема предлагаемой модели. За переменную
𝑋 отвечает фильтр 𝑅6𝐶1. Напряжение на его входе формируется дифференциальным уси-
лителем на операционном усилителе U1A и резисторах 𝑅1−𝑅5, 𝑅8. Пример расчета такого
дифференциального усилителя приведен например в [23]. Таким образом, на вход подается
напряжение, равное 𝑋−𝑌 −𝑍. Если записать уравнение для фильтра, то напряжение на его
выходе равно 𝑋(𝑡) = 1

𝐶

∫︀ (−𝑌 (𝑡)−𝑍(𝑡)+𝑋(𝑡))−𝑋(𝑡)
𝑅 . Если это выражение продифференцировать

и раскрыть скобки, то получим первое уравнение системы (2).

Рис. 2. Принципиальная схема модельной системы Рёсслера на базе 𝑅𝐶-фильтров.

Fig. 2. Schematic diagram of the Rössler model system based on 𝑅𝐶 filters.

Аналогичным образом формируется переменная 𝑌 при помощи фильтра 𝑅7𝐶2 и сум-
мирующего усилителя на ОУ U1B, 𝑅9−𝑅12. Поскольку в правой части второго уравнения
системы (2) уже есть переменная 𝑌 , умноженная на положительный параметр 𝑎, на вход
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фильтра мы должны подать напряжение 𝑋(𝑡) + (1 + 𝑎)𝑌 (𝑡), тогда на выходе получим 𝑌 .
Для суммирования напряжений с нужными коэффициентами воспользуемся схемой неин-
вертирующего суммирующего усилителя, описанной например в [24]. Параметр 𝑎 в этой
схеме можно менять при помощи одновременного изменения резисторов 𝑅9 и 𝑅12 так, что
𝑎 = 𝑅9/𝑅10− 1. На схеме представлены номиналы, соответствующие параметру 𝑎 = 0.2.

Переменная 𝑍 формируется при помощи фильтра 𝑅13𝐶3 с постоянной времени, рав-
ной примерно 0.0175 ms. С выхода умножителя U2 приходит напряжение, равное примерно
0.52𝑋𝑍. Коэффициент перед произведением задается при помощи резисторов 𝑅14𝑅15. По-
стоянный параметр 𝑏

𝑐 достаточно мал (при 𝑏 = 0.2, 𝑐 = 5.7 он составляет примерно 0.035),
поэтому для того, чтобы не использовать здесь суммирующий усилитель, мы подаем увели-
ченное в 100 раз напряжение через резистор 𝑅16 на конденсатор 𝐶3. Поскольку 𝑅16 в 100
раз больше, чем 𝑅13, вклад постоянного параметра становится равным 𝑏

𝑐 , что и нужно для
реализации третьего уравнения системы (2). Для того, чтобы убедиться, что такая конфигу-
рация соответствует третьему уравнению в (2), запишем уравнение для фильтра 𝑅13𝑅16𝐶3.
На 𝑅13 приходит напряжение с умножителя, равное 3𝑍(𝑡)𝑋(𝑡)

𝑐 , а на 𝑅16 - напряжение с де-
лителя 𝑅17𝑅18𝑅19, равное 100 𝑏

𝑐 . Напряжение на выходе 𝑍 = 1
𝐶3

∫︀
(𝑍𝑋/𝑐−𝑍

𝑅13 + 100𝑏/𝑐−𝑍
𝑅16 ). В

этом уравнении можно пренебречь вкладом 𝑍/𝑅16, поскольку 𝑅16 >> 𝑅13, тогда после
дифференцирования получаем третье уравнение системы (2).

Для изменения параметра 𝑏
𝑐 служит делитель 𝑅17𝑅18𝑅19. Для изменения параметра

𝑐 необходимо изменить постоянную времени фильтра 𝑅13𝐶3 и одновременно коэффициент
передачи умножителя, соответствующий величине 3

𝑐 в (2).
Для проверки работы схема, моделирующая поведение системы Рёсслера и представ-

ленная на рис. 2, была реализована в эксперименте. Очевидно, что наиболее удобным для
подстройки в процессе эксперимента является параметр 𝑏, поскольку для вариации пара-
метров 𝑎, 𝑐 требуется одновременное изменение сразу двух номиналов элементов схемы.
При вариации параметра 𝑏 в системе наблюдается переход к хаосу через последователь-
ность бифуркаций удвоения периода. На рис. 3 представлены экспериментальные проекции
фазовых портретов разработанной схемы в периодическом и хаотическом режимах.

Регистрация временных рядов проводилась при помощи двухканального цифрового
осциллографа Keysight MSOX3022T. Регистрировались напряжения схемы, пропорциональ-
ные переменным 𝑋 и 𝑌 . На рис.3, а - в представлены периодические проекции фазовых
портретов периода 1, 2, 4, на рис.3, г - хаотический. Полученные экспериментально проек-
ции фазовых портретов качественно соответствуют численным расчетам.

Заключение

В данной работе предложен и экспериментально реализован новый подход к ана-
логовому моделированию системы Рёсслера, основанный на использовании 𝑅𝐶-фильтров
нижних частот первого порядка вместо классических интеграторов на операционных уси-
лителях. Показано, что такой подход позволяет существенно упростить схемотехнику: раз-
работанная схема содержит всего два операционных усилителя и один аналоговый умно-
житель, тогда как традиционные реализации требуют трех интеграторов на операционных
усилителях и некоторого количества усилителей и сумматоров. Проведено масштабирова-
ние исходных дифференциальных уравнений для согласования динамических переменных
с рабочим диапазоном используемых компонентов (±10 V) и выбора постоянных времени
(𝑅𝐶=1 ms для переменных 𝑋,𝑌 и 𝑅𝐶/𝑐=0.0175 ms для переменной 𝑍). Экспериментально
показано, что при вариации параметра 𝑏 в предложенной схеме наблюдается характерный
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Рис. 3. Проекции фазовых портретов экспериментальной модели Рёсслера на плоскости (𝑋,𝑌 ). Циклы
периода 1 (а), 2(б), 4(в) и хаотический режим (г).

Fig. 3. Phase portrait projections of the experimental Rössler model on the (𝑋,𝑌 ) plane. Period 1 (a), 2 (b), 4
(c) cycles and the chaotic regime (d).

для системы Рёсслера каскад бифуркаций удвоения периода и переход к хаотическому ат-
трактору.

Полученные результаты открывают новые перспективы для создания компактных,
энергоэффективных и технологичных генераторов хаотических сигналов на базе 𝑅𝐶-фильтров.
Предложенная схема может найти применение в учебных лабораториях, в системах нейро-
морфных вычислений, в распределенных динамических системах, а также в устройствах,
где критичны простота реализации и малое число активных компонентов, в частности, в
исследовании коллективной динамики сетей осцилляторов.
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System and Its Applications // Arabian Journal for Science and Engineering. 2022. Vol. 47.
P. 2941–2955. DOI: 10.1007/s13369-021-06379-9

19. Dinesh M., Prasad S. Realization of Integrable Incommensurate-Fractional-Order-Rössler-
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