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От редактора

К девяностолетию со дня рождения
Анри Амвросиевича Рухадзе (1930–2018)

Статья, предлагаемая читателям, публикуется впервые. Предпосылаем ей два возможных
эпиграфа, которые, на наш взгляд, объясняют целесообразность публикации, имеющей важное
научное и методическое значение.

«Обстоятельства... заставляют выдвинуть утверждение, что метод кинетического урав-

нения, учитывающий только парное взаимодействие – взаимодействие посредством удара, для

системы заряженных частиц является аппроксимацией, строго говоря, неудовлетворительной,

что в теории таких совокупностей существенную роль должны играть силы взаимодействия и

на далеких дистанциях и что, следовательно, система заряженных частиц есть, по существу,

не газ, а своеобразная система, стянутая далекими силами (стр. 292). ...Итак вопрос о вибра-

ционных свойствах допускает упрощение задачи – можно пренебречь всеми взаимодействиями

посредством удара (стр. 297)».
Власов А.А. О вибрационных свойствах электронного газа

// ЖЭТФ, 1938, т. 8, вып. 3, с. 291–318.

«...Я старался довести до читателя, что для плазмы строго обоснованным является урав-

нение Власова, без интеграла столкновений Ландау. Более того, такую идеологию уже излагал

и Р. Балеску в своей книге “Статистическая механика заряженных частиц” (1963), которую я

перевел на русский язык в 1965 г. Буря разразилась значительно позже, после публикации в

журнале “Физика плазмы” моей статьи с А.А. Александровым “К теории основополагающих

работ по кинетической теории плазмы” (1997). В этой статье я более чётко изложил свои сооб-

ражения. Я даже отметил, что интеграл парных столкновений Ландау явно недостаточно обос-

нован и что уравнение Ленарда–Балеску, учитывающее поляризацию плазмы при кулоновском

взаимодействии частиц, – яркое тому свидетельство. В этой же статье я выразил отрицатель-

ное отношение к известной статье четырех академиков: Гинзбурга, Ландау, Леонтовича и Фока

“Об ошибках профессора А.А. Власова” (ЖЭТФ, 1946), в которой “дисперсионное уравнение

колебаний” объявляется бессмыслицей».
Рухадзе А.А. «В.А. Гинзбург в моей памяти». В книге

«Виталий Гинзбург в воспоминаниях друзей и современников».
М: Физматлит, 2011, с. 514–515.

Заметим, что в жизни Власова было много непростых событий: у автора и цитируемой ста-
тьи судьбы были печальными, а потом (особенно после смерти автора) статья обрела бессмертие.
Обо всем этом можно прочитать в книге Д.И. Трубецкова «Наука о сложностях в лицах, датах и
судьбах. Как закладывались основы синергетики: Пиршество духа и драма идей» (М.: Книжный
дом «ЛИБРОКОМ», 2018, с. 217–227).

Член-корреспондент РАН,
д.ф.-м.н., профессор Д.И. Трубецков

02.07.2020
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К упрощенному описанию волн в бесстолкновительной плазме*

А. А. Рухадзе 1, В. Е. Семенов 2
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Цель предлагаемой методической заметки – сопоставить развитые А.А. Власовым и Л.Д. Ландау подхо-
ды к распространению электромагнитных волн в горячей разреженной плазме. Более полувека назад А.А. Власов
и Л.Д. Ландау, используя метод кинетического уравнения, показали, что – в соответствии с принципом причинности –
собственные волны равновесной плазмы должны затухать, даже если бинарное взаимодействие частиц пренебрежимо
слабо. Однако долгое время близость пионерских теорий А.А. Власова и Л.Д. Ландау представлялась недостаточно
очевидной.

Чтобы минимизировать расхождения в подходах к кинетическим эффектам затухания–нарастания волн в бес-
столкновительной плазме, данная заметка вместо метода кинетического уравнения предлагает более простой метод –
основанный на использовании элементарных уравнений движения электронов. Для однородной плазмы с осесим-
метричным распределением электронов по невозмущенным скоростям выведен интеграл, пригодный для того, чтобы
рассчитать диэлектрическую проницаемость плазмы и, соответственно, получить дисперсионное соотношение для са-
мосогласованной продольной волны. В частности, если скоростное распределение описывается достаточно плавной
функцией, то – в соответствии с теорией Л.Д. Ландау – инкремент или декремент волны определяется производной
от функции распределения электронов в точке их черенковского синхронизма с волной.

В качестве простейшей модели рассмотрено распространение волны в плазме, где исходное распределение
электронов по скоростям описывается функцией Лоренца. Декремент волны в этом случае совпадает с декрементом,
который был получен в свое время А.А. Власовым, а при черенковском синхронизме на «хвосте» функции распреде-
ления этот декремент имеет величину, которая соответствует асимптотике Л.Д. Ландау.

Таким образом, проведенный анализ подтвердил взаимное согласие теорий А.А. Власова и Л.Д. Ландау.

Ключевые слова: бесстолкновительная плазма, черенковский синхронизм, теория Ландау, уравнение Власова.
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Aim of this methodic note is to collate approaches of A.A. Vlasov and L.D. Landau to the propagation of electromag-
netic waves in hot rarified plasmas. Over half a century ago, A.A. Vlasov and L.D. Landau used the kinetic equation to show
that – in accordance to the causality principle – electromagnetic waves propagating in equilibrium plasmas should decay even
if the binary interaction between particles is negligibly weak. However, for a long time, the pioneer theories of A.A. Vlasov
and L.D. Landau were regarded as not quite congenial.

To reduce misconceptions in approaches to the kinetic effects at the wave propagation in non-collision plasmas, the
paper submitted proposes to duplicate the method of kinetic equation with a simpler method – based on using elementary
electron motion equations. The theoretical model represents a homogeneous plasma where the primary distribution of electron
velocities is axis-symmetric; the longitudinal electric wave is propagating along this axis. The electron motion equations are
used to derive an integral related to the plasma dielectric permittivity which is included into the wave dispersion equation.
In particular, if the electron velocity distribution function is sufficiently smooth, the increment or the decrement of the wave
is determined with derivative of the primary distribution function at the point of Cherenkov synchronism between electrons
and the wave (the asymptotic solution of L.D. Landau).

The simplified approach is illustrated with a wave propagation in a plasma where the electron velocity distribution
is approximated with a Lorenz function. In this case, the wave decrement coincides with one obtained in the old paper
of A.A. Vlasov; and at the Cherenkov synchronism at the «tail» of the function the wave decrement corresponds to the
asymptotic theory of L.D. Landau.

Thus, the simplified analysis has confirmed that the theories of A.A. Vlasov and L.D. Landau are mutually consistent.

Key words: non-collision plasmas, Cherenkov synchronism, Landau theory, Vlasov equation.
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Рассмотрим однородную плазму, в которой исходное скоростное распределение электро-
нов осесимметрично относительно направления 𝑧. Распределение электронов по скоростям 𝑣
продольным относительно этого направления будем описывать функцией 𝑓(𝑣) с нормировкой∫︀ +∞
−∞ 𝑓(𝑣)𝑑𝑣 = 1, приняв, что в элементе объема ∆𝑉 находятся 𝑁 (∆𝑉 ) частиц. Следуя мето-

дологии принципа причинности [1, 2], подействуем на эту плазму продольной электрической
волной 𝐸𝑧(𝑧, 𝑡) = 𝐸0𝑒

−𝑖ω𝑡+𝑖ℎ𝑧 , растущей во времени

Imℎ = 0, ℎ > 0, Imω > 0. (1)

При 𝑡 = −∞ электрон двигался равномерно с постоянной скоростью 𝑣, а при 𝑡 > −∞ к исходной
невозмущенной координате 𝑧(0) = 𝑧0 + 𝑣𝑡 появился добавок ∆𝑧, удовлетворяющий уравнению

𝑚
𝜕2∆𝑧
𝜕𝑡2

= −𝑒𝐸𝑧(𝑧
(0), 𝑡), (2)

где 𝑚 и (−𝑒) – масса и заряд электрона. В линейном по полю 𝐸𝑧 приближении из уравнения (2)
имеем

∆𝑧 =
𝑒𝐸𝑧(𝑧

(0), 𝑡)

𝑚(ω− ℎ𝑣)2
. (3)
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В окрестности произвольной точки усредним смещения ∆𝑧 по невозмущенным скоростям элек-
тронов

⟨∆𝑧⟩ =
∫︁ +∞

−∞
𝑓∆𝑧𝑑𝑣 =

𝑒𝐸𝑧

𝑚
𝑍, (4)

𝑧 =

∫︁ +∞

−∞

𝑓𝑑𝑣

(ω− ℎ𝑣)2
, (5)

откуда для диэлектрической проницаемости плазмы получаем

𝜀 = 1− ω2p𝑍, (6)

ω2p =
4π𝑒2𝑁

𝑚
. (7)

Самосогласованной плазменной волне соответствует дисперсионное уравнение [1, 2]

𝜀(ω, ℎ) = 0. (8)

В частности, согласно (5)–(8), «холодная» – 𝑓(𝑣) = δ(𝑣−0) – однородная плазма колеблется
с частотой ω = ωp [1].

Согласно [2], формулы (5), (6) справедливы и при нарушении условия (1), если под ин-
тегралом (5) подразумевать его аналитическое продолжение в область с произвольными ком-
плексными частотами ω. В частности, если распределение электронов по скоростям описыва-
ется достаточно плавной функцией 𝑓(𝑣), а мнимая составляющая частоты ω достаточно мала
(| Imω| → 0) [3], то контур интегрирования в формуле (5) при условии (1) можно деформиро-
вать к виду, изображенному на рис. 1. Соответственно

𝑍 = −1

ℎ

∫︁ +∞

−∞

𝑑𝑓/𝑑𝑣

ω− ℎ𝑣
𝑑𝑣 → −1

ℎ

∫︁ +∞

−∞

𝑑𝑓/𝑑𝑣

ω− ℎ𝑣
𝑑𝑣 +

𝑖π
ℎ2

𝑑𝑓

𝑑𝑣

⃒⃒⃒⃒
𝑣=ω/ℎ

, (9)

�/h
v

Рис. 1. Контур интегрирования (5) в комплексной плос-
кости 𝑣 при Imω→ 0

Fig. 1. The contour of integration (5) in the complex plane
𝑣 at Imω→ 0

iV

iV-

�/h

v

Рис. 2. Контур интегрирования (5) в комплексной плос-
кости 𝑣 для функции распределения (12) при условии (2)

Fig. 2. The contour of integration (5) in the complex plane 𝑣
for the distribution function (12) under the condition (2)
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где в правой части интеграл берется в смысле главного значения, а второе слагаемое представ-
ляет собой полувычет относительно точки черенковского синхронизма [3]. В частности, если
черенковский синхронизм имеет место на «хвосте» скоростного распределения электронов, то

𝑍 → 1

𝑤2
+

𝑖π
ℎ2

𝑑𝑓

𝑑𝑣

⃒⃒⃒⃒
𝑣=ω/ℎ

(10)

и дисперсионное уравнение (8) сводится к виду

ω ≈ ωp + 𝑖
πω3p
2ℎ2

𝑑𝑓

𝑑𝑣

⃒⃒⃒⃒
𝑣=ω/ℎ

. (11)

В статье [4] распределение электронов по скоростям в равновесной плазме было аппроксимиро-
вано лоренцевой функцией

𝑓(𝑣) =
𝑉

π(𝑣2 + 𝑉 2)
, (12)

где 𝑉 – средняя величина скорости электрона. В этом случае интегрирование (5) можно допол-
нить интегрированием по бесконечной полуокружности в комплексной плоскости 𝑣 – как это
показано на рис. 1, и поскольку функция (12) имеет вычет в полюсе 𝑣 = −𝑖/𝑉 , из (5) получаем

𝑍 =
1

(ω+ 𝑖ℎ𝑉 )2
, (13)

и из дисперсионного уравнения (8) – в согласии с [4] – имеем

ω = ±ωp − 𝑖ℎ𝑉. (14)

В пределе, когда черенковский синхронизм ω = ℎ𝑣 имеет место на «хвосте» лоренцева распре-
деления (12), можно надеяться, что дисперсионное соотношение (14) совпадет с (11). И действи-
тельно, поскольку в этой асимптотике

𝑑𝑓

𝑑𝑣

⃒⃒⃒⃒
𝑣=ω/ℎ

→ −2𝑉

π
ℎ3

ω3p
, (15)

то (11) стремится к (14) – подходы [3] и [4] оказываются во взаимном согласии*.
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частота ω = ±ωp(1− δ)− 𝑖ℎ𝑉 , которая при δ =
ω2p𝑉

3πℎ2𝑣3≪1
мало отличается от (14).
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Цель настоящей работы – обзор исследований коллективной динамики в сетях активных элементов с им-
пульсными связями. Для многих сетевых колебательных систем характерно межэлементное взаимодействие в форме
обмена короткими сигналами, или импульсами. Важнейший класс сетевых систем, для которых характерен импульс-
ный тип взаимодействий – биологические нейронные сети, то есть популяции нервных клеток. Описаны основные
известные подходы к исследованию сетей с импульсными связями и систематизированы полученные к настоящему
времени результаты.

Рассматриваемые в обзоре работы используют, как правило, достаточно простые модели для описания ло-
кальной динамики элементов сети типа накопление-и-сброс или ее обобщения. Простота этих моделей позволяет во
многих случаях исследовать их аналитически, и основные идеи этого анализа описаны в обзоре. Что касается струк-
туры рассматриваемых сетей, они достаточно разнообразны и включают полносвязные сети, сети с редкими связями,
многопопуляционные и модульные (кластерные) сети.

Обзор структурирован по типу коллективной динамики, наблюдаемой в сетях с импульсными связями. Сна-
чала описаны работы по синхронной динамике, исследование которой в сетях с импульсными связями было исто-
рически первым. Далее мы переходим к асинхронной динамике, характеризующейся отсутствием корреляции между
моментами генерации импульсов различными элементами сети. Важным частным случаем такой динамики являет-
ся нерегулярная асинхронная динамика, рассмотренная в следующем разделе. Наконец, рассматриваются частично-
синхронные режимы, характеризующиеся выраженными колебаниями среднего поля. В конце обзора систематизиро-
ваны современные подходы к редукции сетевой динамики, направленные на получение низкоразмерных динамиче-
ских систем, описывающих динамику сети в терминах усредненных переменных.

Ключевые слова: динамические сети, импульсные связи, коллективная динамика, модели нейронов, нейронные сети.
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Aim of the paper is to review of collective dynamics study of networks of active units with pulse couplings. Many
network oscillatory systems are characterized by interactions between the nodes in the form of an exchange of short signals,
or pulses. The most important class of such network systems is biological neural networks, that is, populations of nerve cells.
Main approaches to the study of networks with pulse coupling are described and the results obtained to date are systematized.

The works considered in the review usually use fairly simple models to describe the local dynamics of network
elements such as integrate-and-fire and its generalizations. The simplicity of these models allows in many cases to study
them analytically, and the main ideas of this analysis are described in the review. As for the structure of the networks,
they are quite diverse and include fully-connected networks, networks with sparce coupling, multi-population and modular
(cluster) networks.

The review is structured according to the type of collective dynamics observed in networks with pulse coupling.
First, works on synchronous dynamics were described, the study of which in networks with impulse communications was
historically the first. Next, we turn to asynchronous dynamics, characterized by the absence of a correlation between the
moments of pulse generation by various network units. An important special case of such dynamics is irregular asynchronous
dynamics, which is discussed in the next section. Finally, partially synchronous regimes are considered, characterized by
pronounced fluctuations in the mean field. At the end of the review, modern approaches to reducing network dynamics are
systematized, aimed at obtaining low-dimensional dynamic systems that describe network dynamics in terms of averaged
variables.
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Введение

Последние десятилетия отмечены все возрастающим интересом к сетям различной приро-
ды – сложным системам, состоящим из большого числа взаимодействующих простых подсистем.
Коллективная динамика, то есть поведение во времени сетевых систем, определяется совокуп-
ностью нескольких факторов: свойствами составляющих сеть элементов, свойствами межэле-
ментных связей, а также топологией сети [1, 2]. Каждый из этих факторов может оказывать на
сетевую динамику существенное влияние.

Для многих сетевых систем различной природы характерно взаимодействие элементов в
форме обмена короткими импульсными сигналами. Важнейшим примером таких систем явля-
ются биологические нейронные сети, то есть популяции взаимодействующих нервных клеток.
Электрические сигналы, которыми обмениваются нейроны, представляют собой короткие им-
пульсы напряжения длительностью около 1 мс [3–6]. Другие примеры систем с импульсными
взаимодействиями – клетки сердечной ткани [7, 8], беспроводные сенсорные сети [9], лазеры в
режиме синхронизации мод [10], электронные [11] и химические [12] осцилляторы, популяции
светлячков [13], аплодирующие аудитории [14] и проч.
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В наиболее общем виде сеть с импульсными связями описывается системой дифференци-
альных уравнений вида

𝑑𝑥𝑗
𝑑𝑡

= 𝑓𝑗(𝑥𝑗) + 𝑔𝑗(𝑥𝑗)
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑎𝑗𝑘
∑︁
𝑠

𝑝(𝑡− τ𝑗𝑘 − 𝑡𝑠𝑘). (1)

Здесь 𝑥𝑗 – вектор, описывающий состояние 𝑗-го узла сети, 𝑓𝑗(𝑥𝑗) и 𝑔𝑗(𝑥𝑗) – нелинейные функ-
ции, 𝑎𝑗𝑘 – коэффициент связи, а τ𝑗𝑘 – величина запаздывания между 𝑘-м и 𝑗-м узлами сети,
𝑝(𝑡) – функция, определяющая форму импульсов, передающих взаимодействие в сети (часто
выбирается в форме дельта-функции Дирака). Моменты 𝑡𝑠𝑘 генерации импульсов 𝑘-м узлом сети
определяются как моменты пересечения траекторией системы некоторой поверхности 𝑆𝑘(𝑥𝑘)=0,
причем только в положительном направлении (𝑑𝑆𝑘/𝑑𝑡 > 0). Заметим, что в таких моделях дина-
мика отдельных элементов также часто носит импульсный характер, что может рассматриваться
как частный случай импульсной связи элемента с самим собой.

Коллективная динамика сетевых систем с импульсными связями сочетает черты непрерыв-
ной и дискретной динамики. Она представляет собой череду дискретных событий, связанных с
генерацией и получением элементами сети импульсных сигналов. Между данными событиями
локальная динамика элементов сети является непрерывной и независимой [15,16]. Как показали
многочисленные исследования, импульсный характер взаимодействий зачастую определяет осо-
бенности коллективного поведения сетевых систем, отличающие их от систем с непрерывными
связями.

Настоящий обзор посвящен результатам исследований по коллективной динамике сете-
вых систем с импульсными связями. Ввиду громадного количества работ, опубликованных по
данной тематике в последние десятилетия, полный охват темы не представляется возможным,
поэтому автор ограничился наиболее интересными (с его точки зрения) и важными направлени-
ями исследований. Рассматриваемые в обзоре работы используют, как правило, достаточно про-
стые модели для описания локальной динамики элементов сети типа накопление-и-сброс или ее
обобщения. Простота этих моделей позволяет во многих случаях исследовать их аналитически,
и основные идеи этого анализа описаны в обзоре. Что касается структуры рассматриваемых
сетей, они достаточно разнообразны и включают полносвязные сети, сети с редкими связями,
многопопуляционные и модульные (кластерные) сети. Первая глава обзора посвящена иссле-
дованию синхронизации в сетях с импульсными связями. Во второй главе описаны результаты
исследований асинхронной динамики. Третья глава посвящена особому виду асинхронной дина-
мики сети, при которой элементы сети демонстрируют нерегулярную динамику. Четвертая глава
посвящена частичной синхронизации сетей, при которой в них возникают колебания среднего
поля. В пятой главе описаны современные методы редукции динамики крупномасштабных сетей
к низкоразмерным динамическим системам для усредненных переменных.

1. Синхронизация в сетях с импульсными связями

Взаимная синхронизация как подстройка ритмов колебаний взаимодействующих систем
наблюдается в популяциях автоколебательных элементов самой различной природы [17, 18].
В математическом анализе синхронизации важный шаг был сделан Winfree [19], который сфор-
мулировал приближение сильно притягивающих предельных циклов. При таком допущении
амплитуды автоколебаний остаются приблизительно постоянными, и можно ограничиться иссле-
дованием фазовой динамики. Winfree обнаружил, что взаимная синхронизация является
кооперативным эффектом, в чем-то подобным фазовым переходам в статистической физике.
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Математическое описание перехода к взаимной синхронизации в популяции фазовых осцил-
ляторов, взаимодействующих через среднее поле, было дано в работе Kuramoto [20]. Им было
показано, что при слабой связи динамика популяции является асинхронной, что приводит к тому,
что среднее поле (суммарная активность элементов) является постоянным во времени. При пре-
вышении силой связи критической величины часть осцилляторов начинает синхронизироваться,
и дальнейшее увеличение силы связи приводит к постепенному росту размера синхронной груп-
пы. Вследствие синхронизации в системе возникают макроскопические колебания среднего поля,
амплитуда которых возрастает с увеличением силы связи.

Сценарий Курамото описывает случай осцилляторов с непрерывными взаимодействиями.
Синхронизация в больших популяциях нейроподобных осцилляторов с импульсными связями
была впервые проанализирована Mirollo и Strogatz [21]. Ими рассмотрена сеть идентичных эле-
ментов и исследована ее полная синхронизация, под которой понимается режим идентичных вре-
менных реализаций каждого элемента. Авторы использовали обобщенную модель «накопление-
и-сброс», предложенную ранее Peskin [8]. Динамика элемента у Peskin описывается следующим
дифференциальным уравнением для переменной состояния, или потенциала 𝑥𝑖:

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝑆0 − γ𝑥𝑖. (2)

Кроме того, в систему добавлен следующий пороговый механизм возбуждения: при достиже-
нии элементом значения 𝑥𝑖 = 1 элемент «возбуждается», его состояние мгновенно изменяется
на 𝑥𝑖 = 0. Легко показать, что при γ < 𝑆0 элемент совершает колебания с периодом 𝑇 =

= − ln(1 − γ/𝑆0)/γ. Взаимодействие элементов организовано следующим образом: при возбуж-
дении 𝑖-го элемента он испускает импульс, который воздействует на все остальные элементы,
мгновенно увеличивая их потенциалы на величину 𝜀:

𝑥𝑖(𝑡) = 0 ⇒ 𝑥𝑗(𝑡 + 0) = min(1, 𝑥𝑗(𝑡− 0) + 𝜀). (3)

Mirollo и Strogatz обобщили модель локальной динамики таким образом, что мембранный по-
тенциал у них изменяется во времени как 𝑥 = 𝑓(φ), где φ ∈ [0, 1] – фаза осциллятора, подчиняю-
щаяся уравнению 𝑑φ/𝑑𝑡 = 1/𝑇 . Функция 𝑓(θ) является произвольной непрерывной, монотонно
возрастающей, выпуклой вверх функцией с 𝑓(0) = 0 и 𝑓(1) = 1. Правило возбуждения осцилля-
торов и взаимодействия между ними остаются при этом теми же, что в модели Peskin. Авторы
показали, что в популяции из произвольного числа 𝑁 одинаковых элементов с выпуклой вверх
функцией 𝑓(φ) и произвольной силой связи 𝜀 при почти всех начальных условиях наступает пол-
ная синхронизация, то есть элементы начинают возбуждаться строго одновременно. Интересно,
что синхронизация наступает за конечное время, и механизм синхронизации основан на слиянии
элементов в синхронизированные группы с их последующим взаимным слиянием. Чем больше
становится размер группы, тем большее влияние она оказывает на оставшиеся осцилляторы и
тем сильнее их к себе притягивает. Таким образом, в системе возникает положительная обратная
связь, приводящая к ее быстрой полной синхронизации.

Для доказательства наступления синхронизации авторы [21] рассмотрели отображение,
связывающее состояния сети между двумя последовательными моментами зажигания ее элемен-
тов. Состояние сети полностью описывается набором фаз φ = (φ1, ...,φ𝑛), которые можно без
ограничения общности положить упорядоченными: φ1 < φ2 < ... < φ𝑛. Тогда ближайший им-
пульс будет сгенерирован 𝑛-м элементом спустя время δ𝑡 = 1 − φ𝑛. Фазы всех осцилляторов к
этому моменту примут значения σ𝑖 = φ𝑖 + δ𝑡, а после воздействия их значения станут равными
τ𝑖 = 𝑔(𝑓(σ𝑖) + 𝜀), где 𝑔 = 𝑓−1 – обратная к 𝑓 функция. Авторы проанализировали отображение
(φ1, ...,φ𝑛) ↦→ (τ1, ..., τ𝑛) и показали, что, если функция 𝑓(φ) является выпуклой вверх, то при
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почти всех начальных условиях система покидает область 0 < φ𝑖 < 1 за конечное время, то есть
наступает полная синхронизация.

В дальнейшем исследование синхронизации в сетях импульсных осцилляторов привлекало
пристальное внимание многих исследователей. Bottani показал [22], что синхронизация может
наступить даже для линейной функции 𝑓(φ) и для функций, выпуклых вниз, для больших сетей
с силой связи 𝜀 ∼ 1/𝑁 . Также синхронизация сохраняется при введении в популяцию беспоряд-
ка в виде неравных собственных частот осцилляторов. Допустимый разброс частот, при котором
сохраняется синхронизация, зависит от силы межэлементных связей в сети. В той же работе
была рассмотрена сеть с топологией в виде двумерной решетки, в которой элементы связаны с
ближайшими соседями. В такой сети синхронный режим может разрушаться, и система пере-
ходит в состояние так называемой самоорганизованной критичности: в ней возникают лавины
синхронных разрядов, размер которых в широкой области параметров имеет степенное распре-
деление (см. также [23]).

В работе Gernster и van Hemmen [24] модель Mirollo и Strogatz была обобщена на слу-
чай, когда воздействие импульса на осциллятор происходит не мгновенно, а в течение конечного
времени. Такая модель позволяет более реалистично описывать, например, нейроны, взаимодей-
ствующие посредством химических синапсов – специальных контактов между двумя нейронами.
При данном взаимодействии возбуждение одного нейрона, называемого пресинаптическим, вы-
зывает выделение нейромедиаторов в месте контакта, вследствие чего второй нейрон, называе-
мый постсинаптическим, получает импульс тока. Конечное время распространения возбуждения
от тела нейрона к синапсу, а также инертность химических процессов выделения нейромедиато-
ров приводит к формированию импульса сложной формы и конечной длительности.

В модели [24] при генерации пресинаптическим нейроном 𝑗 импульса в момент времени 𝑡𝑓𝑗
входной сигнал, поступающий на постсинаптический нейрон 𝑖, задается выражением ℎext𝑖 (𝑡) =

= 𝐽𝑖𝑗ε(𝑡− 𝑡𝑓𝑗 ), где 𝐽𝑖𝑗 – вес связи между нейронами, а ε(𝑡) – функция отклика, имеющая вид так
называемой α-функции

ε(𝑡) = α2(𝑡− ∆) exp(−α(𝑡− ∆)) при 𝑡 > ∆, (4)

где ∆ – синаптическая задержка, а α−1 – характерное время действия синаптических токов.
Также в работе [24] модель нейрона характеризуется усложненной подпороговой динамикой
после генерации потенциала действия, которая задается произвольной функцией возбудимости
η(𝑡). Авторы рассматривали η(𝑡) = (𝑇 − 𝑡)−1 при 𝑡 > 𝑇 и η(𝑡) = −∞ при 𝑡 < 𝑇 , где 𝑇 –
рефрактерный период. Описание динамики нейрона на основе функции отклика ε(𝑡) и функции
возбудимости η(𝑡) позднее получило название модели спайкового отклика (spike response).

В работе [24] был получен критерий устойчивости синхронного состояния популяции эле-
ментов. Показано, что синхронное возбуждение сети с периодом 𝑇osc является устойчивым, если
функция отклика имеет положительный наклон 𝑑ε(𝑇osc)/𝑑𝑡 > 0. В дальнейшем Gernster пока-
зал [25], что сеть всегда сходится к состоянию фазовой синхронизации, при котором все элемен-
ты возбуждаются периодически с постоянными сдвигами фаз, но не обязательно одновременно.
Важную роль в структуре формирующегося паттерна активности играет распределение межэле-
ментных задержек.

Известно, что запаздывание в межэлементных связях оказывает существенное влияние на
синхронизацию сетей [26]. Для импульсных связей впервые влияние задержек на синхрониза-
цию было детально исследовано в работах Ernst с соавторами [27, 28]. В своих работах они
рассмотрели модель, аналогичную Mirollo и Strogatz, но ввели запаздывание τ между момен-
тами генерации импульса и его действия на остальные элементы (данная модель соответствует
функции отклика (4) при α → ∞). Также они рассмотрели как возбуждающие (𝜀 > 0), так и
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подавляющие (𝜀 < 0) связи между элементами. В случае возбуждающих связей наличие нену-
левого запаздывания приводит к спонтанным переходам между синхронными и асинхронными
состояниями. В случае подавляющих связей при наличии запаздывания в системе возникает
несколько кластеров, внутри каждого из которых элементы синхронны.

Синхронизация в сети с импульсными связями возможна и при топологиях связей, отлич-
ных от случая каждый-с-каждым. Тогда сила связи между каждой парой элементов 𝑖 и 𝑗 характе-
ризуется числом ε𝑖𝑗 , которое может быть положительным (возбуждающая связь), отрицательным
(подавляющая связь) или нулевым (связь отсутствует). При этом, очевидно, не всегда возмож-
на точная или полная синхронизация, характеризующаяся строго одновременным возбуждением
всех элементов. Полная синхронизация сети возможна лишь при условии нормализации связей:
суммарная сила входящих связей должна быть равной для всех элементов сети,

∑︀
𝑗 ε𝑖𝑗 = ε.

Timme и соавторы [29] исследовали синхронизацию в сети со случайными нормализованными
связями и показали, что для подавляющих связей синхронный режим всегда является устойчи-
вым. Интересно, что при этом он может сосуществовать с асинхронным режимом, при котором
локальная динамика элементов нерегулярна; такие режимы описаны подробнее ниже. В рабо-
те [30] авторы изучили синхронизацию сети нейронов типа накопление-и-сброс с нормализо-
ванными связями и произвольной топологией. Для сети со случайными связями (для каждого
узла связанные с ним узлы выбираются случайным образом с равной вероятностью) с использо-
ванием теории случайных матриц они получили аналитически спектр ляпуновских показателей
синхронного состояния. Это позволило не только получить критерий устойчивости синхрониза-
ции в сети, но и оценить скорость ее установления. Оказалось, что при фиксированном числе
входящих связей 𝑘 и большом размере сети 𝑁 ≫ 𝑘 эта скорость ограничена независимо от того,
насколько сильны связи.

Если условие нормализации связей нарушается, синхронизация сети может быть только
приближенной, но не точной. Для сети со случайной топологией связей Golomb и Hansel по-
казали [31], что синхронизация наступает, когда число связей на элемент превышает некоторое
критическое значение. Причина состоит в том, что, если в сети из 𝑁 элементов на каждый из
них в среднем приходится 𝑀 связей, то дисперсия числа входящих связей по элементам се-
ти тоже равна 𝑀 , что дает коэффициент вариации 1/

√
𝑀 . При слишком малом числе связей

коэффициент вариации велик, что приводит к сильному разбросу величины входных сигналов,
получаемых различными элементами, и разрушению синхронизации. Аналогичные результаты
были получены для синхронизации в сетях возбуждающих и подавляющих нейронов со случай-
ными связями: синхронизация наступает при достаточно плотных связях [32].

Синхронизация в сетях с локальными связями была изучена Hopfield и Herz [33], которые
рассмотрели динамику решетки осцилляторов типа накопление-и-сброс, связанных с ближай-
шими соседями. Было показано, что в течение нескольких периодов в такой сети наступает ло-
кальная синхронизация элементов с соседями из некоторой окрестности, после чего происходит
процесс установки глобальной синхронизации, который может происходить довольно медлен-
но. Однако в работе [34] было показано, что скорость установления глобальной синхронизации
𝑟𝑠 существенно зависит от параметров связи и локальной динамики, и соответствующим выбо-
ром этих параметров ее можно существенно повысить. Среднее время установления глобальной
синхронизации оценено как 𝑇𝑠 ∼ log𝑁/𝑟𝑠, где 𝑁 – размер сети, и может составлять всего
несколько периодов колебаний даже для больших сетей 𝑁 ∼ 1000. Быстрый выход на синхрон-
ный режим позволяет использовать сеть для обработки видеообразов. Например, добавление
дальнодействующих (или глобальных) подавляющих связей позволяет получить в сети кластеры
локальной синхронной активности, возбуждающиеся последовательно друг за другом и кодиру-
ющие несколько видеообразов (ср. также [35–37].
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Удобным инструментом исследования синхронизации в сетях импульсных элементов явля-
ется так называемая кривая переустановки фазы, phase resetting curve (PRC) [38]. Концепция PRC
позволяет описывать широкий класс осцилляторов с импульсными взаимодействиями. В ее рам-
ках каждый осциллятор описывается единственной переменной – фазой φ ∈ [0, 1] (иногда рас-
сматривается φ ∈ [0, 2π]), которая монотонно возрастает с постоянной скоростью 𝑑φ/𝑑𝑡 = 1/𝑇 .
При достижении фазой максимального значения она обнуляется, а осциллятор испускает им-
пульс. Действие импульса на другие осцилляторы описывается функцией 𝑍(φ), которая и на-
зывается кривой переустановки фазы. При получении импульса фаза осциллятора мгновенно
изменяется на величину, определяемую этой функцией, так что φ(𝑡 + 0) = φ(𝑡 − 0) + 𝑍(φ).
Общность подхода на основе кривой переустановки фазы заключается в том, что соответству-
ющую функцию можно вычислить или даже экспериментально измерить для произвольного
осциллятора.

Исследование синхронизации с применением описания на основе кривых переустановки
фазы было проведено Achuthan и Canavier [39]. Авторы рассмотрели сеть из 𝑁 одинаковых ней-
ронов с импульсными связями каждый-с-каждым. Аналитическое исследование было основано
на рассмотрении динамики системы как последовательности дискретных событий, связанных
с возбуждением нейронов и действием сгенерированных импульсов. Тогда можно построить
отображение, описывающее эволюцию системы между моментами генерации последовательных
импульсов. В синхронном режиме генерация импульсов всеми элементами происходит периоди-
чески и одновременно, что соответствует тривиальной неподвижной точке отображения. Было
показано, что глобальная синхронизация устойчива только при отрицательном наклоне кривой
переустановки фазы в нуле*. Однако, если наклон кривой переустановки фазы становится слиш-
ком большим, синхронизация также теряет устойчивость.

Детальный анализ потери устойчивости синхронным режимом был описан Lücken и Yan-
chuk в работе [40]. Было показано, что дестабилизация синхронного режима может сопровож-
даться возникновением двухкластерных режимов, в которых популяция распадается на две груп-
пы, внутри каждой из которых осцилляторы возбуждаются синхронно. Устойчивость как син-
хронного, так и двухкластерных режимов определяется наклонами кривой переустановки фаз
в точках непосредственно после возбуждения (φ = +0) и перед возбуждением (φ = 1 − 0).
В специальном случае, когда оба эти наклона равны нулю, наблюдаются режимы перемежаю-
щейся синхронизации, в которой периоды почти полной синхронизации чередуются с короткими
эпизодами «проскальзывания» фазы осцилляторов друг относительно друга.

В работе [41] было исследовано влияние запаздывания на динамику ансамбля идентичных
осцилляторов с импульсными связями каждый-с-каждым. Запаздывание было введено в связи
между элементами, так что между моментами генерации импульса и его получения остальны-
ми элементами сети проходит конечное время τ. Вследствие наличия запаздывания, в синхрон-
ном режиме осцилляторы получают входные сигналы в ненулевой фазе ψ, пропорциональной
величине запаздывания (при малом запаздывании). Поэтому устойчивость режима глобальной
синхронизации определяется наклоном кривой переустановки фазы не в нуле, а в фазе ψ. При
малом запаздывании и единичном собственном периоде данная фаза равна величине запазды-
вания: ψ = τ. Был получен критерий устойчивости синхронизации в зависимости от величины
запаздывания и силы связи, а также показано, что «проскальзывание» фазы является типичным
сценарием разрушения синхронизации при произвольном виде кривой переустановки фазы.

*В работе [39] кривая переустановки фаз определялась как величина уменьшения (а не приращения) фазы под
действием импульса, что соответствует общепринятой кривой переустановки фазы с обратным знаком. Поэтому в
данной работе критерий устойчивости синхронизации сформулирован как положительный наклон кривой переуста-
новки фазы в нуле.
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2. Асинхронная динамика сетей

Противоположным синхронному является асинхронный режим коллективной динамики
сети, характеризующийся независимостью моментов генерации импульсов различными элемен-
тами сети. Устойчивость асинхронного режима в сети идентичных осцилляторов с импульсными
связями каждый-с-каждым была впервые исследована Abbot и van Vreeswijk [42]. Они рассмот-
рели модель осцилляторов в достаточно общей форме

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝐹 (𝑥𝑖) + 𝐺(𝑥𝑖)𝐸(𝑡), (5)

которая является обобщением модели (2) «накопление-и-сброс». Здесь 𝑥 – мембранный потенци-
ал, функция 𝐹 характеризует автономное поведение элемента. При достижении значения 𝑥 = 1
элемент генерирует импульс и переходит в состояние 𝑥 = 0. Функция 𝐺 описывает отклик ос-
циллятора на внешнее воздействие, а 𝐸(𝑡) – сигнал, поступающий на осциллятор от сети. В этот
сигнал вносит вклад каждый импульс, сгенерированный любым элементом сети: при генерации
импульса в момент времени 𝑡0 сигнал 𝐸(𝑡) увеличивается как 𝐸(𝑡) → 𝐸(𝑡) + 𝑓(𝑡0 − 𝑡),

𝑓(𝑡) =
α1α2

(α2 − α1)𝑁

(︁
𝑒α1(𝑡0−𝑡) − 𝑒α2(𝑡0−𝑡)

)︁
, (6)

где α1 < α2 характеризуют скорость роста и спадания синаптического тока. При α2 → α1 = α
функция отклика (6) стремится к альфа-функции (4).

Асинхронный режим характеризуется отсутствием корреляции между моментами генера-
ции импульсов различными элементами. В этом случае средняя скорость генерации спайков
сетью в целом не зависит от времени, и при большом числе элементов 𝑁 → ∞ является посто-
янной. Постоянство скорости генерации спайков приводит к независимому от времени сигналу
сети 𝐸(𝑡) = 𝐸0. Легко показать, что этот сигнал равен частоте генерации спайков индивиду-
альными элементами. При постоянном входе 𝐸(𝑡) = 𝐸0 динамика каждого элемента является
периодической с периодом 1/𝐸0. Проинтегрировав (5) за один период, получим

1

𝐸0
=

∫︁ 1

0

𝑑𝑥

𝐹 (𝑥) + 𝐸0𝐺(𝑥)
. (7)

Уравнение (7) является условием самосогласованной динамики сети: элементы получают сигнал
интенсивности 𝐸0 и сами в ответ генерируют импульсы с частотой 𝐸0. Данное уравнение имеет
решение при достаточно свободных условиях на функции 𝐹 и 𝐺, что соответствует асинхрон-
ному режиму сети с частотой 𝐸0.

Для исследования устойчивости асинхронного режима авторами был применен подход на
основе уравнения непрерывности Лиувилля (см. также [43–45]). Для удобства авторы [42] с по-
мощью взаимно-однозначного отображения перешли к новым переменным 𝑦𝑖=𝐸0

∫︀ 𝑥𝑖

0 𝑑𝑥/(𝐹 (𝑥)+
+ 𝐸0𝐺(𝑥), которые изменяются от 0 до 1 и подчиняются уравнению

𝑑𝑦𝑖
𝑑𝑡

= 𝐸0 + Γ(𝑦𝑖)𝜀(𝑡), (8)

где Γ(𝑦) = 𝐸0𝐺(𝑥)/(𝐹 (𝑥) + 𝐸0𝐺(𝑥)), 𝜀(𝑡) = 𝐸(𝑡) − 𝐸0. Тогда для плотности распределения
ρ(𝑦, 𝑡) поток задается как 𝐽(𝑦, 𝑡) = [𝐸0 + Γ(𝑦)𝜀(𝑡)]ρ(𝑦, 𝑡), а уравнение непрерывности имеет вид

𝜕ρ
𝜕𝑡

= −𝜕𝐽

𝜕𝑦
. (9)

В асинхронном режиме ρ(𝑦, 1) = 1 и 𝐽(𝑦, 𝑡) = 𝐸0, а для исследования его устойчивости уравне-
ние (9) следует линеаризовать около данного решения. Авторы вычислили спектр асинхронного

472
Клиньшов В.В.

Известия вузов. ПНД, 2020, т. 28, № 5



режима и определили условия устойчивости данного режима. Основной результат заключается
в том, что подавляющие связи (𝐺(𝑥) < 0) не могут стабилизировать асинхронные режимы, то-
гда как при возбуждающих связях (𝐺(𝑥) > 0) это возможно. При этом важное значение имеют
коэффициенты α1 и α2, характеризующие временные масштабы динамики синаптических токов.
Также авторы рассмотрели влияние шума и пришли к выводу, что он стабилизирует асинхронные
режимы.

В более общем случае устойчивость асинхронных режимов исследована в серии работ
Gerstner [46]. Он рассмотрел полносвязную сеть идентичных элементов, описываемых моделью
спайкового отклика c произвольными функциями отклика и возбудимости. Также в модели учи-
тывалось действие шума либо в виде стохастических флуктуаций в механизме возбуждения,
либо в виде прямого шумового воздействия в уравнение для динамики состояний элементов.

Было показано, что условиями стабилизации асинхронного режима является присутствие
в системе достаточно сильного шума и/или синаптической задержки. При дестабилизации асин-
хроннного режима в сети могут возникать периодические колебания активности 𝐸(𝑡) на различ-
ных характерных частотах. Также были исследованы переходные процессы в асинхронной сети
при изменяющемся во времени внешнем воздействии. Показано, что несмотря на конечное вре-
мя реакции отдельных нейронов (порядка времени перезарядки мембраны), отклик сети в целом
на изменение внешнего воздействия наступает очень быстро (мгновенно). Это связано с тем, что
в асинхронном режиме в сети всегда присутствует определенная доля нейронов, находящихся
вблизи порога возбуждения и готовых быстро отреагировать на изменившийся внешний сигнал.
Таким образом, нейронная сеть в асинхронном режиме может эффективно передавать сигналы
вплоть до очень высоких частот.

В работе [47] была исследована асинхронная активность в сети, состоящей из возбужда-
ющей и подавляющей популяций. Все элементы сети были связаны друг с другом, также в сеть
была введена неоднородность в форме различия внешних стимулов, действующих на разные
элементы. Динамика локального элемента описывалась моделью квадратичного накопления и
сброса

𝑑𝑉𝑖α

𝑑𝑡
= 𝑉 2

𝑖α + 𝐼𝑖α + 𝐼syn𝑖α (𝑡) − 𝐼thα , (10)

где 𝑉𝑖α – мембранный потенциал 𝑖-го элемента из популяции α = 𝐸, 𝐼 (возбуждающая или подав-
ляющая), 𝐼thα – постоянный ток смещения, а 𝐼𝑖α – неоднородная компонента тока, распределение
которой по элементам популяции α задано в виде 𝑄α(𝐼). Взаимодействие в сети описывается
входным током 𝐼syn𝑖α (𝑡), который поступает от всех элементов обеих популяций:

𝐼syn𝑖α (𝑡) =
∑︁
𝑗β

𝐺syn
𝑖𝑗αβ

∑︁
𝑡𝑠𝑗β

𝑓β(𝑡− 𝑡𝑠𝑗β). (11)

Здесь 𝑡𝑠𝑗β – моменты генерации спайков 𝑗-м элементом из популяции β, 𝑓(𝑡) – функция отклика
на один спайк (6), а синаптические связи 𝐺syn

αβ = 𝑔αβ/𝑁β однородны и обратно пропорциональны
размеру сети, причем 𝑔𝐸β > 0, 𝑔𝐼β < 0. При достижении потенциалом порогового значения 𝑉𝑡

элемент генерирует спайк, и его потенциал мгновенно приобретает значение 𝑉𝑟.
В асинхронном режиме активность каждой популяции постоянна во времени, однако ча-

стота генерации спайков разными элементами различна в силу различия токов 𝐼𝑖α. Активность
элементов задается условиями самосогласованности

ν𝑖α =

[︂∫︁ 𝑉𝑡

𝑉𝑟

𝑑𝑉

𝑉 𝐼
𝑖α − 𝐼thα +

∑︀
β 𝑔αβνβ

]︂−1

, (12)
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где νβ – средняя активность элементов в популяции β. Исследование устойчивости асинхронной
динамики в сети из двух взаимодействующих популяций проводилось методами, аналогичными
примененным в работе [42]. Были определены условия устойчивости асинхронного режима и
показано, что он возможен даже при достаточно сильных связях.

Асинхронный режим был изучен и в так называемых «разреженных» сетях, в которых
случайным образом удаляется некоторое (небольшое) число межэлементных связей [48]. Если
в полносвязной сети идентичных элементов асинхронный режим соответствует поочередному
периодическому возбуждению элементов сети через строго равные интервалы времени (так на-
зываемое splay state), то случайное удаление даже небольшого числа связей приводит к возник-
новению беспорядка. Интервалы между моментами возбуждения элементов начинают несколько
отличаться друг от друга, однако асинхронный режим с упорядоченным возбуждением элемен-
тов сохраняет свою устойчивость. Интересно, что переходный процесс к асинхронному режиму
принципиально отличается в случае слабых и сильных связей. При слабых связях асинхронный
режим устанавливается достаточно быстро, тогда как при сильных связях переходный процесс
длится экспоненциально долго (с ростом размера сети) и обладает чертами стационарного про-
цесса. В термодинамическом пределе переходный процесс превращается в устойчивый нерегу-
лярный режим, в котором порядок возбуждения элементов и фазовые соотношения между ними
претерпевают постоянные квазислучайные изменения.

3. Нерегулярная асинхронная динамика

Важной разновидностью асинхронной динамики является так называемая нерегулярная
динамика, при которой временная структура генерируемых элементами сети импульсов нерегу-
лярна и близка к случайной. Нерегулярная спонтанная активность в больших сетях импульсных
элементов была впервые получена в серии работ Brunel c соавторами, посвященных моделирова-
нию кортикальных нейронных сетей. В работах [49, 50] были введены базовые идеи и заложена
основа теоретического метода анализа коллективной динамики сети с учетом флуктуаций ло-
кальных входных сигналов. Более детально данный метод был развит в работе [51] для сети
подавляющих нейронов. Наконец, полностью разработанная методика и наиболее детальные ре-
зультаты исследования для сети возбуждающих и подавляющих нейронов были опубликованы в
работе [52]. Остановимся подробнее на модели, рассмотренной в данной работе.

Автор изучил нейронную сеть, состоящую из двух популяций – 𝑁𝐸 возбуждающих и 𝑁𝐼

подавляющих нейронов. Каждый нейрон получает равное число входящих синаптических сиг-
налов от 𝐶𝐸 = 𝜀𝑁𝐸 от возбуждающих нейронов и 𝐶𝐼 = 𝜀𝑁𝐼 от подавляющих нейронов. При
этом связи являются редкими (𝜀 ≪ 1), а пресинаптические нейроны, проектирующие на каж-
дый нейрон, выбираются случайным образом. Кроме того, каждый нейрон получает 𝐶ext = 𝐶𝐸

внешних возбуждающих сигналов, каждый из которых представляет собой случайный пуассо-
новский процесс с частотой νext. Локальная динамика каждого нейрона описывается моделью
накопление-и-сброс:

τ𝑉𝑖(𝑡) = −𝑉𝑖(𝑡) + 𝑅𝐼𝑖(𝑡), (13)

где 𝑉𝑖 – мембранный потенциал 𝑖-го нейрона, τ определяет характерное время зарядки мем-
бранной емкости, а 𝐼𝑖(𝑡) представляет собой суммарный синаптический ток, поступающий на
нейрон. При достижении мембранным потенциалом пороговой величины θ нейрон генерирует
потенциал действия (спайк), и становится нечувствительным к внешнему воздействию в тече-
ние рефрактерного периода τrp. После этого его мембранный потенциал принимает значение
𝑉𝑟, и нейрон продолжает эволюционировать согласно уравнению (13) до следующего момента
достижения порога.
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Внешний сигнал 𝑅𝐼𝑖(𝑡) представляет собой последовательность δ-импульсов

𝑅𝐼𝑖(𝑡) = τ
∑︁
𝑗

𝐽𝑖𝑗
∑︁
𝑘

δ(𝑡− 𝑡𝑘𝑗 −𝐷). (14)

Здесь 𝐽𝑖𝑗 – синаптический вес связи между 𝑗-м и 𝑖-м нейронами. Синаптические веса выбраны
равными 𝐽 для всех возбуждающих синапсов (в том числе внешних) и −𝑔𝐽 для подавляющих
синапсов. Моменты 𝑡𝑘𝑗 – это моменты генерации потенциала действия 𝑗-м нейроном, а 𝐷 – синап-
тическая задержка. При генерации нейроном потенциала действия на все нейроны, c которыми
он связан, спустя время 𝐷 поступают сигналы в виде δ-импульсов.

Аналитическое исследование модели проводилось в пределе больших сетей (𝑁 ≫ 1) с ред-
кими связями (𝜀 ≪ 1) и слабыми синапсами (𝐽 ≪ θ). В этом случае каждый нейрон получает
большое число слабых сигналов, и входящий синаптический ток можно аппроксимировать как
белый шум с переменными во времени средним и интенсивностью:

𝑅𝐼𝑖(𝑡) = µ(𝑡) + σ
√
τη𝑖(𝑡). (15)

При этом, так как для любой пары нейронов доля общих пресинаптических нейронов мала,
их входные сигналы можно считать некоррелированными. В пределе 𝑁 → ∞ можно ввести
плотность распределения мембранного потенциала нейронов 𝑃 (𝑉, 𝑡), которая равна вероятности
обнаружить случайный нейрон в состоянии 𝑉 в момент 𝑡. Тогда от уравнений (13) и (15) можно
перейти к уравнению Фоккера–Планка для плотности распределения

𝜕𝑃 (𝑉, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝜕𝑆(𝑉, 𝑡)

𝜕𝑉
, (16)

где

𝑆(𝑉, 𝑡) = −σ
2(𝑡)

2τ
𝜕𝑃 (𝑉, 𝑡)

𝜕𝑉
− 𝑉 − µ(𝑡)

τ
𝑃 (𝑉, 𝑡) (17)

описывает поток вероятности через потенциал 𝑉 в момент 𝑡. Заметим, что частота генерации
спайков представляет собой не что иное, как поток вероятности через порог возбуждения: ν(𝑡) =
= 𝑆(θ, 𝑡). Уравнение Фоккера–Планка совместно с условием нормировки и набором граничных
условий дает полное описание динамики сети. Стационарные решения системы характеризуются
не зависящей от времени плотностью распределения 𝑃 (𝑉, 𝑡) = 𝑃0(𝑉 ) и постоянной частотой
ν(𝑡) = ν0 и удовлетворяют условию самосогласованности: синаптический ток на входе нейронов
согласован с частотой генерируемых ими сигналов.

Анализ самосогласованных стационарных решений (16) показал, что в зависимости от ба-
ланса возбуждения и подавления 𝑔 характеристики стационарного режима системы могут быть
качественно различными. При доминировании возбуждения (𝑔 < 𝑁𝐸/𝑁𝐼 ) сеть демонстриру-
ет высокую активность, близкую к максимальной νmax = 1/τrp. При доминировании подавле-
ния (𝑔 > 𝑁𝐸/𝑁𝐼 ) активность сети низкая и определяется в основном внешней частотой νext.
Несмотря на то, что переход между режимами высокой и низкой активности носит непрерыв-
ный (небифуркационный) характер, он становится все более резким при увеличении числа си-
напсов 𝐶𝐸 . Более того, кроме количественного различия глобальной активности, в этих двух
режимах наблюдается качественное различие локальной динамики отдельных нейронов. Если
в режиме высокой активности эта динамика является регулярной, то режим низкой активности
характеризуется сильной вариабельностью межспайковых интервалов (коэффициент вариации
больше единицы). Максимальная нерегулярность достигается вблизи сбалансированного состо-
яния (𝑔 ≈ 𝑁𝐸/𝑁𝐼 ), при увеличении подавления коэффициент вариации приближается к единице,
при этом сигналы, генерируемые нейронами, становятся близки к пуассоновскому процессу.
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Стационарные режимы сети являются асинхронными, так как активность отдельных ней-
ронов не коррелирована, в результате чего суммарный сигнал (среднее поле), генерируемый
сетью, является постоянным с точностью до эффектов конечного размера сети. При дестаби-
лизации стационарного режима и возникновении глобальных колебаний микроскопическая ди-
намика сети характеризуется возникновением корреляции между нейронами, то есть частичной
синхронизацией сети (более подробно частично синхронные режимы описаны в следующей гла-
ве обзора). Заметим, что при конечном размере сети стохастические эффекты конечного размера
приводят к сглаживанию резкого перехода между асинхронными и синхронными режимами.
В асинхронном режиме возникают стохастические колебания активности сети, а в синхронном
режиме возникает стохастическая диффузия фазы глобальных колебаний. Оба эффекта исчезают
в пределе 𝜀 → 0.

Модель Brunel вызвала волну интереса к исследованию самоподдерживающейся асинхрон-
ной нерегулярной активности в нейронных сетях. Так, в работе [53] была предложена сеть с
самоподдерживающейся активностью, демонстрирующая спонтанные переходы между состоя-
ниями с высокой и низкой активностью. В работе [54] показано, что асинхронная самоподдержи-
вающаяся активность возможна даже для сетей с существенной долей общего входного сигнала
различных нейронов. Нерегулярная активность с малой степенью синхронизации была обна-
ружена в крупномасштабных сетях с реалистичной структурой, имитирующей кортикальную
микроколонку [55].

Заметим, однако, что в строгом смысле активность, возникающую в большинстве опи-
санных моделей, нельзя считать самоподдерживающейся, так как необходимым условием для
ее поддержания является наличие внешнего возбуждающего воздействия на нейроны. Это воз-
действие может иметь вид либо входящей импульсной последовательности, либо постоянного
тока смещения, что в обоих случаях приводит к формированию самоподдерживающейся локаль-
ной динамики элементов. Внутрисетевые взаимодействия приводят к формированию сложных
некоррелированных временных паттернов активности, однако недостаточны для поддержания
активности сами по себе. При выключении внешнего воздействия самоподдерживающаяся ак-
тивность сети продолжается в течение времени порядка нескольких секунд, после чего сеть
переходит в состояние покоя [56, 57]. Отметим, что самоподдерживающаяся нерегулярная ак-
тивность без внешнего воздействия была получена в сети нейронов с редкими связями и ло-
гнормальным распределением синаптических весов [58]. Такое распределение характеризуется
тяжелым хвостом, то есть наличием некоторого числа очень сильных связей, и соответству-
ет результатам экспериментальных исследований связей в кортикальных нейронных сетях [59].
Введение логнормального распределения весов связей позволяет получить самоподдерживаю-
щуюся нерегулярную динамику в сети в отсутствие дополнительного внешнего воздействия.
Также наличие очень сильных синапсов приводит к ряду интересных свойств сети, например
оптимизации параметров передачи информации в виде спайковых последовательностей.

Динамика становится самоподдерживающейся и в случае равных синаптических весов, ес-
ли они становятся достаточно сильными [60]. При этом нерегулярная динамика сети качественно
изменяется, наблюдается переход к так называемому неоднородному асинхронному режиму [61].
В данном режиме вариабельность межспайковых интервалов индивидуальных нейронов суще-
ственно возрастает, нейроны приобретают тенденцию к генерации бёрстов, то есть пачек импуль-
сов с коротким межимпульсным интервалом, разделенных длительным интервалом отсутствия
возбуждения. Таким образом, активность элементов демонстрирует сильные медленные флук-
туации во времени. При этом корреляция между моментами генерации импульсов различными
элементами остается на уровне 1/𝑁 , что позволяет приписывать ее эффектам конечного размера
сети и рассматривать описываемый неоднородный режим как асинхронный.
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4. Частичная синхронизация и колебания среднего поля

Асинхронная динамика соответствует отсутствию корреляции между реализациями от-
дельных элементов сети, тогда как при полной синхронизации эти реализации идентичны. Про-
межуточное положение между этими режимами занимают режимы частичной синхронизации,
при которых коэффициент корреляция между реализациями элементов сети отличен от нуля, но
меньше единицы. Частичная синхронизация часто возникает при дестабилизации асинхронно-
го режима и приводит к появлению колебаний среднего поля. Возникновение таких колебаний
впервые продемонстрировал van Vreeswijk [62]. Им была рассмотрена сеть типа (5) c функцией
отклика в виде альфа-функции (4). При достаточно быстрых возбуждающих связях (значение
α превышает некоторую критическую величину) асинхронный режим сети теряет устойчивость,
и в сети возникают периодические колебания среднего поля. Механизм возникновения колебаний
связан с бифуркацией Андронова–Хопфа, то есть вблизи точки потери устойчивости колебания
имеют фиксированную частоту и малую амплитуду. При этом динамика отдельных элементов
сети является квазипериодической, а средняя частота генерации импульсов ниже частоты коле-
баний среднего поля сети.

Возникновение частичной синхронизации и колебаний среднего поля было также обна-
ружено в сетях со случайной структурой связей [31, 63]. При этом важным условием является
достаточно большое число связей, приходящихся на один элемент сети. При повышении чис-
ла связей сеть переходит от асинхронного к частично-синхронному режиму и далее к режиму
полной синхронизации.

Частичная синхронизация наблюдалась и в режимах с нерегулярной динамикой элемен-
тов [52]. Было обнаружено несколько механизмов возникновения быстрых колебаний среднего
поля при потере устойчивости стационарным асинхронным режимом. При сильном подавле-
нии и большой частоте внешнего воздействия в сети возникают быстрые колебания на высокой
частоте, которая определяется, в основном, синаптической задержкой 𝐷. При низкой частоте
внешнего воздействия колебания возникают на низкой частоте, определяемой, в основном, мем-
бранным временем τ. В режиме доминирования возбуждения типичным является возникновение
сильных высокочастотных колебаний на частотах 𝑘/𝐷 для целых 𝑘.

В работе [64] высокочастотные колебания похожей природы были обнаружены в сети с
более реалистичными синапсами, генерирующими импульсные сигналы конечной длительности
формы (4) (см. также [65]).

При увеличении плотности в модели [64] число общих пресинаптических нейронов и,
следовательно, доля общего входного сигнала для различных элементов сети перестают быть
малыми, вследствие чего коллективная динамика сети становится частично синхронизирован-
ной. В работах [66, 67] и др. исследовано возникновение коллективной нерегулярной динамики
в модели Brunel со сравнительно плотными связями, а именно когда число связей 𝐾 ∼ 𝑁 .
В этом случае даже при очень больших размерах сети 𝑁 коллективная динамика характеризу-
ется наличием существенных хаотических колебаний среднего поля, что не позволяет считать
их эффектами конечного размера сети. Эти колебания сохраняются в широком диапазоне па-
раметров сети, а также при наличии запаздывания в связях и внешнего шума. Единственный
случай, когда коллективные нерегулярные колебания исчезают в пределе 𝑁 → ∞, это случай
разреженной сети 𝐾/𝑁 → 0.

Коллективная нерегулярная динамика в смысле выраженных хаотических колебаний сред-
него поля наблюдалась также и в сетях нейронов со связями каждый-с-каждым [68, 69], однако
в этом случае необходимым ингредиентом является наличие неоднородности параметров эле-
ментов. Сценарий возникновения коллективных колебаний в этом случае несколько напомина-
ет сценарий Курамото: при слабой связи элементы колеблются с собственными (или близкими
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к собственным) частотами, тогда как увеличение связи приводит к их частичной синхронизации.
Однако в отличие от сценария Курамото возникающие коллективные колебания с самого начала
являются хаотическими.

Нерегулярные колебания с медленными флуктуациями активности могут возникать бла-
годаря сложным структурам синаптических связей, например присутствию кластеров [70, 71].
В работе [70] исследовано влияние степени кластеризации связей на режимы ее коллективной
активности. Для этого сеть разбивалась на несколько подгрупп равного размера, причем связи
между элементами каждой группы устанавливались случайно с вероятностью 𝑝in, а связи меж-
ду элементами различных групп – тоже случайно, но с меньшей вероятностью 𝑝out. Степень
кластеризации контролировалась коэффициентом 𝑅 = 𝑝in/𝑝out, причем 𝑅 = 1 соответствует од-
нородной сети, а 𝑅 = ∞ соответствует несвязанным кластерам. Было обнаружено, что при сред-
них значениях 𝑅 активность элементов сети характеризуется сильной вариабельностью, то есть
испытывает существенные флуктуации во времени. Это связано с возникновением метаустойчи-
вых состояний повышенной активности отдельных кластеров, в которые они время от времени
спонтанно переходят. При таком переходе частота всех элементов данного кластера временно
повышается, после чего вновь становится равной средней по сети. При больших коэффициентах
кластеризации 𝑅 состояния повышенной локальной активности становятся устойчивыми, и сеть
в целом характеризуется высокой мультистабильностью между различными состояниями повы-
шенной локальной активности. Наличие аналогичных метастабильных и стабильных состояний
повышенной локальной активности было также показано в сетях с биологически релевантным
распределением синаптических весов и реалистичными параметрами кластеров [72].

5. Редуцированные модели сетевой динамики

Динамика сложных сетей, состоящих из большого числа взаимодействующих элементов,
описывается высокоразмерными системами дифференциальных уравнений, исследование кото-
рых зачастую затруднительно как численными, так и аналитическими методами. Особенно остро
эта проблема стоит в задачах моделирования динамики нейронных популяций, размер которых
может достигать миллионов и миллиардов. В связи с этими трудностями актуальность приобре-
тают методы редукции коллективной динамики к низкоразмерным динамическим системам для
усредненных переменных. Такие редуцированные системы могут описывать динамику однород-
ных популяций мезомасштаба, а макромасштабные неоднородные сети могут моделироваться
как системы взаимодействующих популяций мезоуровня. Широко используемые модели для ме-
зоскопических нейронных популяций основаны на эвристических (качественных) уравнениях
для активности популяции [73–75]. Однако в последнее время стал развиваться подход, основан-
ный на выводе редуцированных моделей из уравнений для микроскопической динамики сетей
нейронов с импульсными связями.

В работе [76] была получена редуцированная низкоразмерная система, описывающая сред-
неполевую динамику большой сети нейронов с импульсными связями каждый-с-каждым. Дина-
мика локального элемента сети описывалась моделью квадратичного накопления и сброса

𝑑𝑉𝑗

𝑑𝑡
= 𝑉 2

𝑗 + 𝐼𝑗 , (18)

при достижении мембранным потенциалом порогового значения 𝑉𝑝 нейрон генерирует спайк
и его мембранный потенциал становится равным 𝑉𝑟 (заметим, что при 𝐼𝑗 > 0 решения уравне-
ния (18) могут достигать бесконечности за конечное время, поэтому в дальнейшем полагалось
𝑉𝑝 = +∞, 𝑉𝑟 = −∞). Входной ток 𝐼𝑗 задается как

𝐼𝑗 = η𝑗 + 𝐽𝑠(𝑡) + 𝐼(𝑡), (19)
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где внешний входной сигнал имеет общую составляющую 𝐼(𝑡) и неоднородную компоненту η𝑗 ,
распределенную по некоторому закону 𝑔(η), синаптический вес 𝐽 характеризует силу взаимо-
действий внутри сети, а синаптическая активность 𝑠(𝑡) полагается в простейшем случае равной
частоте генерации спайков 𝑟(𝑡), которая определяется как

𝑟(𝑡) =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑡𝑘𝑗

δ(𝑡− 𝑡𝑘𝑗 ), (20)

где 𝑡𝑘𝑗 – моменты генерации спайков. В термодинамическом пределе 𝑁 →]∞ состояние сети
может быть описано функцией плотности ρ(𝑉 |η, 𝑡), уравнение для которой имеет вид

𝜕𝑡ρ+ 𝜕𝑉 [𝑆ρ] = 0, (21)

где поток 𝑆(𝑉 |η, 𝑡) = 𝑉 2 + η + 𝐽𝑟 + 𝐼 . Частота генерации спайков нейронами с параметром
η определяется как поток на бесконечности 𝑟(η, 𝑡) = 𝑆(+∞|η, 𝑡), а полная частота генерации
спайков сетью 𝑟(𝑡) =

∫︀∞
−∞ 𝑔(η)𝑟(η, 𝑡)𝑑η.

Ключевой идеей работы [76] является поиск решения уравнения (21) с использованием
подстановки в виде

ρ(𝑉 |η, 𝑡) =
1

π
𝑥(η, 𝑡)

[𝑉 − 𝑦(η, 𝑡)]2 + 𝑥(η, 𝑡)2
, (22)

вследствие чего уравнение сводится к виду

𝜕𝑡𝑤(η, 𝑡) = 𝑖[η+ 𝐽𝑟(𝑡) − 𝑤(η, 𝑡)2 + 𝐼(𝑡)], (23)

где 𝑤(η, 𝑡) = 𝑥(η, 𝑡) + 𝑖𝑦(η, 𝑡), а 𝑟(𝑡) = 1
π

∫︀∞
−∞ 𝑥(η, 𝑡)𝑔(η)𝑑η. Поиск решения в таком виде осно-

вывается на гипотезе о том, что соответствующее многообразие является притягивающим [77].
Дальнейшая редукция возможна для произвольного аналитического распределения 𝑔(η), напри-
мер для распределения Лоренца

𝑔(η) =
1

π
∆

(η− η̄)2 + ∆2
(24)

интеграл для 𝑟(𝑡) может быть вычислен с помощью теории вычетов, в результате чего уравнение
(23) сводится к системе двух обыкновенных дифференциальных уравнений

𝑟̇ = ∆/π+ 2𝑟𝑣, (25)

𝑣̇ = 𝑣2 + η̄+ 𝐽𝑟 + 𝐼(𝑡) − π2𝑟2. (26)

Здесь 𝑟 и 𝑣 являются макроскопическими переменными, характеризующими состояние сети в
целом: 𝑟 определяет среднюю частоту генерации спайков элементами сети, а 𝑣 – средний мем-
бранный потенциал. Уравнения (25) и (26) полностью описывают динамику сети, в том числе
переходные процессы и отклики на нестационарные стимулы 𝐼(𝑡). При отсутствии внешнего
воздействия 𝐼(𝑡) = 0 в широкой области параметров система является бистабильной – в ней
сосуществуют два устойчивых состояния равновесия, соответствующих низкой и высокой ак-
тивности сети. Так, для обоих состояний частота 𝑟 является постоянной, динамика сети в обоих
случаях является асинхронной. Однако важным свойством является то, что состояние с высо-
кой степенью активности может являться фокусом, и сеть может демонстрировать затухающие
колебания около данного состояния равновесия. Колебательная динамика частоты 𝑟 является
признаком частичной синхронизации нейронов, а затухание этих колебаний говорит о том, что
синхронизация носит преходящий характер и может временно возникать, например, в ответ на
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резкое изменение внешней стимуляции. При периодическом внешнем воздействии колебания
активности сети носят перманентный харакетр, в том числе могут быть и хаотическими.

Подход на основе использования подстановки в виде распределения Лоренца может быть
применен и к более сложным моделям, например в случае более реалистичной динамики синап-
сов. Ratas и Pyragas [78] рассмотрели сеть квадратичных нейронов накопление-и-сброс,
в которых динамика синаптического тока задается уравнением

𝐼syn𝑗 = −𝐾(𝑉𝑗 − 𝑉𝑠)𝑆, (27)

где 𝑉𝑠 – реверсивный потенциал синапсов, 𝐾 – сила связи, связанная с максимальной синапти-
ческой проводимостью, а 𝑆 – средняя проводимость синапсов, определяемая как

𝑆 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐻(𝑉𝑘 − 𝑉th).

Здесь 𝑉th – порог открывания синапсов, а 𝐻(𝑉 ) – функция Хевисайда. Таким образом, вклад
в проводимость вносят только нейроны, потенциал которых превышает 𝑉th, и при конечном
значении 𝑉th генерируемые такими нейронами импульсы имеют ненулевую длительность. В ра-
боте [78] была получена редуцированнная модель, аналогичная системе (25) и (26), но учи-
тывающая конечную длительность генерируемых нейронами импульсов. Основным следствием
импульсов конечной длины является способность сети генерировать незатухающие колебания
среднего поля.

При моделировании неоднородных сетей со сложной конфигурацией модели типа (25)
могут использоваться для описания отдельных однородных популяций внутри сети. Так, в рабо-
те [79] была рассмотрена сеть, состоящая из двух взаимодействующих идентичных популяций,
причем сила связей внутри популяции 𝐽in отличалась от силы связей между популяциями 𝐽ex.
В работе была получена редуцированная система дифференциальных уравнений для средних
величин обеих популяций и проведен их подробный бифуркационный анализ, который выявил
возможность различных режимов, таких как асинхронные режимы, периодические противофаз-
ные колебания популяций, хаотические колебания и химероподобные состояния с разрушением
симметрии. В работе [80] была рассмотрена сеть из двух популяций возбуждающих и подавля-
ющих нейронов в режиме сбалансированной динамики, исследован переход между синхронным
и асинхронным режимами.

Другой подход, позволяющий получить редуцированные системы для больших популяций
нейронов с импульсными связями, основан на так называемом методе рефрактерной плотно-
сти (refractory density method, RDM). Данный метод позволяет описывать динамику однород-
ных стохастических популяций импульсных элементов. Для этого каждый элемент популяции
характеризуется так называемым «возрастом» τ – временем, прошедшим с момента генерации
им последнего импульса. Подход основан на гипотезе о том, что вероятность генерации спай-
ка определяется возрастом элемента: 𝑝(𝑡; 𝑡 + ∆𝑡) = ρ𝐴(𝑡, τ)∆𝑡, где 𝐴(𝑡) – история активности
популяции. Распределение элементов по возрасту называется рефрактерной плотностью 𝑝(τ, 𝑡)
и подчиняется уравнению [46]

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+

𝜕𝑝

𝜕τ
= −ρ𝐴(τ, 𝑡)𝑝, (28)

при этом активность сети определяется числом элементов, только что испустивших импульсы,
то есть имеющих возраст τ = 0:

𝐴(𝑡) = 𝑝(0, 𝑡) =

∫︁ ∞

0
ρ𝐴(τ, 𝑡)𝑝(τ, 𝑡)𝑑τ. (29)

Динамика популяции определяется видом функции ρ𝐴(τ, 𝑡) – так называемой функции
уровня опасности (hazard rate), которая в свою очередь зависит от свойств элементов сети и меж-
элементных связей. Вид этой функции был получен для систем различного вида, например для
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сети элементов типа накопление-и-сброс обобщенного вида со стохастическим механизмом ге-
нерации импульсов [81], для сети реалистичных нейронов под внешним шумовым воздействи-
ем [82,83], а также в случае неоднородного детерминированного внешнего воздействия, распре-
деленного по логнормальному закону [84]. Также метод рефрактерной плотности был обобщен
на популяции конечного размера [85].

Подход на основе рефрактерной плотности может быть использован для описания дина-
мики неоднородных нейронных сетей, которые можно представить как состоящие из нескольких
однородных субпопуляций, каждая из которых описывается уравнением типа (28). С использо-
ванием такого подхода было проведено моделирование активности визуальной коры [86] и эпи-
лептических разрядов в коре головного мозга [87]. Заметим, что к уравнению в частных произ-
водных для рефрактерной плотности (28) в ряде случаев могут быть применены приближенные
методы понижения размерности [88], что позволяет сводить динамику крупномасштабных сетей
к системам небольшого числа связанных обыкновенных дифференциальных уравнений.

Заключение

Исследование коллективной динамики сетей активных элементов с импульсными связями
продолжает оставаться одним из актуальных направлений современной нелинейной динамики.
Такие исследования в первую очередь востребованы в контексте моделирования динамики ней-
ронных популяций. Работы по данной тематике начались в 90-х годах прошлого века с изучения
синхронизации в сетях нейроподобных элементов. Синхронизация в кортикальных сетях мозга
лежит в основе его колебательной активности, регистрируемой в виде альфа- и гамма-ритмов
ЭЭГ, а также играет важнейшую роль при выполнении мозгом информационных и когнитивных
функций, выступая в качестве интегративного механизма, объединяющего широко распределен-
ный набор нейронов в единый согласованный ансамбль для когнитивного акта [89]. С другой
стороны, чрезмерная синхронизация может быть вредной для нервной системы (особенно для
высших мозговых центров) и привести к патологическим типам активности, таким как эпилеп-
сия [90] или шизофрения [91].

В 2000-х годах исследования сетей с импульсными связями переключились на более слож-
ные режимы коллективной динамики, такие как возникновение сложных хаотических колебаний
активности, синхронных либо асинхронных. Такие режимы важны с точки зрения информа-
ционно-вычислительных свойств нейронных сетей. Так, синхронная хаотическая динамика поз-
воляет нейронным популяциям быстро реагировать на изменения в их внешних входах [92]
и облегчает доступ сети к состояниям, кодирующим различные стимулы [93]. Богатство, слож-
ность и большая размерность динамики в системах, демонстрирующих асинхронный хаос, также
наделяет их исключительными вычислительными возможностями [94–96].

В последнее десятилетие интерес исследователей заметно сместился в сторону разработки
методов редукции динамики больших сетей с импульсными связями к низкоразмерным моделям.
Громадные размеры нейронных сетей (миллионы и миллиарды нейронов) определяют актуаль-
ность разработки редуцированных моделей, описывающих динамику не отдельных элементов
сети, а целых популяций. Такие модели позволят более эффективно моделировать динамику
крупномасштабных сетей как систем взаимодействующих популяций [97, 98]. Именно разра-
ботка и применение редуцированных моделей привлекает основное внимание исследователей
динамики сетей с импульсными связями в настоящее время.

Библиографический список

1. Boccaletti S., Latora V., Moreno Y., Chavez M., Hwang D.U. Complex networks: Structure and
dynamics // Phys. Rep. 2006. Vol. 424. P. 175.

2. Масленников О.В., Некоркин В.И. Адаптивные динамические сети // Усп. физ. наук. 2017.
T. 87. C. 745.

Клиньшов В.В.
Известия вузов. ПНД, 2020, т. 28, № 5 481



3. Некоркин В.И. Нелинейные колебания и волны в нейродинамике // Усп. физ. наук. 2008.
T. 178. C. 313.

4. Рабинович М.И., Мюезинолу М.К. Нелинейная динамика мозга: эмоции и интеллектуальная
деятельность // Усп. физ. наук. 2010. T. 180. C. 371.

5. Strogatz S. Sync: The Emerging Science of Spontaneous Order. Penguin UK, 2004.
6. Winfree A.T. The Geometry of Biological Time. Springer, 2001.
7. Luo C.-h., Rudy Y. A model of the ventricular cardiac action potential. Depolarization, repolariza-

tion, and their interaction // Circulation Research. 1991. Vol. 68, no. 6. P. 1501–1526.
8. Peskin C.S. Mathematical Aspects of Heart Physiology. Courant Institute of Mathematical

Sciences. New York University, New York, 1975.
9. Pagliari R., Scaglione A. Scalable network synchronization with pulse-coupled oscillators // IEEE

Transactions on Mobile Computing. 2011. Vol. 10, no. 3. P. 392–405.
10. Vladimirov A.G., Turaev D. Model for passive mode locking in semiconductor lasers // Physical

Review A. 2005. Vol. 72. P. 33808.
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Цель настоящего исследования – изучить динамику пучков и электронных сгустков в системе с идеально
проводящей плоскостью и однородным магнитным полем при наличии запаздывания электромагнитных волн и при
образовании в системе виртуального катода или при параметрах, близких к этому состоянию. Методы. В работе
в рамках численного моделирования изучается динамика цилиндрического электронного пучка, влетающего через
идеально проводящую плоскость в сильное продольное магнитное поле. Частицы – крупные. Изучение динамики
пучков проводится путём решения уравнений движения методом Рунге–Кутты 4-го порядка. Поле пространствен-
ного заряда рассчитывается по соотношениям Лиенара–Вихерта с учётом запаздывания. Влияние плоскости учи-
тывается методом зеркальных изображений. Время и место формирования виртуального катода оценивается по од-
номерной модели, что определяет шаг интегрирования по времени численной схемы. Результаты. Показано, что
при формировании виртуального катода в цилиндрическом пучке, частицы, прошедшие область виртуального ка-
тода, испытывают ускорение под действием пространственного заряда, сосредоточенного вблизи проводящей гра-
ницы. Происходит перераспределение энергии электронов пучка между электронами потока – электроны в хвосте
потока ускоряются, электроны вблизи плоскости влёта замедляются. Подобные процессы имеют место и при отсут-
ствии виртуального катода при инжекции в полупространство с магнитным полем короткого электронного импульса.
Заключение. С ростом плотности пространственного заряда пучка в системе электроны, влетающие в простран-
ство взаимодействия первыми, ускоряются сильнее, последующие электроны сильнее замедляются. При этом также
происходит увеличение расстояния, проходимого пучком. Особенно сильное ускорение наблюдается после области
виртуального катода.

Ключевые слова: электронный пучок, потенциалы Лиенара–Вихерта, сильноточная электроника, виртуальный катод,
приборы О-типа, метод крупных частиц.
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The purpose of this work is to study the dynamics of electron beams and bunches in a system with an ideally
conducting plane and a uniform magnetic field in the presence of delayed electromagnetic waves when a virtual cathode is
formed in the system and with parameters close to this state. Methods. The dynamics of a cylindrical electron beam flying
through an ideally conducting plane into a strong longitudinal magnetic field is studied by numerical simulation. Particles
are large. The study of the beam dynamics is carried out by solving the equations of motion by the 4th-order Runge–Kutta
method. The space charge field is calculated using the Lienard–Wiechert relations taking into account the delay effect. The
influence of the plane is taken into account by the method of mirror images. The time and place of virtual cathode formation
is estimated by one-dimensional model, which determines the time step of the numerical method. Results. It is shown
that during the formation of a virtual cathode in a cylindrical beam, particles passing through the virtual cathode region
are accelerated by the space charge concentrated near the conducting boundary. The electron beam energy is redistributed
between the electrons – the electrons in the tail of the beam are accelerated, the electrons in the vicinity of the entry plane
are decelerated. Similar processes also take place in the absence of a virtual cathode when a short electron pulse is injected
into a half-space with a magnetic field. Conclusion. Increasing space charge density of the beam in the system, the electrons
entering the interaction space first are accelerated more strongly, subsequent electrons slow down more strongly. In this case,
the distance traveled by the beam also increases. Especially strong acceleration is observed after the virtual cathode region.

Key words: electron beam, Lienard–Wiechert potentials, high-current electronics, virtual cathode, O-type devices, large
particle method.
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Введение

Постоянный интерес к изучению поведения электронных потоков связан с тем, что они
играют значительную роль в науке и технике как в нерелятивистской, так и в релятивистской
областях скоростей. Наличие кулоновского взаимодействия между отдельными электронами и
существование пространственного заряда в большом ансамбле частиц приводит к образованию
потенциальной ямы, которая, как и запаздывание волн пространственного заряда при реляти-
вистских скоростях существенно влияет на динамику движения электронов. Изучение таких
процессов ведется давно, начиная с работ Чайлда [1], Ленгмюра [2–4], Бурсиана [5], Богуславско-
го [6], опубликованных в начале прошлого столетия, и продолжается в настоящее время [7–11].

На структуру пучка и характер движения электронов оказывают влияние как скорости
частиц, так и плотность пространственного заряда, и плотность тока на влёте в пространство
взаимодействия.

Действие пространственного заряда на характер движения электронов, сфокусированных
продольным магнитным полем, заключается, прежде всего, в образовании виртуального катода,
который препятствует поступательному движению электронов при отсутствии внешнего ускоря-
ющего электрического поля. В работе [12] для бесконечно длинного пучка, транспортируемого в
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ограниченной в поперечном направлении цилиндрической области, получены соотношения, поз-
воляющие определить критические токи для сплошного цилиндрического и трубчатого потоков,
превышение которых препятствует дальнейшему продвижению электронов. Такие же процессы
существуют и при движении потока в неограниченной в поперечном направлении области [10].
Однако все исследования предполагают наличие электрода, ограничивающего электронный по-
ток вдоль поступательного направления движения, в связи с чем динамика и структура пучка в
процессе его движения в неограниченной области остаётся не изученной.

1. Методика анализа

Электронный поток представляется в виде ансамбля «крупных» частиц, заряд и масса ко-
торых зависят от величины тока 𝐼 и количества крупных частиц 𝑁 , влетающих в пространство
взаимодействия за шаг ∆𝑡. Заряд каждой частицы 𝑞 = 𝐼∆𝑡/𝑁 , масса 𝑚 = 𝑘𝑚𝑒, где 𝑘 = |𝑞|/𝑒 –
коэффициент укрупнения, 𝑒 – абсолютное значение заряда электрона, 𝑚𝑒 – его масса. В мгно-
венной системе отсчёта частицы представляются в виде шаров одинакового размера, параметры
которых остаются неизменными в процессе движения. Пучок цилиндрической формы 2, сфо-
кусированный магнитным полем конечной величины 𝐵⃗, вектор напряженности которого ори-
ентирован вдоль направления движения потока с заданными (рис. 1) поперечными размерами,
влетает в пространство взаимодействия, свободное от внешних электростатических полей, через
сетку 1, которая в рассматриваемой модели заменена идеально проводящей плоскостью.

Изучение динамики потока проводится на основе решения уравнений движения каждой
крупной частицы, масса, заряд и радиус которой сохраняются во все время движения. Поле про-
странственного заряда учитывается в рамках подхода «частица-частица», развитого в [13]. Для
расчета поля пространственного заряда в точке нахождения частицы в данный момент времени
используются соотношения Лиенара–Вихерта [14], которые учитывают запаздывание электро-
магнитного поля от других частиц в данной точке.

Соотношения Лиенара–Вихерта относятся к частице, движущейся в неограниченном про-
странстве, а наличие сетки нарушает это условие. Исходя из модели идеально проводящей сетки,

1

Рис. 1. Рассматриваемая система: 1 – идеально-проводящая плоскость; 2 – цилиндрический электронный пучок радиу-
сом 𝑅 с начальными скоростями электронов 𝑣⃗0, поступающий в полупространство с продольным магнитным полем 𝐵⃗

Fig. 1. The system under consideration: 1 – perfectly conductive plane; 2 – cylindrical electron beam of radius 𝑅 with initial
velocities 𝑣⃗0 entering the half-space with a longitudinal magnetic field 𝐵⃗
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для компенсации тангенциальной составляющей электромагнитного поля строятся электриче-
ские изображения. При этом траектории частиц полностью отражаются, и с учётом соотношений
Лиенара–Вихерта можно показать, что такое отражение приводит к обнулению тангенциальной
составляющей электрического поля и нормальной составляющей магнитного поля в плоскости
сетки [14].

Для решения уравнений движения крупных частиц применяется метод Рунге–Кутты 4-го
порядка точности, а определение времени запаздывания поля ведется методом сфер [14].

Если скорость электронов потока сравнительно мала (менее 0.3𝑐), для такой системы мож-
но оценить время и расстояние начала образования виртуального катода, когда первые электроны
начинают поворачивать назад. Данная оценка необходима для контроля шага численной схемы
при трёхмерном численном моделировании методом крупных частиц.

Уравнения в неограниченном с одной стороны диоде в одномерном приближении, спра-
ведливые вплоть до момента образования виртуального катода пока нет обратного тока,

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑧
=
ρ
𝜀0

,
𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑡

= − 𝑒

𝑚
,

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑡
+
ρ𝑣𝑧
𝜀0

= 0,

где ρ – объемная плотность зарядов.
Если рассматривать модель плоских листов, то поле заряженной плоскости с поверхност-

ной плотностью заряда ρ𝑑𝑧 в нерелятивистском случае, когда запаздывания нет

𝑑𝐸𝑧 =
ρ𝑑𝑧
2𝜀0

.

После интегрирования с учетом введенных изображений положительных зарядов

𝐸𝑧 =
1

2𝜀0

⎛⎝ 𝑧∫︁
0

ρ+(𝑧, 𝑡)𝑑𝑧 +

0∫︁
−∞

ρ−(𝑧, 𝑡)𝑑𝑧 −
∞∫︁
𝑧

ρ+(𝑧, 𝑡)𝑑𝑧

⎞⎠ = − 1

𝜀0

∞∫︁
𝑧

ρ(𝑧, 𝑡)𝑑𝑧,

так как
ρ−(−𝑧, 𝑡) = −ρ+(𝑧, 𝑡) = −ρ(𝑧, 𝑡).

В этом случае уравнения движения и уравнения поля допускают сведение к системе характери-
стических уравнений

𝑑𝐸𝑧

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑡

= − 𝑒

𝑚
𝐸𝑧,

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑣𝑧.

Их решение

𝐸𝑧 = 𝐸𝑧0,

𝑣𝑧 = − 𝑒

𝑚
𝐸𝑧0(𝑡− 𝑡0) + 𝑣𝑧0,

𝑧 = − 𝑒

𝑚
𝐸𝑧0

(𝑡− 𝑡0)
2

2
+ 𝑣𝑧0(𝑡− 𝑡0).
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Здесь 𝐸𝑧0 = −𝑗0𝑡0/𝜀0 – поле в плоскости влёта, 𝑡 – текущее время, 𝑡0 – время влета частицы в
пространство взаимодействия, 𝑗0 – плотность тока.

Введем новые переменные: ωp=
√︀

𝑒|ρ0|/𝑚𝜀0 – плазменная частота; η=ωp𝑡, η0=ωp𝑡0 – те-
кущая и начальная фазы частицы; 𝑍=ωp𝑧/𝑣𝑧0, 𝑢=𝑣/𝑣𝑧0 – безразмерные координата и скорость.

Тогда

𝑢 = −η0(η− η0) + 1,

𝑍 = −η0
(η− η0)2

2
+ (η− η0).

Виртуальный катод при этом образуется для электрона, влетающего в пространство взаимодей-
ствия с любой начальной фазой η0 > 0. Минимум времени образования виртуального катода
определяется условием 𝑢 = 0:

η− = η0 +
1

η0
.

Очевидно, что минимум достигается при η0 = 1, η− = 2, тогда начальная координата виртуаль-
ного катода 𝑍 = 0.5, что соответствует

𝑧 =
𝑣𝑧0
2ωp

. (1)

Релятивистское обобщение данного соотношения в тех же предположениях

𝑧 =
1

ωp

𝑐2

𝑣𝑧0
√
γ0

(γ0 − 1), (2)

где γ0 – лоренц-фактор в плоскости влёта γ0 = 1/
√︀
1− 𝑣2𝑧0/𝑐

2. Первым электроном, приобре-
тающим нулевую скорость, является электрон с фазой влёта η0 =

√
γ0, время образования ВК

η− = 2
√
γ0.

2. Анализ результатов

2.1. Непрерывные потоки. На практике, как правило, наибольший интерес представля-
ют протяженные электронные потоки. Выбор параметров модели пучка обусловлен следующими
соображениями.

Величина фокусирующего магнитного поля должна обеспечивать сохранение формы и по-
перечных размеров потока при достаточно больших значениях плотности пространственного
заряда (с учетом увеличения плотности заряда в области виртуального катода) в диапазоне вы-
бранных значений скоростей (от 0.1𝑐 до 0.5𝑐). Пример внешнего вида такого длинного пучка
после прохождения области образования виртуального катода приведен на рис. 2.

В качестве базового варианта при расчетах выбраны параметры пучка с величиной плаз-
менной частоты 6 ГГц при токе 1 кА, а временной шаг расчета ∆𝑡 выбирается не более 10−12

секунды, за которое частица с максимальной скоростью проходит расстояние 0.18 мм.
На рис. 3 приведены рассчитанные по соотношениям (1) и (2) зависимости координаты

плоскости образования виртуального катода от скорости при неизменном токе (сплошная ли-
ния 4 – (1), штриховая кривая 5 – (2)) и результаты, полученные в результате численного расчета
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Рис. 2. Вид протяженного электронного потока (магнитное поле 1.0 Тл, плотность пространственного заряда
0.443 Кл/м3, 𝑣/𝑐 = 0.5, радиус пучка 5.48 мм)

Fig. 2. The shape of the long electron beam (magnetic field 1.0 T, space charge density 0.443 C/m3, 𝑣/𝑐 = 0.5, beam
radius 5.48 mm)

(точки, соединённые гладкими кривыми) для трёх вариантов расчётов. Первый вариант (резуль-
тат 1) является результатом моделирования по изложенному методу крупных частиц с соотноше-
ниями Лиенара–Вихерта для электромагнитного поля. Данный случай учитывает запаздывание.

Сравнение с результатами моделирования без запаздывания проводилось с двумя варианта-
ми расчётов. В первом случае (результат 2) для электрического поля использовались кулоновские
соотношения, а для расчётов магнитного поля – закон Био–Савара–Лапласа. Во втором случае
(результат 3) магнитное поле не учитывалось.

Как следует из рис. 3, наличие запаздывания приводит к тому, что формирование вирту-
ального катода происходит дальше от плоскости влёта, чем по расчётам без запаздывания. Также
можно отметить, что время начала формирования виртуального катода при наличии запаздыва-
ния увеличивается, а скорость частиц в хвосте потока, приобретённая за то же время, снижается.

1

2
3
4

5

Рис. 3. Зависимость изменения положения начала форми-
рования виртуального катода от скорости электронного
потока: 1 – расчёты методом крупных частиц с запазды-
ванием; 2 – расчёты методом крупных частиц без запаз-
дывания; 3 – расчёты методом крупных частиц по куло-
новским соотношениям для поля 𝐸⃗; 4 – нерелятивисткая
одномерная теория; 5 – релятивистская одномерная тео-
рия

Fig. 3. Dependence of the change in position of the beginning
of the virtual cathode formation on the electron beam
velocity: 1 – simulation by large particles method with delay
effect; 2 – simulation by large particles method without delay
effect; 3 – simulation by large particles method using Columb
law for electric field 𝐸⃗; 4 – non-relativistic one-dimensional
theory; 5 – relativistic one-dimensional theory
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Расхождение с одномерной теорией связано с двумя основными факторами. Во-первых,
модель плоских листов близка к модели цилиндрического пучка только при условии, что диа-
метр пучка много больше расстояния от плоскости влёта до виртуального катода. Расчёты прово-
дились с пучком радиусом 5.48 мм, и из рис. 3 следует, что в случае, когда наблюдается расхож-
дение, данное условие не выполняется. Во-вторых, в модели плоских листов запаздывание не
учитывается, так как выше использовались обычные соотношения для электромагнитного поля
неподвижной плоскости, что в релятивистском случае уже не справедливо.

Свой вклад в положения расчётных точек вносят и особенности метода крупных частиц.
За время образования виртуального катода в расчётах принимается время, когда одна крупная
частица приобретает скорость в отрицательном направлении оси 𝑧, именно её координаты приве-
дены на рис. 3. Но в расчётах наблюдались некоторые особенности. В частности, для отдельных
пучков отрицательную скорость приобретала не одна крупная частица, а несколько крупных
частиц одновременно. В данном случае за плоскость образования виртуального катода принима-
лась координата ближайшей из них к плоскости влёта, а расстояние между наиболее близкой к
плоскости влёта частицей и наиболее далекой росло с ростом скорости.

Параметры пучка, показанные на рис. 3, таковы: ток 𝐼 = 1 кА (плотность тока неизменна
при всех скоростях), величина объемной плотности пространственного заряда ρ изменяется от
0.059 до 0.354 Кл/м3.

Создание протяженных электронных потоков представляет собой достаточно сложную тех-
ническую задачу даже при наличии эффективной фокусировки. И связано это, как было указано
ранее, с действием пространственного заряда, заключающемся в появлении виртуального като-
да. При этом часть электронов, имеющих достаточную энергию, преодолевает потенциальный
барьер и продолжает движение.

В любом случае, в том числе и при отсутствии виртуального катода, неограниченный в
направлении движения поток находится в условиях, когда пространственный заряд не скомпен-
сирован в этом направлении, в отличие от бесконечно длинного потока. Наличие продольной
составляющей собственного поля пространственного заряда потока не меняет характер продоль-
ного движения электронов, но влияет на скорости поступательного движения, увеличивая их.
Этот процесс должен наблюдаться как в нерелятивистской, так и при релятивистской скоро-
сти, как при наличии виртуального катода, так и при его отсутствии. Для доказательства этого

Рис. 4. Фазовый портрет (одномерная модель) [15, рис. 36]

Fig. 4. Phase portrait (one-dimensional model) [15, fig. 36]

утверждения сошлемся на рис. 4, взятый
из работы [15, рис. 36], на котором пока-
зано, что даже в одномерной модели яв-
но прослеживается увеличение импульса от
𝑝𝑧/𝑚𝑐=0.5 в плоскости влета частиц до
𝑝𝑧/𝑚𝑐 = 1 на расстоянии 1 см, что соответ-
ствует изменению скорости от 0.45𝑐 до 0.71𝑐

для тех частиц, которые преодолели потен-
циальный барьер.

Похожие картины фазовых портретов
потоков показаны и в работе [16].

Иллюстрация этого процесса приведе-
на на рис. 5, где показаны фазовые портре-
ты потока при скоростях 0.1𝑐 и 0.3𝑐 с тока-
ми 𝐼 = 1.0 А и 100 A. Ускорение электро-
нов может наблюдаться в сравнительно сла-
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Рис. 5. Фазовые портреты и формы электронных пучков. Ток 𝐼 = 1.0 А, ρ ≈ 3.54 мКл/м3, 𝑣/𝑐 = 0.1 (a); 𝐼 = 1.0 А,
ρ ≈ 0.118 мКл/м3, 𝑣/𝑐 = 0.3 (b); 𝐼 = 100 А, ρ ≈ 11.8 мКл/м3, 𝑣/𝑐 = 0.3 (c)

Fig. 5. Phase portraits and the shape of the electron beams. Current 𝐼 = 1.0 A, ρ ≈ 3.54 mC/m3, 𝑣/𝑐 = 0.1 (a); 𝐼 = 1.0 A,
ρ ≈ 0.118 mC/m3, 𝑣/𝑐 = 0.3 (b); 𝐼 = 100 A, ρ ≈ 11.8 mC/m3, 𝑣/𝑐 = 0.3 (c)

боточных нерелятивистских потоках (рис. 5, b) до начала формирования минимума потенциа-
ла, но особенно четко это видно после образования виртуального катода, когда на электроны,
прошедшие дальше, действует дополнительная сила за счет большой величины заряда, сосредо-
точенного в потенциальной яме. Скорость пучка возрастает, что продемонстрировано в данных
примерах.

При дальнейшем уменьшении величины объемной плотности пространственного заряда
этот эффект исчезает.

2.2. Импульс тока. Непрерывные потоки наиболее часто применяются, и поэтому их
поведению и характеристикам уделяется большое внимание. Однако в ряде случаев интерес
могут представлять отдельные сгустки электронов (рис. 6–8), движущиеся в пространстве в

498
Шеин А.Г., Аликов С.А.

Известия вузов. ПНД, 2020, т. 28, № 5



фокусирующем магнитном поле. Особенности их поведения, в том числе и характер изменения
их формы и скорости, будут отличаться от непрерывных потоков с аналогичными величинами
объемной плотности пространственного заряда, плотности тока, скорости.

Пусть в пространство, в котором существует продольное однородное магнитное поле,
направленное вдоль направления поступательного движения частиц, инжектируется в течение
ограниченного времени цилиндрический электронный поток. Геометрическая длина электрон-
ного импульса зависит от величины скорости, объемной плотности пространственного заряда,
плотности тока. Временной интервал инжекции потока может быть выбран как из условия фор-
мирования виртуального катода в сгустке, так и при его отсутствии. Процессы, протекающие
при этом, существенно различаются.

На рис. 6 приведены картины внешнего вида короткого сгустка, при формировании ко-
торого за короткий промежуток времени не успевает сформироваться потенциальная яма.

Рис. 6. Изменение формы импульса длительностью 45 пс и его фазового портрета в процессе движения при токе
𝐼 = 100 А и начальной скорости 𝑣/𝑐 = 0.1 через: 45 пс (a); 60 пс (b); 90 пс (c)

Fig. 6. Change in the shape of an electron pulse with duration of 45 ps and its phase portrait during movement at the current
𝐼 = 100 A, and the initial speed 𝑣/𝑐 = 0.1 after: 45 ps (a); 60 ps (b); 90 ps (c)
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Для сравнения приведены графики, демонстрирующие пространственное расположение и фазо-
вые портреты импульсов с начальными скоростями 0.1𝑐 (объемная плотность пространственного
заряда ρ = 11.8 мКл/м3), а на рис. 7 – с начальной скоростью 0.3𝑐 (ρ = 33.4 мКл/м3) через 45 пс
(время формирования сгустка), 60 пс и 90 пс.

В процессе движения форма сгустка в поперечном сечении изменяется незначительно, а
геометрическая длина возрастает. Это обусловлено действием сил, растягивающих сгусток, и
появлением отрицательной скорости электронов.

Совершенно иная картина наблюдается в том случае, когда в течение формирования сгуст-
ка появляется потенциальная яма и образуется виртуальный катод. Наличие в сгустке электро-
нов, отраженных от потенциальной ямы и движущихся в обратную сторону, приводит к эффекту
«прилипания» сгустка к плоскости влета и увеличению его длины.

Рис. 7. Изменение формы импульса длительностью 45 пс и его фазового портрета в процессе движения при токе
𝐼 = 100 А, и начальной скорости 𝑣/𝑐 = 0.3 через: 45 пс (a); 60 пс (b); 90 пс (c)

Fig. 7. Change in the shape of an electron pulse with duration of 45 ps and its phase portrait during movement at the current
𝐼 = 100 A, and the initial speed 𝑣/𝑐 = 0.3 after: 45 ps (a); 60 ps (b); 90 ps (c)
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Рис. 8. Изменение формы импульса длительностью 450 пс и его фазового портрета в процессе движения при токе
𝐼 = 100 А, и начальной скорости 𝑣/𝑐 = 0.3 через: 45 пс (a); 60 пс (b); 90 пс (c)

Fig. 8. Change in the shape of an electron pulse with duration of 450 ps and its phase portrait during movement at the current
𝐼 = 100 A, and the initial speed 𝑣/𝑐 = 0.3: 45 ps (a); 60 ps (b); 90 ps (c)

На рис. 8 для тех же параметров, которые использованы при анализе процессов, пока-
занных на рис. 7, приведена картина изменения формы сгустка. В течение 450 пс формируется
сгусток, после чего электроны не поступают в пространство (рис. 8, a). В дальнейшем сгусток
не отрывается от плоскости инжекции, а отсутствие поступления электронов приводит к исчез-
новению пополнения электронов в сгусток.

Подобное явление наблюдается во всех случаях, если время формирования сгустка превы-
шает время образования виртуального катода.

Заключение

Одной из причин увеличения скорости движения электронных потоков является появление
продольной (вдоль направления движения потока) составляющей силы, вызванной ограниченно-
стью длины пучка.
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Ограниченность потока и вызванное этим влияние собственных полей пространственного
заряда приводит к изменению фазового портрета ограниченного в пространстве короткого по
времени электронного сгустка, увеличению его геометрической длины в процессе движения.

Существенную роль в поведении ограниченного сгустка играет время его образования, по-
скольку при появлении отраженных электронов ограничение инжекции электронов не позволяет
организовать отдельный самостоятельный сгусток, перемещающийся в пространстве.
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Цель работы – определение возможности создания многослойных катодов из приведенных в контакт матери-
алов с разной работой выхода 𝑒3 на тонких металлических подложках, а также практического использования таких
катодов для формирования интенсивных ленточных и кольцевых в сечении электронных потоков в миниатюрных, но
высоковольтных приборах. Методы. Слои гафния (𝑒3 ∼ 3.5 эВ) и платины (𝑒3 ∼ 5.3 эВ) толщиной соответственно
10 нм и 2 нм последовательно наносились на боковую поверхность подложек из металлической фольги с использова-
нием достаточно простого и оперативного метода магнетронного напыления. Из фольги с многослойным покрытием
изготавливались катоды для формирования ленточных и кольцевых в сечении электронных пучков. Эксперимен-
тальные измерения эмиссионных характеристик многослойных катодов и формируемых ими пучков производились
в триодных электронно-оптических системах, включающих катод, управляющий электрод (анод) и коллектор элек-
тронов в форме цилиндра Фарадея. Измерения выполнены в условиях технического вакуума 10−7 . . . 10−8 Торр.
Результаты. Экспериментально определены характеристики ленточных и кольцевых в сечении электронных потоков,
формируемых триодными электронно-оптическими системами с многослойными катодами на тонких подложках из
алюминия (9 мкм) и тантала (10 мкм). Измерены зависимости тока с катода от величины напряжения между като-
дом и управляющим электродом (вольт-амперные характеристики), а также изменения во времени тока электронов
в формируемом электронно-оптической системой пучке. Заключение. В данной работе продемонстрирована возмож-
ность формирования с помощью многослойных катодов на тонкой металлической подложке ленточных и кольцевых
в сечении электронных потоков с токами до нескольких десятков миллиампер при чрезвычайно больших средних по
сечению плотностях тока полевой эмиссии до 300 . . . 400 А/см2. Показана возможность стабильной работы исследо-
ванных катодов при отборе больших токов полевой эмиссии в условиях технического вакуума.

Ключевые слова: полевая эмиссия, многослойные катоды, тонкие металлические подложки, миниатюрные высоко-
вольтные приборы, технический вакуум.
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The purpose of this work is to determine the ability of creating multilayer cathodes from contacted materials with
different work functions 𝑒3 on thin metal substrates, as well as the practical use of such cathodes for the formation
of intense sheet and annular in cross sections electron flows in miniature but high-voltage devices. Methods. Layers of
hafnium (𝑒3 ∼ 3.5 eV) and platinum (𝑒3 ∼ 5.3 eV) with a thickness of 10 nm and 2 nm, respectively, were sequentially
deposited on the side surface of the metal foil substrates using a fairly simple and efficient method of magnetron sputtering.
Cathodes made from a foil with a multilayer coating, emitted sheet and annular in the cross section electron flows.
Experimental measurements of the emission characteristics of multilayer cathodes and formed by them electron flows were
carried out in triode electron-optical systems (EOS), consisted of a cathode, a control electrode (anode), and an electron
collector in the form of a Faraday cup. The measurements were carried out in a technical vacuum of 10−7 . . . 10−8 Torr.
Results. The characteristics of sheet and annular in cross sections electron flows formed by triode EOSs with multilayer
cathodes on thin substrates of aluminum (9 µm) and tantalum (10 µm) were experimentally determined. The dependences of
the current from the cathode on the voltage between the cathode and the control electrode (current-voltage characteristics), as
well as the changes in time of the electron current of electron flows generated by EOS, were measured.
Conclusion. In this work, the possibility of forming sheet and annular in cross sections electron flows with currents of
up to several tens of milliamperes at extremely large average field emission current densities of up to 300 . . . 400 A/cm2 by
using of multilayer cathodes on a thin metal substrate was demonstrated. The possibility of the stable operation of the studied
cathodes during the high field emission in a technical vacuum is shown.

Key words: field emission, multilayer cathodes, thin metal substrates, miniature high-voltage devices, technical vacuum.
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Введение

Не требующие накала и практически безынерционные полевые эмиттеры привлекатель-
ны для использования в миниатюрных, но высоковольтных электронных приборах, в частности,
в коротковолновых СВЧ-приборах миллиметрового и субмиллиметрового диапазона длин волн.
Однако для обеспечения достаточно интенсивной полевой эмиссии необходимо создать элек-
трические поля у их поверхности порядка (2 . . . 4) · 107 В/см или даже более. Для достижения
таких полей при не слишком высоких рабочих напряжениях обычно на поверхности эмиттера
формируют усиливающие электрическое поле структуры [1, 2]. Наиболее отработаны к насто-
ящему времени разнообразные многоострийные катоды (см., например, [3–6]). Наилучшие из
существующих многоострийных катодов позволяют получать достаточно большие для многих
практических применений токи полевой эмиссии, измеряемые десятками, а в некоторых случаях
даже сотнями миллиампер [4, 5]. Поле у поверхности острия может усилиться в 103 . . . 104 раз.
Плотности тока эмиссии с одиночного острия достигают значений порядка 107 . . . 108 A/см2 или
даже более. Однако средние по поверхности многоострийной структуры плотности тока эмиссии
невелики и обычно не превышают 3 . . . 4 A/см2, то есть по этому показателю многострийные по-
левые эмиттеры уступают термокатодам, плотность тока эмиссии с поверхности которых может
быть более 10 A/см2.
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Сравнительно невысокая плотность тока эмиссии с поверхности распределенных много-
острийных полевых эмиттеров сдерживает в определенной степени их применение в электрон-
ных приборах малого размера, где одновременно необходимы и большой ток и высокая плот-
ность потока электронов. Но все же не только это ограничивает возможности практического ис-
пользования многоострийных полевых эмиттеров. К сожалению, создание упорядоченных мно-
гоострийных структур – сложная и трудоемкая процедура. Кроме того, в условиях технического
вакуума в высоковольтных электронных приборах усиливающие поле структуры разрушаются
под действием бомбардировки ионами остаточного газа, что может привести к деградации ка-
тода и выходу его из строя. Делались попытки защитить полевые эмиттеры от разрушающего
действия ионной бомбардировки с помощью разнообразных электронно-оптических систем, пре-
пятствующих попаданию ионов на поверхность полевого эмиттера [3,7], а также с помощью спе-
циальных защитных покрытий [8]. Насколько нам известно, к настоящему времени наилучшие
результаты в защите эмиттеров от разрушающего действия ионной бомбардировки получены при
использовании разработанных авторами [8] защитных металл-фуллереновых покрытий. Однако
необходимость нанесения таких покрытий дополнительно усложняет технологию изготовления
многоострийных катодов.

Сравнительно недавно в лаборатории сильноточной и СВЧ электроники Санкт-Петербургс-
кого политехнического университета Петра Великого при исследовании композитов из гранул
гексаборида лантана (LaB6) в оболочке из пирографита была обнаружена возможность получе-
ния полевой эмиссии электронов под действием полей, существующих у контакта материалов с
разной работой выхода 𝑒3. Использование этого явления принципиально открывает возможность
создания безострийных полевых эмиттеров. В работах [9,10] были исследованы возможности ис-
пользования полей у контакта материалов с разной работой выхода для получения интенсивной
полевой эмиссии. Были разработаны катоды, изготовленные из большого количества примыкаю-
щих друг к другу пар нанослоев материалов с разной работой выхода. Проведенные исследова-
ния продемонстрировали возможность использования таких многослойных катодов для обеспе-
чения стабильной полевой эмиссии в высоковольтных электронных приборах, функционирую-
щих в условиях технического вакуума. Было определено влияние на полевую эмиссию слоистых
катодов разности работы выхода ∆𝑒3 приведенных в контакт материалов, количества 𝑁 пар
слоев материалов с разной работой выхода, а также толщины слоев. Лучшими эмиссионными
характеристиками из всех исследованных катодов обладали многослойные системы из приве-
денных в контакт слоев гафния (𝑒3 ∼ 3.5 эВ) и платины (𝑒3 ∼ 5.3 эВ). Многослойные системы
создавались в результате последовательного магнетронного напыления на боковую поверхность
монокристаллической подложки из арсенида галлия слоев материалов с разной работой выхо-
да [9, 10]. Использовались подложки из GaAs толщиной 430 мкм. Оптимизированные [10] мно-
гослойные покрытия имели существенно меньшую толщину (приблизительно до 300 нм). Скол
по одному из кристаллографических направлений монокристаллической подложки со слоистой
структурой позволял обеспечить атомно-гладкую торцевую эмитирующую поверхность струк-
туры. Такая технология представлялась приемлемой при изготовлении катодов, необходимых
для формирования ленточных электронных потоков. Однако практически невозможно было ее
использовать для создания востребованных на практике катодов, пригодных для формирования
электронных потоков с более сложной формой сечения, например, потоков кольцевого сечения.
Авторами была опробована возможность создания и использования многослойных катодов на
тонких подложках из металлический фольги. Была разработана технология формирования мно-
гослойных катодов на подложках из алюминия толщиной 9 мкм и тантала толщиной 10 мкм.
Использование тонких и эластичных подложек открывало возможность создания не только лен-
точных, но и кольцевых в сечении электронных потоков. В данной статье описаны результаты
исследования гафний-платиновых катодов на подложках из алюминиевой и танталовой фольги
в высоковольтном электронном приборе.
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1. Mетоды создания и исследования катодов
на тонкой металлической подложке

Многослойные покрытия, включающие 20 пар слоев гафния и платины, формировались
на боковой поверхности металлической фольги. Слои Hf и Pt толщиной соответственно 10 нм
и 2 нм последовательно наносились на боковую поверхность фольги с использованием доста-
точно простого и оперативного метода магнетронного напыления. Из фольги с многослойным
покрытием вырезалась заготовка катода в виде полосы шириной 5 . . . 7 мм. Далее с использова-
нием этой заготовки изготавливались катоды для формирования ленточных (SEF) и кольцевых
в сечении (AEF) электронных потоков.

Исследования эмиссионных характеристик катодов, пригодных для формирования SEF
и AEF, проводились в триодных системах, сечение которых схематически показано на рис. 1
и рис. 2. На рис. 1 приведены выполненные в двух взаимно перпендикулярных направлениях
сечения измерительной системы, использованной для формирования SEF. На рис. 2 показано
сечение системы формирования AEF. Измерительные системы включали закрепленный в специ-
альном держателе эмиттер, управляющий электрод (анод) с диафрагмой и коллектор электронов,
выполненный в форме цилиндра Фарадея. Основные размеры элементов измерительных систем
приведены на рисунках. Катод системы формирования ленточного электронного пучка имел ши-
рину 5 мм (рис. 1, a). Эмиттер, использованный для формирования кольцевого в сечении элек-
тронного потока, имел диаметр 14 мм (см. рис. 2). Для получения полевой эмиссии с катодов
на них подавалось отрицательное относительно земли напряжение U. Управляющий электрод
и коллектор заземлялись через сопротивления приборов, используемых для измерения токов на
эти электроды.

При исследовании работы многослойных катодов измерялись токи 𝐼col на коллектор и токи
𝐼a на управляющий электрод (анод). Ток 𝐼a определялся в основном потоком электронов с като-
да, который перехватывался управляющим электродом. Во всех исследованных режимах и для
всех исследованных катодов ток управляющего электрода не превышал примерно 10–15% от
тока на коллектор. При использовании коллектора в форме цилиндра Фарадея можно в первом
приближении пренебречь потоком вторичных электронов с коллектора, попадающих на управ-
ляющий электрод. Поэтому полный ток эмиссии катода приближенно равен сумме 𝐼c ∼= 𝐼col+ 𝐼a.
Измерительные системы монтировались в экспериментальной установке, которая подвергалась
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Рис. 1. Схематические изображения измерительной системы, использованной для формирования и исследования лен-
точного электронного потока (SEF). Показаны сечения системы в двух взаимно перпендикулярных по отношению к
подложке продольном (a) и поперечном (b) направлениях. 1 – коллектор, 2 – управляющий электрод, 3 – SEF катод,
4 – держатель катода

Fig. 1. Schematic images of measuring system used to form and study the sheet electron flow (SEF). Cross sections of the
system are shown in two longitudinal (a) and transverse (b) directions mutually perpendicular to the substrate. 1 – collector,
2 – control electrode, 3 – SEF cathode, 4 – cathode holder
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Рис. 2. Схематическое изображение измерительной си-
стемы, использованной для формирования и исследова-
ния кольцевого в сечении электронного потока (AEF).
1 – коллектор, 2 – управляющий электрод, 3 – AEF ка-
тод, 4 – держатель катода

Fig. 2. Schematic image of measuring system used to form
and study the annular in cross section electron flow (AEF).
1 – collector, 2 – control electrode, 3 – AEF cathode,
4 – cathode holder

непрерывной откачке с помощью магнитно-разрядного и крио-сорбционного насосов. Давление
в вакуумной камере установки поддерживалось во время измерений на уровне типичного для
используемых на практике высоковольтных приборов технического вакуума 10−7 . . . 10−8 Торр.
Перед началом исследования эмиссионных характеристик катодов они подвергались длительной
(несколько часов) тренировке с отбором в непрерывном режиме токов амплитудой до 1. . . 2 мА.
В результате тренировки стабилизировалась работа катодов.

2. Результаты экспериментального исследования

На рис. 3 показаны измеренные в непрерывном режиме характеристики электронно-опти-
ческих систем (ЭОС) с многослойными катодами на подложке из алюминиевой фольги, исполь-
зованных для формирования AEF и SEF. Типичные вольт-амперные характеристики (зависимо-
сти тока эмиссии катода 𝐼c от напряжения 𝑈 ), а также зависимости тока катода 𝐼c от времени t
работы ЭОС приведены соответственно на рис. 3, a и b.

Многослойные катоды на алюминиевой подложке достаточно стабильно работали в непре-
рывном режиме в условиях технического вакуума при отборе токов, не превышающих пре-
дельные значения 𝐼c = 𝐼cm примерно 10 . . . 12 мА при формировании AEF и приблизительно
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Рис. 3. Эмиссионные характеристики многослойных катодов на подложке из алюминиевой фольги, использованных
для формирования ленточных (SEF) и кольцевых в сечении электронных потоков (AEF): a – вольт-амперные кривые
𝐼c(𝑈); b – зависимости тока 𝐼c эмиссии катода от времени t работы катода

Fig. 3. Emission characteristics of the multi-layer cathodes on an aluminum foil substrate used to form sheet (SEF) and
annular in cross-section electron flows (AEF): a – current-voltage curves 𝐼c(𝑈); b – dependences cathode emission current
𝐼c from the time 𝑡 of the cathode operation
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Рис. 4. Эмиссионные характеристики многослойного катода на танталовой подложке, использованного для формиро-
вания кольцевого в сечении электронного потока (AEF): a – вольт-амперная характеристика 𝐼c(𝑈); b – зависимость
тока 𝐼c эмиссии катода от времени t работы катода

Fig. 4. Emission characteristics of the multi-layer cathode on a tantalum substrate used to form an annular in the cross section
electron flow (AEF): a – current-voltage characteristic 𝐼c(𝑈); b – dependence of the cathode emission current 𝐼c on the
cathode operation time 𝑡

4 . . . 5 мА при создании SEF. Получение в непрерывном режиме токов свыше указанных предель-
ных значений было невозможно из-за обусловленного электронной бомбардировкой перегрева
управляющего электрода и коллектора измерительной системы. Визуальный контроль внешнего
вида катодных систем, испытанных с отбором токов более 𝐼cm, свидетельствовал о появлении
деформаций катодной системы, обусловленных, видимо, сильным ее нагревом протекающими
токами.

Существенно большие токи полевой эмиссии удалось получить в импульсном режиме при
длительности импульсов напряжения 2 мкс и частоте их следования 80 Гц с многослойных коль-
цевых катодов на более высокотемпературной и более жесткой подложке из танталовой фольги.
Типичные вольт-амперная характеристика 𝐼c(𝑈) и зависимость 𝐼c(𝑡) ЭОС с таким катодом по-
казаны соответственно на рис. 4, a и b. Таким образом, в импульсном режиме, в условиях,
когда удается исключить сильный перегрев деталей ЭОС, многослойные катоды на тантало-
вой подложке позволяют получать токи полевой эмиссии в несколько десятков миллиампер,
достаточные, например, для обеспечения работы востребованных на практике коротковолновых
диагностических гиротронов [11].

Существенным достоинством многослойных катодов на тонких металлических подложках
является не только простота их изготовления. Они обеспечивают чрезвычайно большие средние
по поверхности плотности тока полевой эмиссии до 300 . . . 400 A/см2. Стабильная работа като-
дов такого типа в условиях технического вакуума обусловлена, видимо, тем обстоятельством, что
малое по сравнению с их высотой и с расстоянием до анода уменьшение высоты многослойной
структуры, вызванное ионным ее распылением, слабо влияет на полевую эмиссию структуры.

Заключение

Подводя итоги работы, отметим важнейшие ее результаты.

� Созданы многослойные полевые эмиттеры из приведенных в контакт нанослоев гафния
и платины на тонких подложках из алюминия (9 мкм) и тантала (10 мкм).

� Продемонстрирована возможность формирования с помощью катодов на тонкой металли-
ческой подложке ленточных и кольцевых в сечении электронных потоков с чрезвычайно
большими средними по сечению плотностями тока полевой эмиссии ориентировочно до
300 . . . 400 A/см2.
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� Продемонстрирована возможность стабильной работы исследованных многослойных като-
дов при отборе больших (десятки миллиампер) токов полевой эмиссии в высоковольтных
(ориентировочно до 13 кВ) режимах работы электронного прибора в условиях техническо-
го вакуума.

Библиографический список

1. Fursey G.N. Field Emission in Vacuum Microelectronics. NY: Kluwer Academic-Plenum Publi-
shers, 2005. 197 p.

2. Egorov N., Sheshin E. Field Emission Electronics. Springer Series in Advanced Microelectronics.
Vol. 60. New York: Springer, 2017. 568 p.

3. Whaley D.R., Duggal R., Armstrong C.M. et al. 100 W operation of a cold cathode TWT // IEEE
Transactions on Electron Devices. 2009. Vol. 56, no. 5. P. 896–905.

4. Spindt C., Holland C.E., Schwoebel P.R. A reliable improved Spindt cathode design for high
currents // 2010 IEEE International Vacuum Electronics Conference (IVEC), 2010, May.
P. 201–202.

5. Chen Z., Zhang Q., Lan P. et al. Ultrahigh-current field emission from sandwich-grown well-
aligned uniform multi-walled carbon nanotube arrays with high adherence strength // Nanotech-
nology. 2007. Vol. 18, no. 26. P. 5702. DOI:10.1088/0957-4484/18/26/265702

6. Бушуев Н.А., Глухова O.E., Григорьев Ю.А. и др. Исследование эмиссионных характеристик
многолучевой электронной пушки с автоэмиссионным катодом из стеклоуглерода // ЖТФ.
2016. T. 86, № 2. C. 134–139.

7. Абаньшин Б.И., Горфинкель Б.И., Морев С.П. и др. Исследование процесса формирования
углеродной наноразмерной автоэмиссионной структуры с ионной защитой // ПЖТФ. 2014.
T. 40, № 9. C. 86–94.

8. Соминский Г.Г., Тумарева Т.А., Тарадаев Е.П., Рукавицына А.А., Гиваргизов М.Е., Степано-
ва А.Н. Многоострийные кольцевые полевые эмиттеры с защитными металл-фуллереновы-
ми покрытиями // ЖТФ. 2019. T. 89, № 2. C. 302–305.

9. Соминский Г.Г., Сезонов В.Е., Тарадаев Е.П., Тумарева Т.А., Задиранов Ю.М., Корнишин
С.Ю., Степанова А.Н. Полевые эмиттеры нового типа для высоковольтных электронных
устройств // Известия вузов. Радиофизика. 2015. Т. 58, № 7. С. 567–576.

10. Соминский Г.Г., Сезонов В.Е., Тарадаев С.П., Вдовичев С.Н. Многослойные полевые эмит-
теры, изготовленные из приведенных в контакт нано-слоев гафния и платины // ЖТФ. 2019.
T. 89, № 1. C. 142–146.

11. Glyavin M.Yu., Manuilov V.N., Sominskii G.G., Taradaev E.P., Tumareva T.A. The concept of an
electron-optical system with field emitter for a spectroscopic gyrotron // Infrared Physics and
Technology. 2016. Vol. 78. P. 185–189.

References

1. Fursey G.N. Field Emission in Vacuum Microelectronics. NY: Kluwer Academic-Plenum Publi-
shers, 2005, 197 p.

2. Egorov N., Sheshin E. Field Emission Electronics. Springer Series in Advanced Microelectronics,
vol. 60. New York, Springer, 2017, 568 p.

3. Whaley D.R., Duggal R., Armstrong C.M. et al. 100 W operation of a cold cathode TWT. IEEE
Transactions on Electron Devices, 2009, vol. 56, no. 5, pp. 896–905.

4. Spindt C., Holland C.E., Schwoebel P.R. A reliable improved Spindt cathode design for high
currents. 2010 IEEE International Vacuum Electronics Conference (IVEC), 2010, May,
pp. 201–202.

Соминский Г.Г., Сезонов В.Е.
Известия вузов. ПНД, 2020, т. 28, № 5 511



5. Chen Z., Zhang Q., Lan P. et al. Ultrahigh-current field emission from sandwich-grown well-
aligned uniform multi-walled carbon nanotube arrays with high adherence strength. Nanotechno-
logy, 2007, vol. 18, no. 26, p. 5702. DOI:10.1088/0957-4484/18/26/265702

6. Bushuev N.A., Glukhova O.E., Grigor’ev Yu.A., et al. Emissivity of a multibeam electron gun
with a glassy carbon field-emission cathode. Technical Physics, 2016, vol. 61, no. 2, pp. 290–295.

7. Aban’shin N.P., Gorfinkel’ B.I., Morev S.P., Mosiyash D.S., Yakunin A.N. Autoemission structu-
res of nanosized carbon with ionic protection. Studying the prospects of reliable control in forming
structures. Technical Physics Letters, 2014. vol. 40, no. 5, pp. 404–407.

8. Sominskii G.G., Tumareva T.A., Taradaev E.P., Rukavitsyna A.A., Givargizov M.E., Stepa-
nova A.N. Annular multi-tip field emitters with metal–fullerene protective coatings. Technical
Physics, 2019, vol. 64, no. 2, pp. 270–273.

9. Sominskii G.G., Sezonov V.E., Taradaev E.P., Tumareva T.A., Zadiranov Yu.M., Kornishin S.Yu.,
Stepanova A.N. Innovative field emitters for high-voltage electronic devices // Radiophysics and
Quantum Electronics, 2015, vol. 58, no. 7, pp. 511–519. DOI:10.1007/s11141-015-9624-z/

10. Sominskii G.G., Sezonov V.E., Taradaev S.P., Vdovichev S.N. Multilayer field emitters made of
contacting hafnium and platinum nanolayers. Technical Physics, 2019, vol. 64, no. 1,
pp. 116–120.

11. Glyavin M.Yu., Manuilov V.N., Sominskii G.G., Taradaev E.P., Tumareva T.A. The concept of
an electron-optical system with field emitter for a spectroscopic gyrotron. Infrared Physics and
Technology, 2016, vol. 78, pp. 185–189.

Соминский Геннадий Гиршевич – родился в 1935 году в Ленинграде. Окончил
в 1960 году Ленинградский политехнический институт им. М.И. Калинина (ныне Санкт-
Петербургский политехнический университет Петра Великого – СПбПУ). Защитил диссер-
тации на соискание ученой степени кандидата физико-математических наук (1967) и докто-
ра физико-математических наук (1984). Кандидатская и докторская диссертация были по-
священы исследованию мощных СВЧ устройств со скрещенными полями. С 1960 года по
настоящее время работает на кафедре «Физическая электроника» СПбПУ (с 2020 г. вошла
в состав Высшей инженерно-физической школы СПбПУ), профессором (с 1991). В 1968
году организовал на кафедре лабораторию сильноточной и СВЧ электроники и руководит
ею по настоящее время. Области основных научных интересов: процессы в простран-
ственном заряде и их влияние на работу сильноточных электронных устройств, разработ-
ка и совершенствование полевых эмиттеров для формирования интенсивных электронных
потоков. Руководитель работ по грантам Российского научного фонда №№ 16-12-10010,
16-12-10010-П. Автор более 300 печатных работ и 22 изобретений.

Россия, 195251 Санкт-Петербург, Политехническая ул., 29
Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого
E-mail: sominski@rphf.spbstu.ru

Сезонов Вячеслав Евгеньевич – родился в Санкт-Петербурге (1988). Окончил СПбПУ
(2011) и поступил в том же году в аспирантуру на кафедру «Физическая электроника»
СПбПУ (с 2020 года вошла в состав Высшей инженерно-физической школы СПбПУ).
С 2016 года работает младшим научным сотрудником. Активно участвует в выполнении
научных исследований в лаборатории сильноточной и СВЧ электроники. Разрабатыва-
ет и исследует многослойные нано-структурированные полевые эмиттеры нового типа.
Является одним из основных исполнителей работ по грантам Российского научного фонда
№№ 16-12-10010, 16-12-10010-П. Автор 22 печатных работ и одного изобретения.

Россия, 195251 Санкт-Петербург, Политехническая ул., 29
Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого
E-mail: sezonovve@mail.ru

512
Соминский Г.Г., Сезонов В.Е.

Известия вузов. ПНД, 2020, т. 28, № 5



УДК 621.385.624 https://doi.org/10.18500/0869-6632-2020-28-5-513-523

Математическое моделирование низковольтного многолучевого клистрона
миллиметрового диапазона

В. А. Царев1,2, В. Ю. Мучкаев1, М. А. Манжосин2

1Саратовский государственный технический университет имени Гагарина Ю.А.
Россия, 410054 Саратов, ул. Политехническая, 77

2АО «НПП» Алмаз»
Россия, 410033 Саратов, ул. Панфилова, 1

E-mail: tsarev_va@mail.ru, muchkaev_vadim@mail.ru, manzhosinma@almaz-rpe.ru
Автор для переписки Вадим Юрьевич Мучкаев, muchkaev_vadim@mail.ru

Поступила в редакцию 14.07.2020, принята к публикации 20.08.2020, опубликована 30.10.2020

Цель настоящего исследования – определить эффективность работы низковольтных многолучевых клистро-
нов в Ka-диапазоне частот, при использовании электронно-оптической системы клистрона-аналога, работающего в
Ku-диапазоне. Методы. Собственные частоты и основные размеры резонаторов найдены с помощью решения урав-
нений Максвелла методом конечных разностей во временной области с прямоугольной пространственно-временной
сеткой разбиения. Параметры, характеризующие взаимодействие (характеристическое сопротивление, коэффициент
взаимодействия, относительная электронная проводимость, добротность), были рассчитаны методами численного
интегрирования и дифференцирования по полученным распределениям электромагнитного поля резонатора. Оцен-
ка эффективности различных вариантов конструкций многолучевых клистронов проводилась с помощью известных
одномерных программ «AJDISK» и «DISKLY». Результаты. Были рассмотрены две конструкции многолучевых кли-
стронов: с шестью и девятью резонаторами. Показано, что использование электронно-оптической и магнитной систе-
мы низковольтного многолучевого клистрона Ka-диапазона позволяет создать эффективный усилитель, работающий
в Ku-диапазоне с выходной мощностью от 0.5 кВт (вариант с 6 резонаторами) до 1 кВт (вариант с 9 резонаторами).
Заключение. Предложенные конструкции низковольтных многолучевых клистронов позволяют получить эффек-
тивные усилители в Ka-диапазоне частот с выходной мощностью до 1 кВт. При этом использование электронно-
оптической системы клистрона-аналога, работающего в Ku-диапазоне, обеспечивает снижение производственных
затрат.
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The purpose of this work is to determine the efficiency of low-voltage multibeam klystrons in the Ka-frequency
range, using an electron-optical klystron-analog system operating in the Кu-range. Methods. The natural frequencies and
main dimensions of the resonators were found by solving the Maxwell equations by the finite difference method in
the time domain (FDTD) with a rectangular spatio-temporal partition grid. The parameters characterizing the interaction
(characteristic impedance, coupling factor, relative electronic conductivity, Q-factor) were calculated by numerical integration
and differentiation methods of the obtained distributions of the electromagnetic field of the resonator. Evaluation of the
effectiveness of various designs of multibeam klystrons was carried out using the well-known one-dimensional programs
«AJDISK» and «DISKLY». Results. Two designs of multibeam klystrons were considered: with six and nine resonators. It is
shown that the use of the electron-optical and magnetic systems of the low-voltage multibeam klystron of the Ka-band allows
us to create an efficient amplifier operating in the Ku-band with an output power from 0.5 kW (version with 6 resonators) to
1 kW (version with 9 resonators). Conclusion. The proposed designs of low-voltage multibeam klystrons make it possible to
obtain efficient amplifiers in the Ka-frequency range with an output power of up to 1 kW. At the same time, the use of an
electron-optical system of a klystron-analogue operating in the Ku-band ensures a reduction in production costs.
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Введение

Низковольтные многолучевые клистроны (НМЛК) в настоящее время находят широкое
применение в бортовых передатчиках радиосистем различного назначения [1–3].

Важнейшими преимуществами НМЛК перед однолучевыми клистронами распределенного
взаимодействия (КРВ) и лампами бегущей волны (ЛБВ) являются низкие питающие и модули-
рующие напряжения, малые габариты и масса, а также высокая устойчивость к воздействию
жестких механических нагрузок. Эти приборы в настоящее время обычно работают в импульс-
ном режиме в диапазоне частот от 10.7 до 18.0 ГГц (Ku-диапазон) при скважности от 3 до 20.
Уровень их выходной мощности изменяется от сотен ватт до 1 кВт в диапазоне выбора величины
ускоряющего напряжения от 2.5 до 3.5 кВ. Группирователь клистрона, как правило, состоит из
пяти однозазорных призматических резонаторов, работающих на виде 𝐻101. С целью достиже-
ния необходимой ширины полосы пропускания в качестве выходного резонатора обычно приме-
няется резонансная система, состоящая из активного двухзазорного резонатора, работающего на
синфазном виде колебаний, а также дополнительного пассивного резонатора.

Реализуемая ширина полосы рабочих частот НМЛК в Ku-диапазоне обычно составляет
200 . . . 300 МГц при коэффициенте усиления около 40 дБ и КПД порядка 20% [4].
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Существуют также многолучевые односекционные ЛБВ, работающие в Ku-диапазоне [5].
По сравнению с НМЛК, они характеризуются несколько большими рабочим напряжением
(6 . . . 8 кВ) и полосой рабочих частот (500 . . . 900 МГц), довольно высоким значением КПД
(до 35%), и небольшим коэффициентом усиления (10 . . . 15 дБ).

Ужесточение требований к радиолокационным, авиационно-космическим системам, в ко-
торых используются НМЛК, приводит к необходимости разработки приборов этого класса, ра-
ботающих в диапазоне частот 35 . . . 36 ГГц (Ka-диапазон).

Однако продвижение этих приборов в Ka-диапазон затруднено по ряду причин. Во-первых,
с увеличением частоты уменьшаются размеры поперечного сечения пролетных каналов, что,
в свою очередь, приводит к росту плотности тока электронного потока и увеличению требова-
ний к эмиссионным характеристикам катодов. Во-вторых, возрастает индукция магнитного поля,
необходимая для фокусировки многолучевого электронного потока.

В-третьих, возникают значительные трудности изготовления малоразмерных деталей ре-
зонаторов с допусками 0.05 . . . 0.1 мкм. Это относится также к конструкции многолучевой элек-
тронной пушки и к ряду других функциональных узлов. Данные технологические трудности
обуславливают высокую стоимость сборки и приводят к снижению процента выхода приборов1.
В связи с этим актуальной является задача исследования возможности использования электронно-
оптической и магнитной систем НМЛК Ku-диапазона для создания на их базе высокоэффектив-
ного усилителя, работающего в Ka-диапазоне.

Целью настоящей работы является исследование возможности достижения указанных вы-
ше параметров в новой конструкции НМЛК, работающего в Ka-диапазоне, при сохранении неиз-
менной конструкции и размеров электронно-оптической системы клистрона-аналога, работаю-
щего в Ku-диапазоне.

1. Методика расчета

В качестве исходной была выбрана конструкция разработанного в АО «НПП «Алмаз»
19-лучевого усилительного клистрона, резонансная система которого образована шестью одно-
зазорными резонаторами [3].

Для бортовых радиолокационных и телекоммуникационных систем, работающих на ча-
стоте 35 ГГц, СВЧ-усилители должны иметь параметры, находящиеся в следующих пределах:
выходная импульсная мощность не менее 350 Вт с неравномерностью не более 1.5 дБ в полосе
рабочих частот, ширина рабочих частот не менее 100 МГц, ускоряющее напряжение 3 . . . 5 кВ,
коэффициент усиления 30 . . . 50 дБ, электронный КПД 15 . . . 20% [4].

Поиск значений размеров резонаторов и их оптимизация проводились с помощью трех-
мерного численного моделирования по программе REZON [6], в которой для решения уравне-
ний Максвелла использовался метод конечных разностей во временной области с прямоугольной
пространственно-временной сеткой разбиения. Электромагнитное поле в резонаторах возбужда-
лось с помощью точечного источника синусоидальным сигналом с огибающей в форме кривой
Гаусса.

Параметры, которые характеризуют процесс взаимодействия (характеристическое сопро-
тивление ρ и коэффициент взаимодействия для бессеточного зазора M) определялись в малосиг-
нальном приближении по методике, изложенной в работе [7], путем численного интегрирования

1Процент выхода приборов – процентное отношение количества приборов, признанных годными, то есть удовле-
творяющих всем требованиям технических условий, к количеству приборов, запущенных за операцию.
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функций распределения напряженности электрического поля, полученных в результате числен-
ного анализа по программе [6]:

ρ =
1

𝑆

∫︁
𝑆

ρ(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠 =
1

2ω0𝑊𝑆

∫︁
𝑆

(︂∫︁ 𝑧2

𝑧1

|𝐸𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑑𝑧
)︂2

𝑑𝑠, (1)

𝑀 =
1

𝑆

∫︁
𝑆

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠 =
1

𝑆

∫︁
𝑆

(︃∫︀ 𝑧2
𝑧1

𝐸𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) exp(−𝑗β𝑒𝑧)𝑑𝑧∫︀ 𝑧2
𝑧1

|𝐸𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑑𝑧

)︃
𝑑𝑠. (2)

Здесь 𝐸𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) – функция распределения продольной компоненты напряженности электриче-
ского поля в пространстве взаимодействия; 𝑆 = π𝑏2 – площадь взаимодействия, 𝑏/𝑎 = 0.6 –
коэффициент заполнения, 𝑎 – радиус пролетного канала; 𝑊 = 0.5

∫︀
𝑉 𝜀0𝐸

2𝑑𝑉 – энергия элек-
тромагнитного поля, 𝑉 – объем исследуемого резонатора, 𝜀0 = 8.85 · 10−12 Ф/м; β𝑒 = ω0/𝑣0 –
постоянная распространения невозмущенного электронного потока, ω0 = 2π𝑓0 – собственная
круговая частота рабочего вида колебаний, 𝑣0 =

√︀
2𝑒𝑈0/𝑚𝑒 – скорость электронного потока,

𝑈0 – ускоряющее напряжение, 𝑒 и 𝑚𝑒 – заряд и масса электрона, соответственно.
Значение относительной электронной проводимости 𝐺𝑒/𝐺0 рассчитывалось путем числен-

ного дифференцирования по формуле, приведенной в работе [8]:(︂
𝐺𝑒

𝐺0

)︂
𝑐𝑝

= −β𝑒
2
𝑀𝑐𝑝

𝜕𝑀𝑐𝑝

𝜕β𝑒
, (3)

где 𝐺0 = 𝐼0/𝑈0 – проводимость электронного потока, 𝐼0 – ток электронного потока, 𝑀𝑐𝑝 =
=
√︀∑︀

𝑛𝑀
2
𝑛/𝑛, 𝑛 – количество пролетных каналов.

2. Конструкция резонансной системы

Конструкция промежуточных резонаторов (рис. 1, a) разрабатываемого усилительного кли-
строна Ka-диапазона аналогична конструкции резонаторов, установленных в клистроне, описан-

Рис. 1. a – Поперечное сечение промежуточного резонатора. b – Зависимости основных параметров резонатора от
ширины стенки В

Fig. 1. a – Cross section of an intermediate resonator; b – Dependences of the main resonator parameters on the wall width В
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a b
Рис. 2. Поперечное (a) и продольное (b) сечения выходного двухзазорного резонатора

Fig. 2. Cross (a) and longitudinal (b) sections of the output double-gap cavity

ном в работе [3]. На боковых стенках корпуса прямоугольной формы высотой 𝐻 расположена
многоканальная пролетная труба диаметром D, образующая высокочастотный СВЧ зазор шири-
ной d. В пролетных трубах выполнены пролетные каналы с радиусом 𝑎 = 0.25 мм.

Диаметр 𝐷 = 3.34 мм многоканальной пролетной трубы был выбран из условия
𝐷 ≤ (0.4 . . . 0.45)λ, где λ = 8.57 мм – длина волны, соответствующая центральной частоте
рабочей полосы прибора [9].

Была проведена оптимизация конструкции резонатора, в ходе которой рассчитывались за-
висимости значений электродинамических параметров от ширины стенки 𝐵 (рис. 1, b). При этом
подстройка резонатора на заданную частоту осуществлялась за счет изменения ширины зазора
𝑑, а высота 𝐻 = 1 мм была постоянной.

Как следует из приведенных данных, оптимальным является значение 𝐵 = 3.68 мм. При
этом характеристическое сопротивление ρ = 21 Ом, ширина зазора 𝑑 = 0.32 мм, собственная
добротность 𝑄0 = 640.

Выходной резонатор представлял собой двухзазорный резонатор, возбуждаемый на син-
фазном виде колебаний (2π-вид). Конструкция этого резонатора показана на рис. 2. Значение
высоты 𝐻 было выбрано равным 3 мм.

Известно, что оптимальный режим отбора мощности в нагрузку в выходном резонаторе
на 2π-виде достигается при угле пролета между зазорами 30 = 𝑚ω0𝐿𝑑/υ0 ≈ 𝑚(1.6π . . . 1.7π),
где 𝑚 – номер пространственной гармоники, 𝐿𝑑 – расстояние между центрами зазоров [11].
Однако на первой пространственной гармонике (𝑚 = 1) при выбранных электрических пара-
метрах из-за малых размеров двойного зазора это условие не реализуется. Поэтому был выбран
режим работы на второй пространственной гармонике (𝑚 = 2). В этом случае угол пролета
между зазорами резонатора ω0 равен 3.6π (при 𝐿𝑑 = 2 мм).

Значения остальных размеров были найдены после проведения расчетов по программе
REZON: 𝐴 = 4 мм, 𝐵 = 6 мм, 𝑑 = 0.42 мм. При этих размерах собственная добротность резона-
тора 𝑄0 = 798, характеристическое сопротивление ρ = 28.6 Ом, коэффициент взаимодействия
𝑀 = 0.44.

3. Результаты моделирования клистронов с разными конструкциями
резонаторов группирователя

Были исследованы две конструкции НМЛК с разным числом резонаторов группирователя.
Первая конструкция (НМЛК1) имела резонансную систему, состоящую из шести резонаторов:
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Рис. 3. Схема частотной настройки резонаторов НМЛК2

Fig. 3. Scheme of frequency tuning of resonators LMBK2

пять однозазорных резонаторов (см. рис. 1) и один выходной двухзазорный резонатор (см. рис. 2).
Вторая конструкция (НМЛК2) имела резонансную систему из девяти резонаторов: восьми одно-
зазорных резонаторов и выходного двухзазорного резонатора.

Расчеты проводились с помощью известных одномерных программ моделирования работы
клистрона «AJDISK» [12] и «DISKLY» [13]. Взаимодействие электронных потоков друг с другом
при пролете через зазоры резонаторов не учитывалось.

Резонаторы в рассматриваемых конструкциях клистронов были настроены по схеме, близ-
кой к скиртронной. Согласно варианту этой схемы, описанному в работе [14], входной резонатор
настраивается на нижний край полосы частот, промежуточные (группирующие) резонаторы –
на частоты ее верхнего края, а выходной резонатор – на центральную частоту. При этом длины
дрейфа между резонаторами подбираются из следующих условий:

𝑙1 ≈ 𝑙2 ≈ λ𝑞/20, (4)

𝑙3 ≈ λ𝑞/4, (5)

где 𝑙1 – расстояние между входным и первым группирующим резонаторами, 𝑙2 – расстояние
между группирующими резонаторами, 𝑙3 – расстояние между последним промежуточным и вы-
ходным резонаторами, λ𝑞 = 2π𝑐/ω𝑒, 𝑐 – скорость света в вакууме, ω𝑒 – плазменная частота.

Скиртронная схема настройки не обеспечивает достаточно равномерной зависимости пер-
вой гармоники тока в выходном резонаторе от частоты. Поэтому на практике часто пользуются
модифицированной схемой, в которой частота второго резонатора сдвинута ближе к центральной
частоте [15].

Отличие частотной настройки НМЛК1 и НМЛК2 от скиртронной заключалось в сле-
дующем. Расстояние между всеми резонаторами было одинаковым и равным λ𝑞/20, то есть
𝑙1 ≈ 𝑙2 ≈ 𝑙3 ≈ λ𝑞/20. С учетом того, что при выбранных параметрах клистронов λ𝑞 = 36.7 мм,
расстояние между центрами зазоров резонаторов было выбрано равным 2 мм.

Частота первого промежуточного резонатора у НМЛК1 и НМЛК2 была настроена ближе
к нижнему краю полосы частот (рис. 3), что позволило добиться необходимой ее ширины.

На рис. 4 показаны результаты расчета НМЛК1, полученные с помощью разных программ.
Как следует из расчетов, в НМЛК с этой конструкцией можно получить максимальную выход-
ную мощность СВЧ-излучения 𝑃out = 540 Вт при усилении 27.5 дБ.

На рис. 5 показаны аналогичные результаты расчета для НМЛК2. Из графиков фазовых
траекторий видно, что, по сравнению с НМЛК1 (рис. 4), в случае НМЛК2 качество электрон-
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Рис. 4. Результаты расчета НМЛК1: a – полученные с помощью программы «AJDISK», b – полученные с помощью
программы «DISKLY». Кривые 1 и 2 показывают зависимости нормализованных амплитуд первой 𝐼1 и второй 𝐼2
гармоник конвекционного тока, соответственно, от продольной координаты 𝑧

Fig. 4. Results of LMBK1 calculation: a – obtained using the «AJDISK» program, b – obtained using the «DISKLY»
program. Curves 1 and 2 show the dependences of the normalized amplitudes of the first 𝐼1 and second 𝐼2 harmonics of the
convection current, respectively, on the longitudinal coordinate 𝑧
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Рис. 5. Результаты расчета НМЛК2: a – полученные с помощью программы «AJDISK», b – полученные с помощью
программы «DISKLY». Кривые 1 и 2 показывают зависимости нормализованных амплитуд первой 𝐼1 и второй 𝐼2
гармоник конвекционного тока, соответственно, от продольной координаты 𝑧

Fig. 5. Results of LMBK2 calculation: a – obtained using the «AJDISK» program, b – obtained using the «DISKLY»
program. Curves 1 and 2 show the dependences of the normalized amplitudes of the first 𝐼1 and second 𝐼2 harmonics of the
convection current, respectively, on the longitudinal coordinate 𝑧
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Таблица. Ожидаемые параметры НМЛК миллиметрового диапазона
Table. Expected parameters of millimeter-range low-voltage multibeam klystron

Наименование параметра,
единица измерения КРВ ЛБВ

НМЛК1
(расчет по
AJDISK)

НМЛК2
(расчет по
AJDISK)

Рабочая частота, ГГц 35 37.5 35 35
Число лучей 1 6 19 19
Выходная мощность, Вт 831 390 540 1009.7
Коэффициент усиления, дБ 37 19 27.5 35
Относительная ширина полосы рабочих
частот, ∆𝑓/𝑓0 на уровне -3 дБ, % 0.61 − 0.61 0.75

Ускоряющее напряжение, кВ 14 6 4.2 4.2
Ток катода, А 0.5 0.36 1 1
Число резонаторов 5 − 6 9
Полный КПД, % 11.87 − 12.6 24.2
Электронный КПД, % − 16.3 15.75 30.1
Контурный КПД, % − − 80 80
Приведенный радиус
пролетного канала, рад 1.17 1.27 1.43 1.43

Величина фокусирующего
магнитного поля, кГс 2.3 2.7 3 3

ных сгустков, влетающих в зазор выходного резонатора выше, так как почти все электроны,
вылетевшие из входного резонатора за период изменения СВЧ-поля, участвуют в их формиро-
вании. Рост качества группировки электронов приводит к существенному увеличению значения
максимальной выходной мощности: по программе «AJDISK» 𝑃out = 1009.7 Вт.

Полученные с помощью программы «AJDISK» результаты расчетов НМЛК1 и НМЛК2
приведены в Таблице (по программе «DISKLY» были получены близкие по значению результаты).

Проведенное сравнение с данными численного моделирования пятирезонаторного КРВ,
рассмотренного в работе [16], показало, что применяя конструкцию НМЛК2, можно при суще-
ственно меньшем ускоряющем напряжении 𝑈0 получить большее значение выходной мощности
и сопоставимый коэффициент усиления. При этом полный КПД у НМЛК2 значительно выше,
чем у КРВ.

В сравнении с многолучевой ЛБВ, конструкция которой рассмотрена в работах [17, 18],
НМЛК1 позволяет получить большее значение выходной мощности (540 Вт у НМЛК1 и 390 Вт
у ЛБВ) при близких значениях электронного КПД.

При сопоставлении данных расчета ЛБВ и НМЛК2 видно, что у последнего значительно
выше электронный КПД (почти в 2 раза) и выходная мощность (более чем в 2.5 раза) при
меньшем значении ускоряющего напряжения 𝑈0.

Тут стоит отметить, что ширина полосы рабочих частот у ЛБВ предсказуемо выше, чем
у НМЛК1 и НМЛК2. В соответствии с требованиями, которые приведены в работах [17, 18],
указывается значение полосы рабочих частот не менее 1 ГГц. Однако итоговое значение данного
параметра, полученное по результатом расчетов, не приводится.

Обсуждение и заключение

Из полученных результатов следует, что для создания высокоэффективного усилителя, ра-
ботающего в Ka-диапазоне, можно использовать электронно-оптическую и магнитную системы
НМЛК Ku-диапазона. При этом устраняются проблемы изготовления малоразмерных пролетных
каналов (это относится также к конструкции многолучевой электронной пушки и к ряду других
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функциональных узлов), уменьшается стоимость сборки приборов и увеличивается их процент
выхода.

Дальнейшее улучшение параметров НМЛК возможно за счет реализации многомодового
режима взаимодействия, использования на выходе прибора трехзазорной резонаторной системы,
замены оставшихся однозазорных резонаторов в группирователе на три резонатора, связанных
попарно (кластерные резонаторы).
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Цель настоящего исследования – изучить динамику слабонеоднородного ансамбля из трех нейронов Фитц-
Хью–Нагумо с синаптическими возбуждающими связями, установить основные типы наблюдаемых в такой систе-
ме уточных решений и выявить области в пространстве параметров, отвечающие существованию этих решений.
Методы. В данной работе для изучения динамики автономных систем применяются аналитические методы, осно-
ванные на геометрической теории сингулярных возмущений. Для изучения динамики неавтономных систем развива-
ется приближенный подход и применяются методы численного исследования, в том числе построение отображений
Пуанкаре. Результаты. Аналитически исследована динамика второго нейрона при условии, что первый находит-
ся в состоянии покоя. Показано существование в соответствующей системе решений, отвечающих генерации этим
нейроном различных типов периодических, в том числе уточных, колебаний. Для исследования неавтономной си-
стемы, описывающей динамику третьего нейрона, развит приближенный подход, основанный на построении вспо-
могательной автономной системы. Показано существование в неавтономной системе третьего нейрона различных
видов инвариантных торов, в том числе, торов-уток, отвечающих генерации этим нейроном разнообразных типов
подпороговых и спайковых квазипериодических колебаний. Обнаружены торы-утки, отвечающие разнообразным ти-
пам спайко-подпороговых колебаний. Заключение. Рассмотрена динамика слабонеоднородного ансамбля из трех
нейронов ФитцХью–Нагумо, уровни деполяризации которых линейно растут с их индексом, и соединенных последо-
вательно посредством химических синапсов. Показано, что в ансамбле возможно существование торов-уток простой
и сложной формы. Установлено, что торы-утки простой формы отвечают генерации нейронами ансамбля либо подпо-
роговых, либо спайковых колебаний. В свою очередь, торы-утки сложной формы отвечают установлению в ансамбле
режимов сложных спайко-подпороговых колебаний.
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The purpose of this work is to study the dynamics of a weakly inhomogeneous ensemble of three FitzHugh–Nagumo
neurons with excitatory synaptic couplings. To single out main types of canard solutions of the system and obtain the regions
in parameter space the solutions exist in. Methods. In this paper the dynamics of autonomous systems are studied by using
methods based on geometric singular perturbation theory. To study the dynamics of non-autonomous systems we develop
an approximate approach and use numerical methods such as obtaining of Poincare maps. Results. The dynamics of the
second neuron was studied analytically provided that the first neuron is at rest. The existence of solutions corresponding to
different types of periodic oscillations, including canard ones, was shown. To study non-autonomous system, describing the
dynamics of third neuron, the approach based on construction of auxiliary autonomous system was developed. It was shown
that in the system there exist different types of invariant torus, including canard ones, corresponding to the regimes of various
subthreshold and spiking quasi-periodic oscillations of the third neuron. Torus-canards were discovered corresponding to
various types of subthreshold-spiking oscillations. Conclusion. The dynamics of a weakly inhomogeneous ensemble of three
FitzHugh–Nagumo neurons, the depolarization levels of which linearly increase with their index, and connected in series
through chemical synapses, is considered. It was shown that the existence of torus-canards with simple and complex shape
is possible in the ensemble. The torus-canards with simple shape correspond either to subthreshold or to spiking oscillations
of the ensemble neurons. On the other hand, the torus-canards with complex shape correspond to the regimes of complex
subthreshold-spiking oscillations.
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Введение

Прогресс в развитии методов получения данных о строении, свойствах и активности ней-
ронных систем продолжает стимулировать интерес исследователей к изучению динамики ней-
ронных систем. Накопленные к настоящему времени нейрофизиологические данные свидетель-
ствуют о том, что нейронные системы способны формировать огромное число разнообразных ти-
пов и форм электрической активности. В значительной степени это связано со сложной иерархи-
ческой (кластерной или модульной) организацией нейронных систем [1–8], с наличием у базовых
элементов этих систем нервных клеток (нейронов), нетривиальной многомасштабной (быстро-
медленной) динамики [9–14], а также естественной для таких систем неоднородности [15–20].

С ростом возможностей вычислительной техники начаты исследования крупномасштаб-
ных моделей [21, 22] нейронных систем, все ближе учитывающих их реальную иерархическую
архитектуру. Вместе с тем, такие модели еще остаются достаточно ресурсоемкими и сложными
для исследования. Есть два противоположных друг другу подхода для приближенного описания
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динамики больших сетей, имеющих иерархическую структуру. Первый, так называемый сред-
неполевой подход [23–27], предполагает асинхронную активность нейронов, то есть отсутствие
синхронизации между ними в пределах обособленной иерархической единицы (кластера), что
позволяет перейти от учета отдельных спайков нейронов к рассмотрению средней частоты мо-
дуля. Второй метод, так называемых «супернейронов» [28–32], наоборот, предполагает взаимную
синхронизацию нейронов внутри кластера. Так как все нейроны кластера демонстрируют одно
и то же синхронное поведение, в этом режиме динамику кластера можно приближенно описать
моделью отдельного нейрона, соответствующим образом модифицировав матрицу межкластер-
ных связей. Новая матрица связей при этом также может быть редуцирована. Если сила связей
от какого-то выделенного кластера к другому в среднем существенно превышает силу обратных
связей или число нейронов в этом кластере значительно превышает число нейронов в другом,
очевидно, что этот кластер будет оказывать более сильное воздействие. Поэтому в новой матрице
слабые связи можно не учитывать.

Наличие в системе нескольких различающихся временных масштабов приводит к появ-
лению у нее особого класса решений, называемых «утками». Впервые такие решения были
обнаружены в системе ван дер Поля [33]. Они представляют собой периодические орбиты, кото-
рые содержат участки неустойчивого медленного многообразия системы и наблюдаются в узком
интервале значений контрольных параметров вблизи суперкритической бифуркации Андронова–
Хопфа. Позже в модели клетки Пуркинье [34] были обнаружены более сложные уточные реше-
ния. Они представляют собой инвариантные торы и, в отличие от циклов-уток, содержат участки
многообразия, образованного неустойчивыми предельными циклами. Торы-утки наблюдаются в
узком интервале значений контрольных параметров вблизи суперкритической бифуркации рож-
дения инвариантного тора. Уточные циклы и торы имеют ключевое значение в динамике как
отдельных нейронов [35–44], так и нейронных ансамблей [39, 43, 45–51]. Показано, например,
что максимальные уточные циклы могут выступать в качестве пороговых многообразий, отделя-
ющих состояние покоя нейрона от состояния генерации потенциалов действия (спайков) [37,38].
Уточные торы, в свою очередь, составляют основу одного из механизмов перехода от режима
спайковых колебаний к берстовым колебаниям [34, 36, 40, 50]. Одним из характерных признаков
такого перехода является генерация амплитудно-модулированых спайковых колебаний. Кроме
того, наличие уточных циклов и торов может приводить к возникновению в системе режимов
смешанных колебаний [35,39,41–44,46,48,49], при которых система попеременно генерирует то
низкоамплитудные, то высокоамплитудные колебания.

Мы рассматриваем слабонеоднородный ансамбль из трех последовательно связанных в
цепочку нейронов. Для описания динамики нейрона мы используем классическую модель Фитц-
Хью–Нагумо [52, 53]. Предполагается, что деполяризация нейронов медленно растет с ростом
их индекса, а взаимодействие нейронов осуществляется посредством возбуждающих синапти-
ческих связей. С другой стороны, изучаемый ансамбль можно трактовать как приближенную
модель трех нейронных модулей, каждый из которых состоит из полностью синхронизованных
нейронов. Для описания динамики возбуждающих синаптических связей мы используем моди-
фикацию классической модели синаптической передачи 1-го порядка [54]. В отличие от клас-
сической модели синапса, где концентрация нейромедиатора в синаптической щели зависит от
мембранного потенциала не непосредственно, а через функцию Хевисайда, в применяемой нами
модели предполагается, что концентрация нейромедиатора изменяется прямо пропорциональ-
но трансмембранному потенциалу. Также предполагается, что синаптические связи являются
медленными, то есть характерные масштабы их изменения малы по сравнению с масштабами
изменения трансмембранных потенциалов нейронов.

Нами детально изучается динамика трехэлементного ансамбля и особое внимание, в свя-
зи с задачами синхронизации, уделяется вопросам существования в ансамбле разнообразных
уточных решений. Заметим, что уточные решения в ансамблях нейронов ФитцХью–Нагумо
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изучались ранее в работах [45–49]. Однако, в отличие от нашей работы, там рассматривались
лишь ансамбли, в которых нейроны взаимодействуют через электрический синапс.

Статья организована следующим образом. В разделе 1 приводится модель рассматривае-
мого ансамбля. В разделе 2 исследуется динамика первого и второго нейронов ансамбля. В раз-
деле 3 исследуется динамика третьего нейрона ансамбля.

1. Модель

С учетом принятых предположений, система уравнений, описывающих динамику иссле-
дуемого ансамбля нейронов, имеет следующий вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎣
𝑑𝑢1
𝑑𝑡

= 𝐹 (𝑢1)− 𝑣1,

𝑑𝑣1
𝑑𝑡

= 𝜀1(𝑢1 − J),
(1)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑑𝑢2
𝑑𝑡

= 𝐹 (𝑢2)− 𝑣2 + 𝑠2𝑢2,

𝑑𝑣2
𝑑𝑡

= 𝜀1(𝑢2 − (J + µ)),

𝑑𝑠2
𝑑𝑡

= 𝜀2(−𝑠2 + 𝑐𝑢1),

(2)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑑𝑢3
𝑑𝑡

= 𝐹 (𝑢3)− 𝑣3 + 𝑠3𝑢3,

𝑑𝑣3
𝑑𝑡

= 𝜀1(𝑢3 − (J + 2µ)),

𝑑𝑠3
𝑑𝑡

= 𝜀2(−𝑠3 + 𝑐𝑢2),

(3)

где 𝐹 (𝑢) = 𝑢(𝑢−𝑎)(1−𝑢), 0 < 𝑎 < 1. В каждой из подсистем первые два уравнения описывают
динамику нейронов ансамбля. Переменная 𝑢𝑗 там характеризует величину трансмембранного
потенциала 𝑗-го нейрона, а «восстанавливающая» переменная 𝑣𝑗 – суммарную величину всех
медленных ионных токов мембраны 𝑗-го нейрона. Третье уравнение подсистем описывает дина-
мику синаптической связи и переменная 𝑠𝑗 характеризует величину проводимости синапса меж-
ду (𝑗−1) и 𝑗 нейроном. Параметр 𝑐 > 0 определяет силу активации пресинаптическим нейроном
синапса. Параметры 𝐽 и µ (µ≪ 1) определяют соответственно базовый уровень деполяризации
нейронов и скорость его изменения (степень неоднородности параметра ансамбля). Если µ > 0,
то уровень деполяризации нейрона увеличивается (𝐽𝑗 = 𝐽 + µ) и нейрон возбуждается раньше,
при меньшем значении 𝐽 , а когда µ < 0, уровень деполяризации нейрона уменьшается и нейрон
начинает возбуждаться позже, при большем значении 𝐽 . Параметры 0 < 𝜀2 ≪ 𝜀1 ≪ 1, опре-
деляют характерные временные масштабы изменения трансмембранного потенциала и синапти-
ческих связей. Таким образом, системы (1)–(3) имеют два малых параметра (𝜀1, 𝜀2) и поэтому
относятся к системам с быстро-медленной динамикой.

2. Динамика систем (1) и (2)

Система (1) является классической системой ФитцХью–Нагумо, которая детально изучена
в литературе (см., например, обзор [55]). Известно, что при выполнении условия

𝐽 < 𝑞−, где 𝑞− =
1 + 𝑎−

√
1− 𝑎+ 𝑎2

3
(4)
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она имеет устойчивое в целом состояние равновесия 𝑂1(𝑢1 = 𝐽 , 𝑣1 = 𝐹 (𝐽)), которому соот-
ветствует состояние покоя первого нейрона ансамбля. Далее всюду в статье будем считать, что
неравенство (4) выполнено и, следовательно, первый нейрон находится в состоянии покоя.

Подставляя 𝑢1 = 𝐽 в третье уравнение системы (2), получим автономную систему с трёх-
мерным фазовым пространством. При этом динамика переменной 𝑠2 описывается уравнением

𝑑𝑠2
𝑑τ

= 𝜀3(−𝑠2 + 𝑐𝐽),

где τ = 𝜀1𝑡, 𝜀3 = 𝜀2/𝜀1. Очевидно, что 𝑠2 = 𝑐𝐽 – устойчивое решение этого уравнения. Сле-
довательно, в трехмерном фазовом пространстве системы (2) плоскость {𝑠2 = 𝑐𝐽} является ее
устойчивым инвариантным многообразием. Поведение траекторий на этом многообразии опре-
деляется двумерной системой⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜀1
𝑑𝑢2
𝑑τ

= 3(𝑢2)− 𝑣2 = 𝑄(𝑢2, 𝑣2),

𝑑𝑣2
𝑑τ

= 𝑢2 − J − µ = 𝐺(𝑢2, 𝑣2),

(5)

где 3(𝑢2) = 𝐹 (𝑢2) + 𝑐𝐽𝑢2.

2.1. Быстро-медленная динамика системы (5). Система (5) или эквивалентная ей си-
стема ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑑𝑢2
𝑑𝑡

= 3(𝑢2)− 𝑣2,

𝑑𝑣2
𝑑𝑡

= 𝜀1(𝑢2 − J − µ),
(6)

где 𝑡 = τ/𝜀1 – быстрый, а τ – медленный временные масштабы системы, относятся к классу
так называемых быстро-медленных систем (𝑢2 – быстрая, а 𝑣2 – медленная переменные). Тео-
рия таких систем, восходящая к пионерским работам А.Н. Тихонова [56] и Н.А. Железцова [57],
в значительной степени построена в [58–62], а в случае двух переменных развита техника, позво-
ляющая изучать их динамику регулярным образом. Применим эту технику к системе (5) (или (6)).

В быстро-медленных системах существуют два значительно отличающихся друг от друга
временных масштаба.

На быстром временном масштабе траектории системы (6) при 𝜀1 → 0 близки к траектори-
ям так называемой быстрой подсистемы⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑑𝑢2
𝑑𝑡

= 3(𝑢2)− 𝑣2,

𝑑𝑣2
𝑑𝑡

= 0.

(7)

На фазовой плоскости (𝑢2, 𝑣2) траектории системы (7) имеют вид прямых 𝑣2 = 𝑣02 = const, на
которых существует от одного до трёх состояний равновесия в зависимости от значения 𝑣02 . При
этом, состояние равновесия, в которых 𝑑3/𝑑𝑢2 < 0 – устойчивые, а те, в которых 𝑑3/𝑑𝑢2 > 0 –
неустойчивые.

На медленном временном масштабе траектории системы (5) при 𝜀1 → 0 близки к траекто-
риям так называемой медленной подсистемы⎧⎨⎩

0 = 3(𝑢2)− 𝑣2,

𝑑𝑣2
𝑑τ

= 𝑢2 − (𝐽 + µ).
(8)
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В силу системы (8) медленные движения происходят на критическом многообразии (или много-
образии медленных движений), имеющем вид

𝐶0 = {(𝑢2, 𝑣2) ∈ 𝑅2 : 𝑄(𝑢2, 𝑣2) = 3(𝑢2)− 𝑣2 = 0}. (9)

Кривая 𝐶0 имеет 𝑆-образную форму с двумя точками-складками:

𝑃−(𝑢2 = 𝑝−, 𝑣2 = 3(𝑝−)) и 𝑃+(𝑢2 = 𝑝+, 𝑣2 = 3(𝑝+)),

где

𝑝± =
1 + 𝑎±

√
1− 𝑎+ 𝑎2 + 3𝑐𝐽

3
.

Заметим, что в этих точках выполнены также условия

𝜕2𝑄(𝑃±)

𝜕𝑢22
= ∓2

√︀
1− 𝑎+ 𝑎2 + 3𝑐𝐽 ̸= 0,

𝜕𝑄(𝑃−)

𝜕𝑣2
= −1 ̸= 0. (10)

Поскольку точки кривой 𝐶0 являются состояниями равновесия системы (7), то траектории быст-
рой системы приближаются к 𝐶0 там, где 𝑑3/𝑑𝑢2 < 0 и удаляются от 𝐶0 там, где 𝑑3/𝑑𝑢2 > 0.
Принимая это во внимание, получаем следующее представление:

𝐶0 = 𝐶𝑎
1,0 ∪ {𝑝−} ∪ 𝐶𝑟

0 ∪ {𝑝+} ∪ 𝐶𝑎
2,0, (11)

где 𝐶𝑎
1,0 = 𝐶0 ∩ {𝑢2 < 𝑝−}, 𝐶𝑎

2,0 = 𝐶0 ∩ {𝑢2 > 𝑝+}, и 𝐶𝑟
0 = 𝐶0 ∩ {𝑝− < 𝑢2 < 𝑝+}, то есть 𝐶𝑎

1,0

и 𝐶𝑎
2,0 являются притягивающими, а 𝐶𝑟

0 – отталкивающей ветвями кривой 𝐶0.
Для описания поведения траекторий на 𝐶0, определяемого системой (8), удобно предста-

вить его в терминах быстрой переменной 𝑢2. Для этого продифференцируем алгебраическое
уравнение системы (8) по τ и учтем уравнение для 𝑑𝑣2/𝑑τ. В результате получим уравнение

𝑑𝑢2
𝑑τ

=
𝑢2 − (𝐽 + µ)
3′(𝑢2)

, (12)

где 𝑢2 ̸= 𝑝±.

2.1.1. Релаксационные периодические колебания. Дополнительно к условиям (10),
потребуем также выполнение условий

𝐺(𝑝−) = 𝑝− − (𝐽 + µ) < 0, 𝐺(𝑝+) = 𝑝+ − (𝐽 + µ) > 0. (13)

При выполнении неравенств (13) точки 𝑃− и 𝑃+ становятся общими (родовыми) точками-
складками [60–62]. Стандартный анализ показывает, что неравенства совместны в области пара-
метров 𝑑1 (рис. 1, a), задаваемой условиями

𝑑1 =
{︀
𝑐 > max[0, 𝐻(𝐽, 𝑎, µ)], 𝐽 < 𝑞−

}︀
,

где

𝐻(𝐽, 𝑎, µ) =
3(𝐽 + µ)2 − 2(1 + 𝑎)(𝐽 + µ) + 𝑎

𝐽
.

Обратим внимание на следующее. Во-первых, для значений параметров из области 𝑑1 состояние
равновесия 𝑂2(𝑢2 = 𝐽 + µ, 𝑣2 = 3(𝐽 + µ)) системы (5) располагается на ветви 𝐶𝑟

0 и являет-
ся неустойчивым. Во-вторых, несмотря на то, что критическое многообразие 𝐶0 всегда имеет
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Рис. 1. Разбиение (a) плоскости параметров (𝐽 , 𝑐) на области с различным типом состояния равновесия 𝑂2 систе-
мы (5). В области 𝑑1 оно является неустойчивым, а в области 𝑑2 – устойчивым. Сингулярный 𝐿0 (b) и численно
построенный 𝐿𝜀1 (c) – предельные циклы системы (5) на фазовой плоскости (𝑢2, 𝑣2), существующие соответственно
при 𝜀1 = 0 и 𝜀1 = 0.01. Значения параметров: 𝑎 = 0.1, µ = 0.002

Fig. 1. Partition (a) of (𝐽 , 𝑐)-plane into regions with different types of equilibrium state 𝑂2 of system (5). It is unstable in
𝑑1 and stable in 𝑑2. Singular 𝐿0 (b) and numerically obtained 𝐿𝜀1 (c) cycles of system (5) on (𝑢2, 𝑣2)-phase plane existing
respectively for 𝜀1 = 0 and 𝜀1 = 0.01. Parameter values: 𝑎 = 0.1, µ = 0.002

𝑆-образную форму, его расположение на плоскости (𝑢2, 𝑣2) принципиально меняется в зависи-
мости от знака величины (𝑐𝐽 − 𝑎). Далее, для определенности, мы рассмотрим лишь случай
𝑐𝐽 < 𝑎. Случай 𝑐𝐽 ≥ 𝑎 можно изучить аналогично.

Рассмотрим динамику на критическом многообразии 𝐶0. Из (12) вытекает, что

𝑑𝑢2
𝑑τ

< 0 на 𝐶𝑎
1,0 и

𝑑𝑢2
𝑑τ

> 0 на 𝐶𝑎
2,0. (14)

Из (14) и динамики быстрой системы (7) следует существование на фазовой плоскости (𝑢2, 𝑣2)
сингулярного цикла 𝐿0 (рис. 1, b), имеющего вид

𝐿0 = {𝑣2 = 3(𝑢2), 𝑢2 ∈ [1 + 𝑎− 2𝑝+, 𝑝−]} ∪ {𝑣2 = 3(𝑝−), 𝑢2 ∈ (𝑝−, 1 + 𝑎− 2𝑝−)}∪
∪{𝑣2 = 3(𝑢2), 𝑢2 ∈ [𝑝+, 1 + 𝑎− 2𝑝−]} ∪ {𝑣2 = 3(𝑝+), 𝑢2 ∈ (1 + 𝑎− 2𝑝+, 𝑝+)}.

Из существования цикла 𝐿0 при 𝜀1 = 0 следует, что при достаточно малых значениях параметра
0 < 𝜀1 ≪ 1 на фазовой плоскости (𝑢2, 𝑣2) системы (5) (или(6)) существует единственный устой-

чивый предельный цикл 𝐿𝜀1 , расположенный на расстоянии 𝑂(𝜀
2/3
1 ) от цикла 𝐿0. Предельный

цикл 𝐿𝜀1 притягивает все, за исключением точки 𝑂2, траектории системы. Ему соответствуют
релаксационные периодические колебания системы (5). На рис. 1, c представлен предельный
цикл 𝐿𝜀1 , построенный численно для 𝜀1 = 0.01 и параметров 𝑎 = 0.1, µ = 0.002, 𝐽 = 0.04,
𝑐 = 0.7, принадлежащих области 𝑑1. Заметим, что цикл 𝐿𝜀1 имеет представленную на рис. 1, b
форму лишь для значений параметров, достаточно удаленных от поверхности 𝑐 = 𝐻(𝐽, 𝑎, µ).
Смысл этого утверждения будет понятен из результатов исследования, приведенного в следую-
щем разделе.
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При значении параметров из области 𝑑2 = {𝑐 < 𝐻(𝐽, 𝑎, µ), 𝐽 < 𝑞−} состояние равновесия
𝑂2 расположено на ветви 𝐶𝑎

1,0 и является устойчивым. Более того, используя системы (7) и (8),
нетрудно показать, что 𝑂2 является устойчивым в целом.

2.1.2. Циклы-утки. Циклами-утками называются периодические релаксационные орби-
ты быстро-медленных систем, если они включают в себя участки медленных движений, лока-
лизованные в малой окрестности как устойчивого, так и неустойчивого участков критического
многообразия. Для анализа существования циклов-уток в системе (6) (или(5)) перейдем к новым
переменным

𝑥 = δ(𝑢2 − 𝑝−), 𝑦 = δ(𝑣2 − 3(𝑝−)),
где δ =

√
1− 𝑎+ 𝑎2 + 3𝑐𝐽. Кроме того, при условии µ < (1 + 𝑎)/3 введем вместо параметра 𝑐

новый параметр λ:

λ =
𝐽

2
[𝑐−𝐻(𝐽, 𝑎, µ)]. (15)

В результате получим следующую, эквивалентную (5), систему:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥2{1− 𝑥

6λ+ [1 + 𝑎− 3(𝐽 + µ)]2
} − 𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦, λ),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝜀1[𝑥− 𝛷(λ)] = 𝜀1𝑔(𝑥, λ),

(16)

где

𝛷(λ) =
δ2 − δ[1 + 𝑎− 3(𝐽 + µ)]

3
, δ =

√︀
6λ+ [1 + 𝑎− 3(𝐽 + µ)]2.

Заметим, что в этих обозначениях при λ = 0 точка-складка 𝑃− расположена на фазовой плоско-
сти (𝑥, 𝑦) в начале координат, а точка 𝑃+ имеет координаты

𝑥 = 𝑝+ =
2δ2

3
, 𝑦 =

4δ4

27
.

Согласно [60–62] для существования циклов-уток одна из точек-складок должна быть так назы-
ваемой уточной точкой (a canard point), то есть точкой-складкой, в которой функция 𝑔(0, 0) = 0.
В случае системы (16) такой точкой является точка 𝑃−(0, 0) поскольку в этой точке выполняется
условие

𝑔(0, 0) = −𝛷(0) = 0, (17)

а в точке 𝑃+ – условие 𝑔(𝑝+, 0) > 0. Кроме того, в этой точке справедливы условия

𝜕2𝑓(0, 0, 0)

𝜕𝑥2
= 2 ̸= 0,

𝜕𝑓(0, 0, 0)

𝜕𝑦
= −1 ̸= 0,

𝜕𝑔(0, 0, 0)

𝜕𝑥
= 1 ̸= 0,

𝜕𝑔(0, 0)

𝜕λ
= −𝜕𝛷(0)

𝜕λ
= −1 ̸= 0.

(18)

Выполнение условий (18) означает [60–62], что точка 𝑃− является невырожденной уточной точ-
кой. Заметим, также что для критического многообразия

𝐶0 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 : 𝑦 = ψ(𝑥), ψ(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥3

δ2
}

справедливо представление (11) и выполняются условия

𝑥̇ < 0 для медленных траекторий на 𝐶𝑎
2,0,

𝑥̇ > 0 для медленных траекторий на 𝐶𝑎
1,0 ∪ {0}𝐶𝑟

0 .
(19)
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2.1.3. Сингулярные циклы-утки. При λ = 0 и 𝜀1 = 0 построим на фазовой плоско-
сти (𝑥, 𝑦) семейство сингулярных циклов-уток, существование которых возможно [60–62] при
выполнении условий (17)–(19). Для этого найдем корни уравнения

ψ(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥3

δ2
= 𝑠, (20)

где 𝑠 ∈ [0,
4δ4

27
] – действительный параметр. Уравнение (20) имеет три действительных корня

𝑥 = 𝑥𝑎1(𝑠) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
δ2

3
[1 + 2 cos(

θ
3
+

2π
3
)], 0 ≤ 𝑠 ≤ 2δ4

27
,

δ2

3
[1− 2 cos(

θ
3
)],

2δ4

27
≤ 𝑠 ≤ 4δ4

27
,

𝑥 = 𝑥𝑟(𝑠) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
δ2

3
[1 + 2 cos(

θ
3
+

4π
3
)], 0 ≤ 𝑠 ≤ 2δ4

27
,

δ2

3
[1− 2 cos(

θ
3
+

4π
3
)],

2δ4

27
≤ 𝑠 ≤ 4δ4

27
,

𝑥 = 𝑥𝑎2(𝑠) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
δ2

3
[1 + 2 cos(

θ
3
)], 0 ≤ 𝑠 ≤ 2δ4

27
,

δ2

3
[1− 2 cos(

θ
3
+

2π
3
)],

2δ4

27
≤ 𝑠 ≤ 4δ4

27
,

где cos(θ) =

⃒⃒
27𝑠− 2δ4

⃒⃒
2δ4

. Нетрудно видеть, что

𝑥𝑎1(𝑠) < 𝑥𝑟(𝑠) < 𝑥𝑎2(𝑠).

Циклы-утки могут быть [60–62] двух видов: так называемые циклы-утки без головы
(«canards without a head» or «jump-back canards»), и циклы-утки с головой («canards with a head»
or «jump-forward canards»). В случае системы (16) сингулярные циклы-утки без головы, которые
будем обозначать 𝐿𝑏, состоят из сегментов 𝐶𝑎

1,0 и 𝐶𝑟
0 , соединенных одной быстрой траектори-

ей (jump-back solution). В свою очередь, циклы-утки с головами, которые будем обозначать 𝐿𝑓 ,
состоят из двух сегментов 𝐶𝑎

1,0 и 𝐶𝑎
2,0 и двух быстрых траекторий («jump-forward solutions»).

В соответствии с этим, введем два вида сингулярных циклов-уток

𝐿𝑏(𝑠) = {𝑥, 𝑦 : 𝑦 = 3(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥𝑎1(𝑠), 𝑥
𝑟(𝑠)]} ∪ {𝑥, 𝑦 : 𝑦 = 𝑠, 𝑥 ∈ [𝑥𝑎1(𝑠), 𝑥

𝑟(𝑠)]},

𝐿𝑓 (𝑠) = {𝑥, 𝑦 : 𝑦 = 3(𝑥), 𝑥 ∈ [−δ
2

3
, 𝑥𝑟(𝑠)]} ∪ {𝑥, 𝑦 : 𝑦 = 𝑠, 𝑥 ∈ [𝑥𝑟(𝑠), 𝑥𝑎2(𝑠)]}∪

∪{𝑥, 𝑦 : 𝑦 = 3(𝑥), 𝑥 ∈ [
2δ2

3
, 𝑥𝑎2(𝑠)]} ∪ {𝑥, 𝑦 : 𝑦 =

4δ4

27
, 𝑥 ∈ [

−δ2
3

,
2δ2

3
]},

0 ≤ 𝑠 ≤ 4δ4

27
.

Таким образом, при 𝜀1 = 0 и λ = 0 существуют два вырожденных семейства сингулярных
циклов-уток. Далее покажем, что возмущение этих семейств достаточно малыми значениями
0 < 𝜀1 ≪ 1 и λ приводит к формированию семейств несингулярных циклов-уток. Для это-
го, следуя [60–62], рассмотрим нормальную форму системы (16) в окрестности уточной точки
𝑃−(0, 0).
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2.1.4. Максимальная уточная величина и сингулярная бифуркация Андронова–Хопфа.
Нетрудно показать, что в окрестности уточной точки система (16) может быть переписана в сле-
дующем виде: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑦ℎ1(𝑥, 𝑦, λ, 𝜀1) + 𝑥2ℎ2(𝑥, 𝑦, λ, 𝜀1) + 𝜀1ℎ3(𝑥, 𝑦, λ, 𝜀1),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝜀1(𝑥ℎ4(𝑥, 𝑦, λ, 𝜀1)− λℎ5(𝑥, 𝑦, λ, 𝜀1) + 𝑦ℎ6(𝑥, 𝑦, λ, 𝜀1)),

(21)

где

ℎ1 = 1, ℎ2 = 1− 𝑥

6λ+ [1 + 𝑎− 3(𝐽 + µ)]2
, ℎ3 = 0, ℎ4 = 1, ℎ5 = 1 +𝑂(𝑥, 𝑦, λ, 𝜀1), ℎ6 = 0.

Следуя [60–62], найдем также коэффициенты 𝑎𝑗(𝑗 = 1, . . . , 6) и константу 𝐴, необходимые для
вычисления так называемой максимальной уточной величины λ𝑐(

√
𝜀1). Непосредственно из (21)

имеем

𝑎1 =
𝑑ℎ3
𝑑𝑥

= 0, 𝑎2 =
𝑑ℎ1
𝑑𝑥

= 0, 𝑎3 =
𝑑ℎ2
𝑑𝑥

(0, 0, 0, 0) = − 1

[1 + 𝑎− 3(𝐽 + µ)]2
,

𝑎4 =
𝑑ℎ4
𝑑𝑥

= 0, 𝑎5 = ℎ6 = 0, 𝐴 = −𝑎2 + 3𝑎3 − 2𝑎4 + 2𝑎5 = − 3

[1 + 𝑎− 3(𝐽 + µ)]2
.

(22)

Из (22) следует (см. [60], теорема 3.2), что

λ𝑐(
√
𝜀1) = −(

𝑎1 + 𝑎5
2

+
1

8
𝐴)𝜀1 +𝑂(𝜀

3/2
1 ) =

3𝜀1
8[1 + 𝑎− 3(𝐽 + µ)2]

+𝑂(𝜀
3/2
1 ).

Согласно этой теореме траектория стартующая на 𝐶𝑎
1,𝜀1

продолжит свое движение на 𝐶𝑟
𝜀1 , если

и только, если λ = λ𝑐(
√
𝜀1).

Кроме того, из системы (21) и соотношений (22) вытекает (см. [62] теорема 8.2.1) суще-
ствование кривой λ = λAH(

√
𝜀1), соответствующей сингулярной бифуркации Андронова–Хопфа

λAH(
√
𝜀1) = −(

𝑎1 + 𝑎5
2

)𝜀1 +𝑂(𝜀
3/2
1 ) = 0.

В случае системы (16) бифуркация Андронова–Хопфа происходит строго при значении λ = 0,
поскольку в системе (21) коэффициенты ℎ3 = 0 и ℎ6 = 0, то есть не зависят от переменных и
параметров. Поскольку параметр 𝐴 < 0, то бифуркация является суперкритической, в результате
которой на фазовой плоскости рождается устойчивый предельный цикл. Заметим, что параметр
𝐴 связан с первой ляпуновской величиной 𝐿1(0) = ρ𝐴, где константа ρ > 0.

2.1.5. Бифуркационная диаграмма. Для нахождения значений параметра λ, соответ-
ствующих существованию устойчивых циклов-уток, воспользуемся теоремой 8.4.2 из [62], все
условия которой для системы (16) выполнены (см. (17)–(22)). По этой теореме система (16) имеет
семейство предельных циклов

{λ(𝑠,√𝜀1), 𝐿(𝑠,
√
𝜀1)} , 𝑠 ∈ (0,

4δ4

27
), (23)

где
𝐿(𝑠,

√
𝜀1) = 𝐿𝑏(𝑠,

√
𝜀1) ∪ 𝐿𝑓 (𝑠,

√
𝜀1).

При 𝜀1 → 0 семейство
𝐿(𝑠,

√
𝜀1) → 𝐿(𝑠) = 𝐿𝑏(𝑠) ∪ 𝐿𝑓 (𝑠).
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AH-циклы Циклы-утки Релаксационные 
циклы

�AH = 0 �s(  �1) �c(  �1) �r(  �1) �
a

AH

c

b

Рис. 2. Бифуркации системы (5): a – качественное представление; b – кривые 𝐷AH (бифуркация Андронова–Хопфа)
и 𝐷𝑐 (максимальная уточная величина) на плоскости (𝐽 , 𝑐). Значения параметров: 𝑎 = 0.1, µ = 0.002, 𝜀1 = 0.01

Fig. 2. Bifurcations of system (5): a – qualitative view; b – curves 𝐷AH (Andronov–Hopf bifurcation) and 𝐷𝑐 (maximum
canard value) in (𝐽 , 𝑐)-plane. Parameter values: 𝑎 = 0.1, µ = 0.002, 𝜀1 = 0.01

Семейство (23) существует внутри экспоненциально малого интервала значений параметра λ

|λ(𝑠,√𝜀1)− λ𝑐(
√
𝜀1)| = 𝑂(𝑒

− 𝐾
𝜀1 ),

где 0 < 𝐾 – некоторая константа. Устойчивые циклы-утки семейства 𝐿𝑏(𝑠,
√
𝜀1) возникают при

𝑠 = 𝜀ν1 и значении λ = λ(𝜀ν1,
√
𝜀1) ≡ λ𝑠(

√
𝜀1), ν ∈ (0, 1) и имеют амплитуду порядка 𝑂(𝜀ν1).

С увеличением параметра 𝑠 амплитуда циклов монотонно растет и при 𝑠 = (4δ4)/27 − 𝜀ν1 зна-
чение λ = λ

(︀
(4δ4)/27− 𝜀ν1,

√
𝜀1
)︀
≡ λ𝑟(

√
𝜀1) становится релаксационным. Рис. 2, a качественно

иллюстрирует последовательность бифуркаций, происходящих в системе (16).
Параметр λ мы ввели в процессе приведения системы (5) к нормальной форме (21). Ис-

пользуя (15), вернемся теперь в исходное пространство параметров 𝐷, в котором бифуркацион-
ные значения параметров будут задаваться следующим образом

λAH → 𝐷AH = {𝑐 = 𝐻(𝐽, 𝑎, µ)}, λ𝑐(
√
𝜀1) → 𝐷𝑐 = {𝑐 = 2λ𝑐(

√
𝜀1)

𝐽
+𝐻(𝐽, 𝑎, µ)},

λ𝑠(
√
𝜀1) → 𝐷𝑠 = {𝑐 = 2λ𝑠(

√
𝜀1)

𝐽
+𝐻(𝐽, 𝑎, µ)}, λ𝑟(

√
𝜀1) → 𝐷𝑟 = {𝑐 = 2λ𝑟(

√
𝜀1)

𝐽
+𝐻(𝐽, 𝑎, µ)}.

На рис. 2, b для значений параметров 𝜀1 = 0.01, 𝜀2 = 0.001, µ = 0.002, 𝑎 = 0.1, представлена
бифуркационная диаграмма системы (5); построена численно. Кривая 𝐷AH изображена сплош-
ной, а 𝐷𝑐 – пунктирной линией. Линии 𝐷𝑠 и 𝐷𝑟 на рисунке не изображены, поскольку они
экспоненциально близки к линии 𝐷𝑐.

2.2. Подпороговые и спайковые колебания второго нейрона. Рассмотрим теперь из-
менение режимов нейронной активности второго нейрона, существование которых вытекает из
результатов раздела 2.1. Пусть для определенности параметр 𝐽 = 0.046, а параметр 𝑐 будем
рассматривать в качестве контрольного. Для значений параметров из области 𝑑2 (см. рис. 1, a)
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состояние равновесия 𝑂2 является глобально асимптотически устойчивым и поэтому нейрон
находится в состоянии покоя.

При переходе в область 𝑑1 происходит смена устойчивости состояния равновесия 𝑂2

и в фазовом пространстве рождается устойчивый предельный цикл 𝐿AH (рис. 3, a). Нейрон
начинает генерировать подпороговые низкоамплитудные квазигармонические колебания. При
дальнейшем увеличении параметра 𝑐, цикл 𝐿AH изменяет свою форму. Сначала цикл принимает
форму малой «утки без головы» («canard without a head or jump-back canard») – 𝐿𝑏

1 (рис. 3, b),
которому соответствуют существенно сложные режимы подпороговых низкоамплитудных пери-
одических колебаний мембранного потенциала. Затем, цикл 𝐿𝑏

1 изменяет свою форму и стано-
вится большой «уткой без головы» – 𝐿𝑏

2 (рис. 3, c). При этом амплитуда колебаний мембранного
потенциала существенно увеличивается. Далее, при увеличении параметра 𝑐 цикл принимает
форму малой «утки с головой» («canard with a head or jump-forward canard») – 𝐿𝑓

1 (рис. 3, d),
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Рис. 3. Предельные циклы системы (2) и эволюция переменной 𝑢2 для различных значений параметров:
a – малый предельный цикл; b, c – предельные циклы в формах малой и максимальной «уток без головы»; d, e –
предельные циклы в формах малой и большой «уток с головой»; f – большой предельный цикл. Значения парамет-
ров: 𝑎 = 0.1, µ = 0.002, 𝜀1 = 0.01, 𝐽 = 0.046; 𝑐 = 0.075 (a), 0.217 (b), 0.2177 (c), 0.22 (d), 0.25 (e), 0.50 ( f )

Fig. 3. System limit cycles (2) and evolution of the variable 𝑢2 for various parameter values: a – small limit cycle;
b, c – limit cycles in the forms of small and maximal «canards without a head or jump-back canards»; d, e – limit cycles
in the forms of small and large «canards with a head or jump-forward canards»; f – large limit cycle. Parameter values:
𝑎 = 0.1, µ = 0.002, 𝜀1 = 0.01, 𝐽 = 0.046; 𝑐 = 0.075 (a), 0.217 (b), 0.2177 (c), 0.22 (d), 0.25 (e), 0.50 ( f )
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который, в свою очередь, при увеличении параметра 𝑐 становится циклом в форме большой
«утки с головой» – 𝐿𝑓

2 (рис 3, e). В этих режимах нейрон демонстрирует генерацию спайко-
вых колебаний. При дальнейшем увеличении параметра 𝑐 цикл 𝐿𝑓

2 деформируется в большой
предельный цикл – 𝐿0 (рис. 3, f ).

3. Инвариантные торы

В разделе (2) мы установили, что в зависимости от параметров в системе (2) либо су-
ществует устойчивое в целом состояние равновесия, либо – предельные циклы различной фор-
мы. В первом случае можно считать, что переменная 𝑢2 = 𝐽 + µ, и, следовательно, в фазовом
пространстве R3 системы (3) существует устойчивая инвариантная плоскость {𝑠3 = 𝑠03} (где
𝑠03 = 𝑐(𝐽 + µ)), движения на которой определяются соответствующей двумерной системой. Ис-
следование этой системы может быть проведено аналогично случаю системы (2). Мы не будем
в этой работе представлять результаты такого исследования, а рассмотрим второй случай, когда
в системе (2) существует предельный цикл. В этом случае система (3) является неавтономной.

3.1. Существование инвариантных торов при 𝜀2𝑐 ≪ 1. Рассмотрим третье уравне-
ние системы (3), которое для удобства дальнейшего изложения обозначим как (3.3). Уравнение
(3.3) является линейным неоднородным уравнением первого порядка, содержащим периодиче-
ски изменяющуюся переменную 𝑢2(𝑡), отвечающую предельному циклу системы (2). Пусть
𝑇0 – период этого цикла. Будем рассматривать динамику уравнения (3.3) в фазовом простран-
стве 𝑆0 = R×𝑆1. В 𝑆0 траектории уравнения (3.3) порождают одномерное точечное отображение
Π0 прямой σ0 = {𝑡 = 𝑡0 = const, 𝑠3 ∈ R} в прямую σ1 = {𝑡 = 𝑡0 + 𝑇0, 𝑠3 ∈ R}. В фазовом
пространстве 𝑆 = R2 × 𝑆1 неавтономной системы (3) прямые σ0 и σ1 тождественны и, следова-
тельно, Π0 : σ0 → σ0. Поскольку (3.3) – линейное уравнение, содержащее периодическую неод-
нородность, то, очевидно, отображение Π0 имеет единственную устойчивую неподвижную точку
𝑠*3(𝑡0), которой соответствует устойчивое периодическое решение 𝑠𝑝3(𝑡) уравнения (3.3) периода
𝑇0. При 𝜀2𝑐 ≪ 1, независимо от типа предельного цикла системы (2), амплитуда периодического
решения 𝑠𝑝3(𝑡) незначительно отличается от значения 𝑠3 = 𝑠*3(𝑡0) и можно приближенно считать,
что 𝑠𝑝3(𝑡) ≈ 𝑠*3(𝑡0). Кроме того, учтем зависимость координаты неподвижной точки 𝑠*3(𝑡0) от
выбора секущей 𝑡0. Получим следующее приближение:

𝑠𝑝3(𝑡) ≈ 𝑠*3, где 𝑠*3 =
1

𝑇0

∫︁ 𝑇0

0
𝑠*3(𝑡)𝑑𝑡. (24)

В силу (24) при 𝜀2𝑐 ≪ 1 основные свойства фазового пространства 𝑆 могут быть установлены
из анализа в 𝑆 первых двух уравнений системы (3), то есть из исследования системы⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑑𝑢3
𝑑𝑡

= 𝐹 (𝑢3)− 𝑣3 + 𝑠*3𝑢3,

𝑑𝑣3
𝑑𝑡

= 𝜀1(𝑢3 − (𝐽 + 2µ)).

(25)

Нетрудно видеть, что введением времени τ и переобозначением параметров система (25) мо-
жет быть приведена к виду (5). Следовательно, на фазовой плоскости (𝑢3, 𝑣3) системы (25) мо-
гут существовать разнообразные предельные циклы. В фазовом пространстве 𝑆 каждый грубый
предельный цикл системы (25) образует неменяющуюся по 𝑡 тороидальную поверхность 𝑇 2(0),
которая при 𝜀2𝑐 ≪ 1 трансформируется в двумерный тор 𝑇 2(𝑐𝜀2), незначительно изменяющийся
по 𝑡 и 𝑇 2(𝑐𝜀2) → 𝑇 2(0) при 𝑐𝜀2 → 0.
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3.2. Отображение Пуанкаре и его инвариантные кривые. Дальнейшее исследование
инвариантных торов мы провели численно, изучая двумерное отображение Пуанкаре, порожда-
емое траекториями неавтономной системы (3), которое имеет вид

Π1 : σ→ σ,

где σ = {𝑡 = 𝑡0 = const, (𝑢3, 𝑣3) ∈ R2}. Заметим, что плоскость 𝑡 = 𝑡0 является глобальной
секущей в 𝑆.

3.2.1. Инвариантные кривые при 𝜀2𝑐 ≪ 1. В этом случае мы исследовали торы
системы (3) двумя способами. Во-первых, применяя численные процедуры непосредственно
одновременно к системам (2), (3), а во-вторых, используя приближенный подход, изложенный
в пункте (3.1). В обоих случаях мы строили на секущей σ инвариантные кривые 𝐼𝑝 и 𝐼𝑚, где
𝐼𝑝 – кривая, инвариантная относительно отображения Π1, а 𝐼𝑚 – кривая, образованная предель-
ным циклом системы (25), которая инвариантна относительно этой системы. Для построения
𝐼𝑚 мы сначала, используя результаты раздела (2), находили периодическое решение 𝑠𝑝3(𝑡) для
всех видов предельных циклов системы (2) (см. рис. 3), а затем для каждого из них проводили
усреднение (24) и находили 𝑠*3. После этого мы исследовали динамику системы (25) с соот-
ветствующим значением 𝑠*3. При этом, если в системе (25) существует предельный цикл, то на
секущей σ существует инвариантная кривая 𝐼𝑚 соответствующей формы. Для нахождения зна-
чений параметров, при которых справедлив приближенный подход (3.1), мы оценивали близость
кривых 𝐼𝑝 и 𝐼𝑚, используя следующую величину:

ε𝑟𝑟 =

𝑁
max
𝑖=1

[︂
𝑀
min
𝑗=1

‖𝑥𝑖 − 𝑦𝑗‖
]︂

𝑀
max
𝑗=1

[proj2𝑦𝑗 ]−
𝑀
min
𝑗=1

[proj2𝑦𝑗 ]
, (26)

где 𝑋𝑁 = {𝑥𝑖}𝑁𝑖=1 и 𝑌𝑀 = {𝑦𝑖}𝑀𝑖=1 – множества точек 𝑥𝑖 = (𝑢𝑝3,𝑖, 𝑣
𝑝
3,𝑖) и 𝑦𝑖 = (𝑢𝑚3,𝑖, 𝑣

𝑚
3,𝑖) на

секущей σ, ‖·‖ – евклидова норма, а proj2𝑦𝑗 = 𝑣𝑚3,𝑖, 𝑋𝑁 – множество, состоящее из 𝑁 точек,
которое образуют на 𝐼𝑝 дискретные траектории отображения Π1 после 𝑁 итераций, а 𝑌𝑀 – мно-
жество, состоящее из 𝑀 равномерно распределенных на 𝐼𝑚 точек. Для каждой 𝑥𝑖 на кривой 𝐼𝑝

мы рассчитывали расстояние до ближайшей к ней точки 𝑦𝑖 на кривой 𝐼𝑚. Затем из полученного
множества расстояний мы выбирали максимальное и нормировали его на максимальное значение
переменной 𝑣3 на кривой 𝐼𝑚. Следовательно, величина (26) показывает, насколько сильно точки
кривой 𝐼𝑝 отклонены от точек кривой 𝐼𝑚. Если величина ε𝑟𝑟 достаточно мала, то существую-
щий в фазовом пространстве инвариантный тор системы (3) мало отличается от тороидальной
поверхности, образованной в 𝑆 предельным циклом системы (25). В наших численных экспе-
риментах вычисление ε𝑟𝑟 проводилось при 𝑁 = 20000, 𝑀 = 200000. На рис. 4 представлены
примеры инвариантных кривых 𝐼𝑝 и 𝐼𝑚, а также соответствующие эволюции переменной 𝑢3
для четырех пар параметров 𝜀2 и 𝑐. Каждая кривая 𝐼𝑝 отмечена черными круглыми маркерами,
а 𝐼𝑚 – штриховой серой линией. Инвариантные кривые 𝐼𝑝 на рис. 4, 𝑎 и 𝑏 имеют форму ма-
лой и большой «уток без головы». Таким образом, движения на торах, соответствующих этим
кривым, отвечают квазипериодическим подпороговым колебаниям третьего нейрона. Кривые на
рис. 4, 𝑐 и 𝑑 имеют форму малой «утки с головой» и большого предельного цикла. Движе-
ния на соответствующих торах здесь отвечают уже квазипериодическим спайковым колебани-
ям третьего нейрона. Заметим, что в системе (3) существуют не только торы, кривые которых
приведены на рис. 4. Мы установили, что изменением параметров можно получить инвариант-
ные торы, чьи кривые 𝐼𝑝 близки и всем остальным решениям системы (25). Во всех случаях
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Рис. 4. Инвариантные кривые 𝐼𝑝, 𝐼𝑚 простой формы и соответствующие эволюции переменной 𝑢3. Параметры:
𝑎 = 0.1, µ = 0.002, 𝜀1 = 0.01, 𝐽 = 0.046; 𝑐 = 0.05, 𝜀2 = 0.01 (a); 𝑐 = 0.1317, 𝜀2 = 0.0001 (b); 𝑐 = 0.15, 𝜀2 = 0.001
(c); 𝑐 = 1.0, 𝜀2 = 0.0001 (d)

Fig. 4. Invariant curves 𝐼𝑝, 𝐼𝑚 a simple shape and corresponding evolutions of the variable 𝑢3. Parameter values: 𝑎 = 0.1,
µ = 0.002, 𝜀1 = 0.01, 𝐽 = 0.046; 𝑐 = 0.05, 𝜀2 = 0.01 (a); 𝑐 = 0.1317, 𝜀2 = 0.0001 (b); 𝑐 = 0.15, 𝜀2 = 0.001 (c);
𝑐 = 1.0, 𝜀2 = 0.0001 (d)

величина ε𝑟𝑟 не превышала 0.05. Видно, что приближенный подход в достаточно широкой обла-
сти параметров дает достаточно хорошее качественное соответствие. Таким образом, применив
к (25) результаты раздела 2, можно оценить области существования различных видов торов.

3.2.2. Инвариантные кривые сложной формы. В результате численного моделирова-
ния систем (2), (3) мы также обнаружили существование в системе (3) инвариантных кривых
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достаточно сложной формы (рис. 5). На этом рисунке по-прежнему инвариантные линии 𝐼𝑝

показаны черными круглыми маркерами, а линии 𝐼𝑚 – штриховой серой линией. В этом слу-
чае приближенный подход 3.1, конечно, неприменим. Однако, заметим, что некоторые участки
инвариантной кривой 𝐼𝑝 по-прежнему близки к соответствующим участкам кривых 𝐼𝑚. Объеди-
няющим свойством торов, соответствующих инвариантным кривым 𝐼𝑝, изображенных на рис. 5,
является их «уточная» форма и соответствующие им сложные спайко-подпороговые колебания.
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Рис. 5. Инвариантные кривые 𝐼𝑝, 𝐼𝑚 сложной формы и соответствующие эволюции переменной 𝑢3. Параметры:
𝑎 = 0.1, µ = 0.002, 𝜀1 = 0.01, 𝜀2 = 0.001, 𝐽 = 0.046; 𝑐 = 0.130465 (a), 0.132260 (b), 0.132850 (c), 0.1331 (d)

Fig. 5. Invariant curves 𝐼𝑝, 𝐼𝑚 of a complex shape and corresponding evolutions of the variable 𝑢3. Parameter values:
𝑎 = 0.1, µ = 0.002, 𝜀1 = 0.01, 𝐽 = 0.046; 𝑐 = 0.130465 (a), 0.132260 (b), 0.132850 (c), 0.1331 (d)
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Заключение

Рассмотрена динамика слабонеоднородного ансамбля из трех нейронов ФитцХью–Нагумо,
уровни деполяризации которых линейно растут с их индексом, и соединенных последовательно
посредством химических синапсов. Предполагается, что при отсутствии связей нейроны нахо-
дятся в состоянии покоя. Первый нейрон при этом всегда остается в состоянии покоя, но может
возбудить колебания во втором нейроне, а тот, в свою очередь, может возбудить колебания в
третьем.

Динамика второго нейрона была изучена аналитически. Показано существование в со-
ответствующей системе решений, отвечающих различным типам периодических, в том числе
уточных, колебаний. Для исследования неавтономной, описывающей динамику третьего нейро-
на, системы предложен приближенный подход, основанный на построении вспомогательной ав-
тономной системы. Показано существование в неавтономной системе третьего нейрона различ-
ных видов инвариантных торов, в том числе, торов-уток, отвечающих генерации этим нейроном
разнообразных типов подпороговых и спайковых квазипериодических колебаний. Обнаружены
торы-утки, отвечающие разнообразным типам спайко-подпороговых колебаний.

Установлено, что при малых силах межнейронных связей в ансамбле, независимо от уров-
ня деполяризации нейронов, наблюдаются различные режимы подпороговых колебаний. При
больших силах связей наблюдаются режимы спайковых колебаний. Прообразом этих колебаний
являются инвариантные торы простой формы. При промежуточных силах связей в ансамбле на-
блюдаются как режимы подпороговых и спайковых колебаний, так и более сложные режимы
нерегулярных спайко-подпороговых колебаний. Прообразом последних являются инвариантные
торы-утки сложной формы.
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Цель. В жизни Саратовского национального исследовательского государственного университета имени
Н.Г. Чернышевского, основанного в 1909 году, важную роль играет Большая физическая аудитория. Обладая хо-
рошей акустикой, вместимостью, продуманностью различных деталей, великолепным интерьером, она стала центром
проведения научных мероприятий самого высокого ранга. Цель статьи – рассказать о выдающихся событиях – двух
научных съездах, состоявшихся в стенах аудитории, которые оказали существенное влияние на развитие и органи-
зацию последующих научных исследований в России и мире. Методы. При написании статьи систематизированы
оригинальные материалы съездов, документальные материалы, биографические данные и воспоминания участников
съездов. Результаты. Первое рассмотренное научное событие – III Всероссийский селекционный съезд, прошедший
в Саратове 4–13 июня 1920 года, – вписал золотую страницу в историю биологии. Именно на этом съезде гени-
альный русский ученый, профессор Саратовского университета Николай Иванович Вавилов выступил с докладом
«Закон гомологических рядов в наследственной изменчивости», определившим фундаментальное целеполагание в
научных исследованиях в области растениеводства, генетики и селекции – поиск и селекция культурных растений с
ценными признаками. Второе резонансное событие, произошедшее в Большой физической аудитории, – это проведе-
ние 15 августа 1928 года заключительного заседания VI съезда русских физиков, одним из руководителей которого
был выдающийся организатор отечественной науки Сергей Иванович Вавилов. Съезд был организован Российской
ассоциацией физиков и завершал 10-летнюю историю ее деятельности. Уровень представленных на съезде докладов
(а в нем приняли участие шесть будущих Нобелевских лауреатов) позволяет считать съезд своеобразным «зеркалом»
развития физических наук в 1920-е годы. Кроме того, идея «децентрализации» физики, пропагандируемая Россий-
ской ассоциацией физиков, была реализована посредством организации специализированных научных учреждений в
периферийных городах тогдашнего СССР. Заключение. Публикация воскрешает знаменательные страницы истории
Большой физической аудитории Саратовского университета как важного научного коммуникационного центра Рос-
сии, отмечает значение для современности происходивших в ней научных событий, руководителями которых были
Н.И. и С.И. Вавиловы.

Ключевые слова: Саратовский университет, Большая физическая аудитория, Третий селекционный съезд, Шестой
съезд русских физиков, Николай Иванович Вавилов, Сергей Иванович Вавилов.
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Purpose. Big physical lecture-hall plays important role in the life of the Saratov State University, founded in 1909.
Possessing good acoustics, capacity, thoughtfulness of various details, magnificent interior, it has become the center for
conducting scientific events of the highest rank. The purpose of the article is to talk about outstanding events (two scientific
congresses) held in the walls of the hall, which had a significant impact on the development and organization of subsequent
scientific research in Russia and the world. Methods. When writing an article, the original materials of the congresses,
documentary materials, biographical data and memoirs of the participants were systematized. Results. The first considered
scientific event, III All-Russian Selection Congress, held in Saratov on June 4–13, 1920 is a golden page in the history of
biology. It was at this congress that the brilliant Russian scientist, professor of Saratov University Nikolai I. Vavilov made
a presentation entitled «Law of homological series in hereditary variability», which determined the fundamental goal-setting
in scientific research in the field of crop production, genetics and selection – the search and selection of cultivated plants
with valuable traits). The second resonant event that took place in the Big physical lecture hall was the holding on August
15, 1928 of the final meeting of the VI Congress of Russian Physicists (Volga Congress), one of the leaders of which was
the outstandingt organizer of Russian science Sergey I. Vavilov. The congress was organized by the Russian Association
of Physicists and completed the 10-year history of its activities. High level of reports which presented at the congress
(6 future Nobel laureates took part in it) allows us to consider the congress a kind of physical sciences development
«mirror» in the 1920s. In addition, the idea of «decentralization» of physics, promoted by the Russian Association of
Physicists, was realized through the organization of specialized scientific institutions in the peripheral cities of the USSR.
Conclusion. The publication resurrects significant pages of the history of the Big physical lecture hall of Saratov University
as an important scientific communication center of Russia, notes the importance for the modernity of the scientific events
that took place in it, led by N.I. and S.I. Vavilovs.

Key words: Saratov University, Big Physical Lecture Hall, the Third Selection Congress, the Sixth Congress of Russian
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Введение

Первые годы существования учрежденного в 1909 г. Саратовского университета были озна-
менованы активным строительством его корпусов. В конце 1913 г. было завершено строительство
здания Физического института. Это был третий (вслед за медицинскими зданиями) корпус кра-
сивейшего университетского архитектурного комплекса Саратова. Эпопею сооружения Физиче-
ского института «по свежим следам» еще в дореволюционные годы отразил первый заведующий
кафедрой физики (1909) и первый декан физико-математического факультета (1917) Саратовско-
го университета Владимир Дмитриевич Зёрнов, ученик великого русского физика П.Н. Лебедева
[1–3]. В журнале «Физическое обозрение» (1916) была опубликована его статья «Физический
институт Императорского Николаевского университета», где он описывал историю проектирова-
ния и строительства здания, его планировку, элементы конструкции и т.д. Оригинальная статья
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Большая физическая аудитория Саратовского университета, 1920–1930-е гг.

The Big physical lecture-hall of Saratov University, 1920–1930

В.Д. Зёрнова перепечатана в журнале «Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия
Физика» [4].

Едва ли не лучшей в России по своим эстетическим достоинствам и акустическим каче-
ствам стала Большая физическая аудитория (БФА) Физического института. Насколько сохрани-
ла эта аудитория вид, близкий к первозданному, можно определить из описания, оставленного
В.Д. Зёрновым в статье [4]. В частности, он указывает (в русских мерах) площадь аудитории –
55 квадратных сажен и высоту – 11 аршин, вместимость сделанного «в два подъема» амфитеат-
ра – 300 мест и устройство в ее середине «площадки для проекционного фонаря». Освещение
аудитории осуществлялось «восемнадцатью накальными лампами на 200 свечей каждая, спус-
кающимися в изящной арматуре с потолка». Как отмечает Владимир Дмитриевич, специалист
по акустике, «акустические условия аудитории удались весьма хорошо», что «надо приписать
присутствию балкона над лекторским столом, играющего роль раковины» [4, с. 62, 63].

Красивая и вместительная аудитория использовалась не только для учебных занятий, но и
привлекалась для проведения ответственных мероприятий различного рода – учебно-организа-
ционных, научных, общественно-политических, торжественных, юбилейных и т.д. Здесь прохо-
дили и проходят встречи с известными учеными, писателями, артистами, политическими дея-
телями. В Большой физической аудитории традиционно проводятся встречи с абитуриентами,
защиты выпускных студенческих квалификационных работ, защиты диссертаций, вручение ди-
пломов выпускникам, проведение пленарных заседаний международных научных конференций
и съездов, награждения сотрудников и студентов. Нередко значимость коллективных собраний в
БФА выходит за рамки отдельного факультета и даже университета.

100-летний юбилей одного из научных мероприятий, прошедшего в стенах БФА, а также
75-летие физического факультета, по традиции являющегося «распорядителем» БФА, явились
предлогом для написания этой статьи.
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III Всероссийский селекционный съезд.
4–13 июня 2020 года

Год 2020 – год столетия проведения в Большой физической аудитории III Всероссийско-
го селекционного съезда (4–13 июня 1920 г.), созванного Саратовским областным комитетом по
опытному делу при поддержке Наркомзема РСФСР. Вдохновителем, организатором и председа-
телем съезда был Николай Иванович Вавилов. Съезд этот знаменит прежде всего тем, что на нем
4 июня 1920 г. Н.И. Вавилов представил доклад «Закон гомологических рядов в наследствен-
ной изменчивости» [5]. В работе был впервые применен генетический подход к систематике
растений (и живых организмов) и было доказано, что «ближайшие генетические виды харак-
теризуются параллельными и тождественными рядами признаков и, как правило, наблюдается
положение: чем ближе генетические коды, тем резче и точнее проявляется тождество морфоло-
гических признаков» [5, с. 13]. Сразу же доклад был воспринят как выдающееся достижение
биологической науки [6]. Открытый Н.И. Вавиловым закон сравнивали по прогностическим воз-
можностям с периодическим законом Д.И. Менделеева, поскольку он давал «путеводную нить»
в поисках и селекции культур с ценными признаками. О биологической «таблице Н.И. Вавилова»
и оценке закона гомологических рядов с позиций современности кратко сказано в Приложении
к статье.

Генетик Н.В. Тимофеев-Ресовский (с ним солидарны большинство биологов) назвал три
огромных (по его выражению) логически взаимосвязанных научных достижения Н.И. Вавило-
ва: учение об иммунитете растений, закон гомологических рядов, теория центров земледелия
и возникновения различных форм культурных растений. Кроме того, он отметил: «Последнее,

Брошюра с докладом Н.И. Вавилова

Brochure with report by N.I. Vavilov

Сборник материалов селекционного съезда

Collection of materials of the Selection Congress
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Сообщение Российского телеграфного агентства (РОСТА) о докладе Н.И. Вавилова (газета «Известия»,
21 июня 1920 г.)

Information by the Russian Telegraph Agency on N. I. Vavilov’s report («Izvestiya», June 21, 1920)

что хочется назвать из общих достижений Вавилова, это большое количество его работ и уси-
лий, главным образом усилий, уже в смысле пропаганды на различных конгрессах, международ-
ных и всесоюзных, написание статей научно-популярных по проблеме продвижения земледелия
на север в первую очередь и в области, занятые пустынями и пустошами, соединенное с охра-
ной природы в совершенно современном и даже предназначенном для ближайшего будущего
смысле: продвижение культуры вместе с разумным отношением к сообществам живых организ-
мов биосферы. Вот в этих направлениях Вавилов является совершенно исключительным, я бы
сказал, исключительно крупным ученым в мировом масштабе» [7, с. 306].

По докладу Н.И. Вавилова съезд принял специальную резолюцию, в которой подчеркива-
ется, что «профессору Н.И. Вавилову удалось уловить в процессах изменчивости закономер-
ность, которая открывает перед нами в данной области новую эпоху». Съезд рекомендовал:
а) напечатать работу Н.И. Вавилова «в возможно достойном виде» на русском и английском
языках; б) «отвести одно из вполне оборудованных советских хозяйств для продолжения в ши-
роком масштабе опытов Н.И. Вавилова по скрещиванию и выведению новых пород культурных
растений»; в) «продолжить работы Н.И. Вавилова по собиранию культурных пород из различ-
ных стран земного шара» [5, с. 248]. От имени съезда была направлена телеграмма в Совнарком
А.В. Луначарскому, наркому просвещения, и С.П. Середе, наркому земледелия, а также дана
информация для печати [5, с. 249].

В год проведения селекционного съезда Николай Иванович Вавилов работал профессором
агрономического факультета Саратовского университета1.

Хронология пребывания Н.И. Вавилова в Саратове (1917–1921) может быть, в частности,
прослежена по его письмам того периода [8, письма 8–27]. Они отражают напряженную ор-
ганизаторскую, научную (в частности, экспедиционные региональные исследования), опытную

1Николай Иванович Вавилов летом 1917 г. принял решение о работе на Высших сельскохозяйственных курсах в
Саратове. В дальнейшем Высшие сельскохозяйственные курсы были реорганизованы в Саратовский сельскохозяй-
ственный институт (10 мая 1918 г.), в котором Н.И. Вавилов сначала занимал должность профессора, а с 1 июля
стал заведовать кафедрой частного земледелия. 1 октября 1918 г. Сельскохозяйственный институт вошел в состав
Саратовского университета, в котором был открыт агрономический факультет.
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Н.И. Вавилов на кафедре агрономического факультета Саратовского университета (1920)

N.I. Vavilov at the Department of Agronomy Faculty of Saratov University (1920)

и преподавательскую деятельность по решению «современных задач сельскохозяйственного рас-
тениеводства». Именно такая формулировка стояла в названии его первой лекции, прочитанной
в Саратове. Именно таким он понимал кредо агронома-ботаника.

В Саратове Н.И. Вавилов принял активное участие в организации Саратовского отделе-
ния Русского ботанического общества. Многие члены общества стали свидетелями выступления
Н.И. Вавилова на селекционном съезде. Приведем отрывок из статьи [9].

«К 1917 г. на саратовской земле уже существовала основательная база для серьёзных
научных исследований по различным отраслям сельскохозяйственной науки – селекции, се-
меноводству, земледелию, физиологии растений и др.: были созданы Балашовское опытное
поле, Саратовская и Краснокутская сельскохозяйственные опытные станции; открыты Высшие
сельскохозяйственные курсы. Здесь работали видные учёные: заведующий отделом селекции
Саратовской опытной станции Г.К. Мейстер; работавшие на той же станции агрометеоролог
Р.Э. Давид, селекционеры Е.М. Плачек и А.П. Шехурдин; агроном, растениевод и геоботаник,
создатель Краснокутской опытной станции и её заведующий В.С. Богдан; профессор Высших
сельскохозяйственных курсов, заведующий отделом прикладной ботаники Саратовской област-
ной сельскохозяйственной опытной станции В.Р. Заленский, сотрудник той же станции М.В. До-
рошенко, исследователь в области почвоведения и земледелия В.П. Бушинский. В такой науч-
ной среде оказался Н.И. Вавилов по приезде в Саратов.

Ближе познакомившись с проводившимися местными учёными исследованиями, накопив-
шимися наработками, Николай Иванович предпринял незамедлительные шаги к объединению
учёных с целью обобщения результатов их многолетней работы. Н.И. Вавилов был инициато-
ром создания Ботанического общества в Саратове. Ботаническое общество Юго-Восточного
края (в дальнейшем – Юго-Восточное отделение Всесоюзного ботанического общества, ныне –
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Саратовское отделение Русского ботанического общества) было учреждено 19 октября 1917 г.,
а 26 ноября 1917 г. был принят Устав.

Учредителями Общества считались подписавшие Устав: Н.И. Вавилов, В.С. Богдан,
В.П. Бушинский, А.В. Дорошенко, В.Р. Заленский, Д.Е. Янишевский, А.А. Калужский, Н.Н. Ку-
раев, О.В. Якушкина, врач П.П. Подъяпольский, сотрудники сельскохозяйственной опытной
станции Е.М. Плачек, И.И. Панфилов, студенты Е.И. Барулина, Е.А. Столетова, В.И. Твердухина.
В состав Общества вошли 36 членов, а в избранный ими Совет пять человек: профессор
А.М. Левшин (председатель), профессор В.Р. Заленский (член Совета), приват-доцент Д.Э. Яни-
шевский (товарищ председателя), преподаватель Высших сельскохозяйственных курсов Н.Н. Ку-
раев (казначей), преподаватель сельскохозяйственных курсов Н.И. Вавилов (секретарь)».

Широко известна фотография участников саратовского селекционного съезда, сделанная в
университетском городке. В центре – Н.И. Вавилов и ректор университета, руководитель (и стро-
итель) Физического института В.Д. Зёрнов. Среди участников были декан физико-математичес-
кого факультета В.С. Елпатьевский (впоследствии – декан педагогического факультета, доктор
биологических наук). Съезд собрал специалистов в области эволюционной теории, селекции и
семеноводства, генетики, цитологии, почвоведения, многие из которых впоследствии стали ака-
демиками Академии наук СССР, Всесоюзной академии сельскохозяйственных наук им. В.И. Ле-
нина (ВАСХНИЛ), докторами биологических и сельскохозяйственных наук, профессорами.

Участники III Всероссийского селекционного съезда. 4 июня 1920 г. В центре: Н.И. Вавилов, слева от него:
В.Д. Зёрнов, С.И. Жегалов, Н.М. Тулайков

Participants of the III All-Russian Selection Congress. June 4, 1920. In the center: N.I. Vavilov, to his left V.D. Zernov,
S.I. Zhegalov, N.M. Tulaykov
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На съезд было заявлено 42 доклада, число участников составило около 180 человек, из
которых 4/5 были из Саратова и Саратовской губернии – профессора, преподаватели, студенты и
практиканты агрономического факультета, преподаватели сельскохозяйственных училищ регио-
на, сотрудники опытных сельскохозяйственных станций региона и т.п. [10, 11]. В съезде участво-
вали также специалисты из Воронежа, Москвы и Московской губернии, Петрограда, Самарской
губернии, Перми. Среди известных имен: биолог, геоботаник, почвовед и эколог, академик АН
СССР и ВАСХНИЛ Б.А. Келлер; ученый-агроном и почвовед, академик АН СССР и ВАСХНИЛ
Н.М. Тулайков; почвовед, член-корреспондент АН СССР, академик ВАСХНИЛ В.П. Бушинский
(декан агрономического факультета СГУ в 1918–1921 гг.); растениевод–селекционер, академик
ВАСХНИЛ П.Н. Константинов; агроном, агрометеоролог, агроклиматолог, академик ВАСХНИЛ
Р.Э. Давид; селекционер, академик ВАСХНИЛ Г.К. Мейстер; пионер российской селекции и
генетики, автор первого отечественного учебника по селекции сельскохозяйственных растений
С.И. Жегалов; ученый-агроном, почвовед, один из родоначальников опытнической работы в Рос-
сии профессор С.К. Чаянов; цитолог, профессор А.Г. Николаева; ботаник-физиолог, профессор
В.Р. Заленский (первый директор Саратовского сельскохозяйственного института); доктора био-
логических наук, профессора Л.И. Говоров; Л.И. Казакевич и Д.Э. Янишевский; доктора сель-
скохозяйственных наук, профессора В.С. Богдан, А.Г. Лорх, Е.М. Плачек, А.П. Шехурдин и др.

На селекционном съезде с сообщениями выступили ученики Н.И. Вавилова, студенты аг-
рономического факультета СГУ Е.И. Барулина (первая аспирантка Н.И. Вавилова), Н.Г. Мейстер
и Е.А. Столетова, будущие доктора сельскохозяйственных наук. Список участников съезда, резю-
ме докладов по общим вопросам и некоторые специальные доклады приведены в [10]. Из плани-
ровавшихся двух выпусков трудов съезда, по-видимому, удалось напечатать только один. Доклад
Н.И. Вавилова был издан специальной брошюрой [12].

Воспоминания присутствовавших на съезде передают восторженную атмосферу, царив-
шую на докладе Н.И. Вавилова. Сергей Иванович Жегалов, которого Н.И. Вавилов называл
своим учителем, оставил интересные описания предсъездовских и съездовских событий [13].
Сохранились письма, которые в дни съезда он посылал близким в Москву. С группой москов-
ских коллег-селекционеров (А.Г. Лорх, Л.И. Говоров, К.И. Пангало, П.С. Игонин, Т.В. Васильева,
А.Г. Николаева и др.) С.И. Жегалов выехал из Москвы 30 мая. До Саратова добирались несколько
суток: еще не утихли страсти Гражданской войны, царило голодное время. . . В Саратове важ-
ным житейским делом для москвичей стала покупка крупы, которую удалось утаить на вокзале
от контролера. В Саратовском краеведческом музее хранятся подлинные документы по обеспече-
нию участников III Всероссийского съезда по селекции и семеноводству в Саратове продуктами
питания, с пометками и автографами Н.И. Вавилова: справка, квитанция, талон на приобрете-
ние четырёх пудов ржаного хлеба, 1.5 пудов свежей рыбы и 10 фунтов кофе, расписка агронома
В.П. Осипова в получении им денег за работу по организации «продовольствия» для участников
съезда [14, с. 146].

Однако съездовские события эмоционально нивелировали все невзгоды. Уже 4 июня 1920 г.
С.И. Жегалов в своем письме писал жене:

«Утром отправил тебе письмо и сейчас же после первого заседания съезда пишу тебе
второе. Заседание это было исключительно интересным и оставило на редкость сильное впечат-
ление. Это был большой триумф Николая Ивановича, который будет продолжаться при каждом
его выступлении. Он сделал интересный, исключительно интересный доклад с громадным ко-
личеством удивительно хороших демонстраций. Когда он кончил, к кафедре подошел старый
ботаник Заленский и взволнованным голосом заявил: “Господа, настоящее заседание уже стало
историческим, и биологи могут приветствовать своего Менделеева”. Напоминание о Менде-
лееве имело большой смысл по сути доклада и вместе с тем отмечало значение последнего.
Настроение аудитории поднялось до большой высоты, а собрание было очень многолюдным
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и происходило в большой и прекрасной аудитории Физического института. В дальнейшем это
настроение лишь поддерживалось, и завтра съезду будет предложена резолюция, отмечавшая
исключительную важность работ Николая Ивановича и необходимость предоставить в его рас-
поряжение все необходимые средства для работы» [13, с. 55].

С.И. Жегалов, по существу, вел дневник съезда, зафиксировав во всех подробностях в съез-
довской записной книжке доклад самого Николая Ивановича, восхищаясь при этом его знаниями
систематики, а также мнения таких известных биологов, как Н.М. Тулайков и Б.А. Келлер. Так,
4 июня1920 г. он отметил:

«Келлер – блистательное применение сравнительно-морфологического метода к генети-
ке. В области экологических рядов повторяется та же гомология... Тулайков – забываешь, что
ты в Саратове, в физической аудитории. Думаешь, что в старейшем ботаническом обществе,
удивительное обилие и проработка материала гомологических рядов химии и ботаники. Радость
за молодежь. Чувство, что мы не погибли» [Там же].

В утреннем письме от 4 июня 1920 г. С.И. Жегалов делится восторженными впечатлениями
о лаборатории Н.И. Вавилова в Саратовском университете:

«Лаборатория Н.И. Вавилова представляет из себя нечто грандиозное по количеству ма-
териала, числу работающих, порядку и красоте результатов. Я не ошибусь, сказав, что в Москве
ничего подобного нигде нет. Даже сейчас летом толчея у него большая – преимущественно
девицы. И заставляет он их дело делать самым беспощадным образом. Надо отдать справед-
ливость – работают хорошо и сразу дают впечатление хорошо спаянной и единой лаборатории.
Словом, есть что смотреть и чему завидовать» [13, с. 56].

С.И. Жегалову вторит в своих воспоминаниях и доктор сельскохозяйственных наук, про-
фессор П.П. Бегучев, в прошлом практикант при кафедре садоводства и огородничества агроно-
мического факультета:

«. . .Главное, что отложилось в памяти из работы съезда, – это доклад Николая Ива-
новича о законе гомологических рядов в наследственной изменчивости. Заседание происходи-
ло в крупнейшей (физической) аудитории Саратовского университета, заполненной до отказа.
С напряженным вниманием при абсолютной тишине был выслушан доклад. Затем после какого-
то короткого периода молчания из первых рядов отделилась импозантная фигура профессора
В.Р. Заленского – выдающегося физиолога, автора известного “закона Заленского”, тоже одно-
го из любимых наших учителей. Опершись руками на стол и нагнувшись к участникам съезда,
он, голосом, взволнованным от гордости и радости за нашу науку, за ее достижения, сказал:
“Перед нами Менделеев в растениеводстве!” Гром аплодисментов покрыл слова маститого уче-
ного. В такой реакции как корифеев сельскохозяйственной науки, так и студенчества чувство-
вались единодушная солидарность со словами В.Р. Заленского, абсолютное единство всей
аудитории, ее восторг перед открытием Н.И. Вавилова и вместе с тем признательность
В.Р. Заленскому, сумевшему кратко, но с такой полнотой дать оценку доклада Николая Ивано-
вича» [6, с. 145]2.

Интересная деталь, подчеркивающая огромный научный резонанс, вызванный докладом
Н.И. Вавилова на съезде в Саратове. В сентябре 1920 г. в Воронеже собрался Первый Все-
российский съезд по прикладной ботанике, предложение о проведении которого родилось на
саратовском съезде. Как следует из предварительной программы, Николай Иванович должен
был выступить на нем с сообщением «О задачах прикладной ботаники России». Однако, как

2После смерти В.Р. Заленского Н.И. Вавилов опубликовал статью «Памяти Вячеслава Рафаиловича Заленского»
(Изв. Гос. ин-та опыт. агрономии. 1924. Т. 2, № 3. С. 100–102).
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отмечается в [15, 16], по просьбе организационного комитета он повторил свой доклад о законе
гомологических рядов, прочитанный им впервые в июне на саратовском съезде!

В 1921 г., во время трехмесячной поездки в США, Н.И. Вавилов подготовил расширенный
вариант своего доклада, который был опубликован на английском языке в 1922 г. В журнале
«Journal of Genetics» под названием «The law of homologous series in variation» [17]. Книга [5]
включает главные публикации Н.И. Вавилова, относящиеся к тематике закона о гомологических
рядах.

Съезд русских физиков.
15 августа 1928 г.

Спустя 8 лет после селекционного съезда в Большой физической аудитории состоялось
заключительное заседание VI съезда русских физиков, который провела Российская ассоциация
физиков, руководимая академиком А.Ф. Иоффе. За рубежом за этим съездом закрепилось на-
именование «Volga Congress», поскольку значительная часть его работы проходила на пароходе
«Алексей Рыков», который, плывя по Волге, делал остановки для пленарных заседаний в уни-
верситетских городах – Нижнем Новгороде, Казани и Саратове. Информация о съезде, в котором
приняли участие 6 будущих нобелевских лауреатов (О.У. Ричардсон, П.А.М. Дирак, П.Й.В. Де-
бай, М. Борн, Н.Н. Семёнов, Л.Д. Ландау), освещалась в научной печати того времени [18–21].

Сергей Иванович Вавилов, будущий президент Академии наук СССР, исполнял обязанно-
сти секретаря съезда и впоследствии написал аналитическую статью о его работе, о состоянии
науки в провинциальных городах [20]. В ней он отмечал, в частности:

«Заседания в приволжских городах носили торжественный характер. В каждом городе
власти и местный “rector magnificus” произносили приветственные речи о значении науки для
жизни республики, иностранные гости отвечали тем же, а затем следовали доклады на различ-
ных языках на разнообразные темы. В стенах бывшей семинарии в Нижнем звучала английская

Н.И. Вавилов (1921)

N.I. Vavilov (1921)

С.И. Вавилов (1933)

S.I. Vavilov (1933)
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речь с американским произношением о термодинамических химических процессах (Г. Льюис),
в переполненном актовом зале Казанского университета говорилось на разных языках о физике
кристаллов (Иоффе, Поль, Мизес), в Саратове Борн чертил на доске таблицы матриц. Неуто-
мимым искусным толмачом этой разноязычной речи выступал А.Ф. Иоффе, передававший
русским содержание иностранных докладов и обратно. Провинция помимо заседаний чествова-
ла гостей банкетами и спектаклями, но, возвращаясь на пароход, участники съезда, как будто
не зная усталости, с утра до поздней ночи вели физические дискуссии всюду, – в каютах, на
палубе, на капитанской вышке и за общим обеденным столом.

О настоящих результатах съезда мы узнаем только в будущем, влияние его должно ска-
заться на характере научной работы русских физиков. Но едва ли будет преувеличением назвать
этот съезд наиболее удачным из всех ранее бывших физических съездов» [20, с. 101].

Сергей Иванович Вавилов оказался прав – ряд представленных на съезде докладов по
теоретической физике, оптике, химической физике, нелинейной физике оказал влияние на по-
следующее развитие физики XX столетия [22]. Свыше 20 отечественных участников съезда впо-
следствии стали академиками или членами-корреспондентами АН СССР.

Выбор Саратова на пути следования съездовского парохода был связан не только с «удоб-
ством» точки маршрута, но и обусловлен известностью проводившихся тогда в Саратовском
университете исследовательских работ по физике под руководством Владимира Дмитриевича
Зёрнова (1878–1946) и Константина Александровича Леонтьева (1889–1932), представителей на-
учной школы корифея российской физики, члена-корреспондента Петербургской академии наук,

С.И. Вавилов (второй справа) с иностранными участниками VI съезда русских физиков на палубе парохода
«Алексей Рыков». 15 августа 1928 г. (фото В.И. Калинина)

S.I. Vavilov (second from right) with foreign participants of the Volga Congress on the deck of the steamer «Alexei
Rykov». August 15, 1928 (photo by V.I. Kalinin)
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профессора Петра Николаевича Лебедева [2]. Физический институт Саратовского университета
входил в состав Российской ассоциации физиков (РАФ), образованной в феврале 1919 г. В сен-
тябре 1920 г. в Москве проводился I съезд РАФ, участником и председателем одного из заседаний
которого был В.Д. Зёрнов.

В Саратове встречей гостей и организацией заседания съезда занимался К.А. Леонтьев.
Активное участие в подготовке съездовских мероприятий приняли профессора Г.Н. Свешников,
приветствовавший собравшихся в Большой физической аудитории на латинском языке, И.Ф. По-
лак, Н.А. Трифонов, В.В. Голубев, И.И. Привалов, молодые сотрудники и студенты университета.

К.А. Леонтьев был талантливым физиком и методистом. В Саратовском университете он
продолжил акустическую проблематику своего предшественника В.Д. Зёрнова, привнес в тема-
тику работ саратовских физиков радиофизику сверхвысоких частот, физическую метрологию,
изучение теплопроводности газов. К.А. Леонтьев – автор оригинальных учебников по радиотех-
нике, переводчик на русский язык книг европейских физиков [23].

На IV съезде русских физиков, проходившем в 1924 г. В Ленинграде, К.А. Леонтьев пред-
ставил доклад с результатами научно-исследовательских работ, проведенных в Физическом ин-
ституте Саратовского университета. Материалы доклада опубликованы в «Журнале русского
физико-химического общества» [24]. В начале своего сообщения К.И. Леонтьев пишет:

«Планомерная работа в Саратовском Институте началась с осени 1922 г. До этого времени
Институту пришлось пережить очень тяжелый период почти полного распада, и работа налажи-
валась с очень большим трудом. Постепенно удалось подобрать ряд сотрудников, деятельность
которых за указанный период (1922–1924 гг.) выражалась [представляемыми] докладами».

К.А. Леонтьев прежде всего имел в виду Николая Александровича Трифонова (1891–1958),
выпускника Петроградского университета, работавшего в Саратовском университете: с 1919 г. –
на кафедре неорганической и физической химии, а с 1923 г. – на кафедре физики и в Физическом
институте старшим ассистентом3. Научные интересы Н.А. Трифонова сформировались под вли-
янием его учителя, основателя физико-химического анализа, академика Н.С. Курнакова. В [25]
отмечается:

«В то время не были известны многие закономерности, касающиеся вязкости, электро-
проводности и поверхностного натяжения растворов, их зависимости от состава и природы
компонентов. Знание этих зависимостей было необходимо для выяснения физико-химических
процессов, протекающих в жидкостях, развития теории растворов, нахождения путей их прак-
тического использования. Одновременно с изучением этих свойств решалась и другая пробле-
ма – развитие физико-химического анализа, многие разделы которого в то время еще находи-
лись в стадии становления. Богатое оборудование Физического института Саратовского уни-
верситета и большая помощь заведующего кафедрой профессора К.А. Леонтьева дали возмож-
ность Н.А. Трифонову начать изучение жидких систем различными физическими и физико-
химическими методами. Намеченный Николаем Александровичем большой план изучения жид-
ких систем методами физико-химического анализа с привлечением новых методов исследова-
ния двойных систем (магнитного вращения плоскости поляризации, электропроводности, вязко-
сти, плотности, диэлектрической проницаемости, плавкости) был согласован с Н.С. Курнаковым
и одобрен им.

3В 1928 г. Н.А. Трифонов занял должность заведующего кафедрой неорганической и физической химии Перм-
ского университета. В 1939–1945 гг. заведовал кафедрой физической и коллоидной химии Ростовского университета.
В 1945–1947 гг. – заведующий кафедрой физической и коллоидной химии Казанского университета и одновременно
заведующий сектором химии Казанского филиала АН СССР. Как отмечалось в Ежегоднике Института органической
и физической химии им. А.Е. Арбузова Казанского научного центра РАН за 2003 г., Н.А. Трофимов – «типичный
представитель потомственной русской интеллигенции, оставивший добрую память о себе и благодарных учеников в
университетах Саратова, Перми, Ростова».
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К исследованиям Н.А. Трифонов привлек физика П.В. Голубкова, химика В.Я. Аносова,
а также целый ряд молодых ученых из учебных заведений и лабораторий Саратова – Н.К. Вос-
кресенскую4, Р.В. Мерцлина5, Т.А. Самарцева, С.И. Чербова6, П.Д. Данкова7, И.К. Самарину.

Следует заметить, что в те времена физико-химический анализ в основном развивался в
Ленинграде, и Николай Александрович стал одним из первых последователей Н.С. Курнакова,
организовавшим подобные исследования на периферии. Вскоре в “Ученых записках Саратов-
ского университета” появились работы, посвященные изучению магнитной восприимчивости и
магнитному вращению плоскости поляризации двойных жидких систем. Н.А. Трифонов стал
первым ученым, применившим эти свойства для изучения жидких систем. Его работы вызвали
большой интерес у широкого круга химиков, вошли в монографии и учебные пособия».

За авторством К.А. Леонтьева в 1925 г. в «Журнале русского физико-химического обще-
ства» [24] опубликованы сделанные на IV съезде русских физиков сообщения «Эксперименталь-
ное исследование дифракции звука» и «К теории контактного детектора». В обзорной части
статьи К.А. Леонтьевым представлены результаты исследований научной группы Н.А. Три-
фонова – П.В. Голубкова («О новом методе измерения диэлектрических постоянных жидко-
стей»; отмечено, что идея работы принадлежит К.А. Леонтьеву), Н.А. Трифонова («Магнитная
восприимчивость двойных жидких систем» и «Магнитное вращение плоскости поляризации
двойных жидких систем»), В.Я. Аносова «Исследования по рефрактометрии двойных жидких
систем»), Н.К. Воскресенской («Определение засоленности почв по электропроводности их вод-
ных вытяжек»).

Вся последующая деятельность Петра Васильевича Голубкова (1899–1973) была связана
с Саратовским университетом (профессор, заведующий кафедрой общей физики, первый декан
образованного в 1945 г. физического факультета, директор Института механики и физики, ректор
СГУ) [26, с. 214 – 227]).

Большинство же сотрудников группы Н.А. Трифонова продолжили работу в области фи-
зической химии. Особую известность получил Виктор Яковлевич Аносов (1891–1972), уроже-
нец Саратова. Его считают одним из крупнейших специалистов в области физико-химического
анализа [27]. С его именем связаны выдающиеся достижения в разработке теории физико-
химических диаграмм как метода научного исследования. После окончания Горного института в
Петрограде (1918) и возвращения в Саратов В.Я. Аносов работал в Саратовском университете:
сначала ассистентом медицинского факультета, а затем доцентом педагогического факультета,
«вобравшего» в себя ранее существовавший физико-математический факультет. Одновременно
он окончил физико-математический факультет Саратовского университета8. В годы пребывания

4В будущем – доктор химических наук, профессор, сотрудник Института общей и неорганической химии им.
Н.С. Курнакова АН СССР.

5Доктор химических наук, профессор, заслуженный деятель науки РСФСР Роман Викторович Мерцлин (1903–
1971) родился в Саратове. Обучался на химическом отделении физико-математического (педагогического) факультета
СГУ (1920–1924). В биографии Р.В. Мерцлина – годы работы ректором Пермского и Саратовского университетов [26,
с. 228–248].

6Сергей Иванович Чербов (1902–1937) родился в Саратове. Окончил Саратовский университет. Работал доцен-
том кафедры физического химии Ленинградского университета и заведующим лабораторией Завода синтетического
каучука.

7Павел Давидович Данков (1902–1950) – профессор, сотрудник Лаборатории структуры поверхностных слоев Ин-
ститута физической химии АН СССР. Книги П.Д. Данкова размещены в электронной библиотеке «Научное наследие
России». Первая из них – «Строение и свойства поверхности твердого тела» – вышла в 1940 г. в серии «Академия
наук – стахановцам».

8Дальнейшие вехи биографии В.Я. Аносова: с 1929 года – профессор Пермского университета, с 1932 – профессор
Ленинградского педагогического института им. А.И. Герцена, с 1933 – сотрудник Лаборатории общей химии АН
СССР в Ленинграде во главе с академиком Н.С. Курнаковым, с 1935 (после переезда АН СССР в Москву) – сотрудник
Института общей и неорганической химии им. Н.С. Курнакова.
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Сотрудники Физического института СГУ. В центре – К.А. Леонтьев, справа от него – Н.А. Трифонов и П.В. Го-
лубков. Фото В.И. Калинина (1924)

Researches of the Physics Institute of Saratov State University: K.A. Leontiev (in the center), N.A. Trifonov and
P.V. Golubkov (to the right of him). Photo by V.I. Kalinin (1924)

в Саратове В.Я. Аносовым были выполнены первые работы по рефрактометрии двойных жид-
ких систем, опубликованные в «Ученых записках СГУ». Он предложил классификацию изотерм
показателя преломления как начальную классификацию химических диаграмм гомогенных двой-
ных жидких систем.

Программа и состав участников VI съезда Российской ассоциации физиков проанализиро-
ваны в публикациях [2, 3, 28–34]. В этой статье мы представили саратовских участников съезда.
Отметим также, что непосредственно в Большой физической аудитории выступали: профессор
Гёттингенского университета Макс Борн с докладом «О статистической интерпретации кванто-
вой механики», сотрудник химической лаборатории фирмы Phillips в Эйндховене Антон Е. ван
Аркель с докладом «Кристаллы в физических исследованиях», профессор Немецкого универси-
тета Карла-Фердинанда в Праге Филипп Франк с докладом «К вопросу о наглядности законов
квантовой механики».

Участники VI съезда физиков посетили научные лаборатории Физического института. Са-
мо здание института произвело на них сильное впечатление. Сергей Иванович Вавилов отметил
энтузиазм и изобретательность саратовских физиков, но в то же время обратил внимание на
сложные условия их работы. На съезде выдвигалась реализованная впоследствии идея о «децен-
трализации физики», то есть о создании и поддержке академических и университетских научных
центров в крупных провинциальных городах [22].

Среди участников саратовской части съезда физиков был студент Венедикт Иванович Ка-
линин, впоследствии доктор физико-математических наук, профессор, основатель кафедры ра-
диофизики физического факультета СГУ. Во время съезда он сделал уникальные фотографии.
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Заключение

Бюст Н.И. Вавилова в БФА (скульптор К.С. Суминов).
Установлен в апреле 1997 г.

N.I. Vavilov’s bust in the Big physical lecture-hall (sculptor
K.S. Suminov). Located in April 1997

Обладая богатой историей, Большая фи-
зическая аудитория многими воспринимается
сегодня как символический исток физической
науки и физического образования в Саратове
и в Юго-Западном регионе России в целом.

В год смерти А.М. Горького (1936) ауди-
тория стала именоваться Горьковской ауди-
торией. У писателя есть интересное воспо-
минание, относящееся ко времени организа-
ции Российской ассоциации физиков (февраль
1919). Ее первым председателем был уважа-
емый петербургский физик, непревзойденный
методист, почетный академик Орест Данило-
вич Хвольсон. Вот что писал о нем Алексей
Максимович:

«. . . Мне в течение трех лет пришлось
непосредственно наблюдать ученых Петер-
бурга. В эти годы я непосредственно убедился
в обаянии и величии типа русского ученого.
Никогда не забуду О.Д. Хвольсона, который
работал – писал книгу “Физика – ее значе-
ние” – в маленькой тесной комнатке при двух
градуса ниже нуля. . . Работал, не жалуясь на
эти ужасающие условия. Фактов, подобных
этому, я знаю много» [35, с. 26].

Работников науки и техники А.М. Горький призывал считать «подлинными героями нашей
действительности» [35, с. 16].

Сведения об исторических съездах, проходивших в стенах Большой физической аудитории,
сегодня отражают памятные доски в третьем корпусе СГУ. В конце апреля 1997 г. в аудитории

Памятная доска в честь выступления Н.И. Вавилова на
Всероссийском селекционном съезде 1920 г. (установлена
в сентябре 1969 г.)

A memorial plaque in honor of N.I. Vavilov’s speech at the
All-Russian Selection Congress, 1920 (located in September
1969)

был установлен бюст Н. И. Вавилова рабо-
ты саратовского скульптора Константина Сер-
геевича Суминова (1917–2002). Краткая исто-
рия появления бюста в БФА такова. 22 ап-
реля 1997 г. завершался ранее объявленный
конкурс проектов городского памятника к
110-летию со дня рождения Н.И. Вавилова.
Из представленных работ был отобран про-
ект памятника, изображавший Н.И. Вавило-
ва в полный рост на пшеничном поле с
колосьями пшеницы. Автором проекта был
К.С. Суминов, представивший на конкурс око-
ло 10 проектов. А понравившийся ректору
СГУ Д.И. Трубецкову бюст ученого обрел по-
четное место в Большой физической аудито-
рии, удачно вписавшись в ее интерьер.
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***
К 25-летию Саратовского университета, отмечавшемуся в апреле 1935 года, Николай Ива-

нович Вавилов прислал теплое приветствие. Тогда в Большой физической аудитории состоялась
юбилейная научная конференция, на которой с докладом «О старой и новой акустике» выступил
устроитель аудитории Владимир Дмитриевич Зёрнов [36].

Автор благодарен Д.И. Трубецкову и Н.М. Пантеевой за внимание к работе.

Приложение

О биологической «таблице Н. И. Вавилова»

К числу характерных качеств Николая Ивановича Вавилова относились, в частности, твор-
ческая неутомимость, целеустремленность, фантастическая трудоспособность, физическая вы-
носливость и ярко выраженный талант интеллектуального анализа больших объемов данных.

Занимаясь систематизацией разнообразных сортов и признаков родственных видов и родов
семейства культурных растений на базе собранного огромного материала, он с целью выявления
закономерностей расположил в таблицах перечень наследственных признаков и провел сравне-
ния характеристик всех известных ему в то время ему подвидов, форм и сортов. Примеры таблиц
Н.И. Вавилова приведены в [5]. В первой графе записывался подробнейший перечень наслед-
ственно варьируемых признаков. В следующих графах в заголовках приводились наименования
сравниваемых культур (видов, родов), а знаком плюс в таблице (на пересечении соответству-
ющей строки и столбца) помечалось действительное наличие у культуры данного конкретного
признака. Пустующая клетка означала, что разновидность с данным признаком предстоит еще
найти или . . . получить искусственно9.

В результате кропотливой работы Н.И. Вавилов установил закономерность в явлениях
наследственной изменчивости у генетически близких, родственных видов и родов одного се-
мейства – гомологичность, или параллельность, изменений, подчеркивая, что «параллельная из-
менчивость объясняется генетическими причинами: общностью генерального плана строения
генома у высших растений, а также наличием в геноме более стабильных и более мутабельных
генов» [37, с. 29].

Формулировка закона гомологических рядов самим Н.И. Вавиловым уточнялась неодно-
кратно [5]. Современные молекулярно-генетические исследования показывают, что этот закон
«работает» и на генно-молекулярном уровне.

«Главная ценность закона гомологических рядов в наследственной изменчивости Н.И. Ва-
вилова состоит в его прогностической сущности, позволяющей вести целенаправленный поиск
гендоноров адаптивно значимых и хозяйственно ценных признаков. К настоящему времени не
только подтверждена справедливость основных положений указанного закона, но и раскрыты
его новые прогнозирующие возможности. В их числе: неслучайность спектра мутационной из-
менчивости у близкородственных видов, блочная (кластерная) структура многих мультигенных
семейств, неслучайность перехода потенциальной генотипической изменчивости в доступную

9В [37, с. 29] говорится: «Н.И. Вавилов неоднократно подчеркивал значение закона гомологических рядов в на-
следственной изменчивости для овладения и управления генофондом животных и растительных организмов. Впо-
следствии именно этот закон в научных центрах всего мира и был положен в основу поисков новых форм растений.
Сам Вавилов обнаружил на Памире безлигульную яровую рожь, в Абиссинии – безостые твердые пшеницы. Вначале
также были предсказаны, а затем найдены соя с гладкими бобами, озимые голозерные ячмени, арбузы с сегментиро-
ванными плодами, дыни с сомкнутым кустом и др. После открытия безлигульной мягкой пшеницы Вавилов указал
на необходимость поисков таких же форм и у других злаков. К настоящему времени найдены безлигульные формы
кукурузы, овса, риса, проса, пырея, мятлика, ячменя».
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отбору взаимосвязь в функционировании генетических систем онтогенетической и филогенети-
ческой адаптации, формирование блоков коадаптированных генов и их эволюционной “памяти”
как об особенностях абиотической, так и биотической среды в процессе эволюции растений»
(Академик А.А. Жученко [37, с. 28]).
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