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ГЛОБАЛЬНАЯ РЕКОНСТРУКЦИЯ УРАВНЕНИЙ : 
ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ПО ВРЕМЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ 

ПНЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА 

Б.П. Безручко, Т. В. Диканев, Д.А. Смирнов 

Проводится глобальная реконструкция по временным рядам дифференциаль- 
ных и разностных уравнений, моделирующих объект B широкой области фазового 

пространства. Демонстрируется эффективность использования для этой цели времен- 
ных реализаций неустановившихся движений (переходных процессов). Показано, что 

временные ряды переходных процессов имеют преимущества при . реализании 
процедуры оптимизации структуры модели. 

Введение 

Глобальной называют математическую модель, претендующую на описание 
объекта во всем фазовом пространстве (или в большой его части) в отличие от 
локальной, описывающей лишь малую окрестность некоторой точки. К 
настоящему моменту разработаны несколько эффективных подходов к глобальной 
реконструкции дифференциальных или разностных уравнений по эксперимен- 
тальному временному ряду — конечному набору значений наблюдаемой перемен- 
ной, измеренных в последовательные моменты времени [1-9]. Получаемые по 
временным рядам модели широко используются для делей прогноза [7,10], 
управления [3], классификации сигналов [11], передачи информации [12]. 

Обычно глобальные модели CTPOATCS по  временным — реализациям 
установившихся движений, соответствующих аттрактору в фазовом пространстве 
объекта. И такой подход представляется разумным, если необходимо осуществить 
прогноз поведения объекта после установления колебаний. Данная работа 
направлена на глобальное моделирование динамики объекта 8 целом, а HE только 
определенного движения — на описание поведения во всем фазовом пространстве 
или значительной его части. Ee цель — показать на конкретных примерах, что при 
такой постановке вопроса успех реконструкции более вероятен при использовании 
нестационарных рядов — временных. реализаций переходных процессов, когда 
изображающая точка в фазовом пространстве ещеёе не достигла аттрактора. 
Подобные глобальные модели полезны в TEX случаях, когда необходимо 
осуществить прогноз пути эволюции из произвольного начального состояния. 
Возможны и другие приложения, например, модель, построенная по временному 
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ряду, включающему переходный процесс, успешно применялась для вычисления 
ляпуновских показателей [13]. 

Произведено сравнение возможностей глобальных моделей, построенных по 

различным участкам временного ряда — содержащим и не содержащим переходный 

процесс. Исходя из цели работы, в качестве объектов выбраны наиболее пока- 
зательные для иллюстрации эталонные диссипативные динамические системы 
(раздел 2) и использованы уже зарекомендовавшие себя подходы к реконструкции. 
Качество реконструкции оценивается сравнением функций, входящих в правые 
части исходной и восстановленной динамических систем (объекта и модели), а 
также через прогностические возможности восстановленной модели  при 
различных начальных условиях (раздел 1). 

В работе показано, что учет переходного процесса позволяет расширить 
область фазового пространства, B которой реконструируемые стандартными METO— 
дами уравнения описывают динамику объекта (раздел 2), и приведена процедура 
оптимизации структуры модельных уравнений, в которой специфика исходного 
нестационарного временного ряда оказывается весьма плодотворной при выявле-- 
нии лишних слагаемых (раздел 3). Полученные результаты обобщаются в 
заключении, где обсуждаются и ограничения на использование переходного 
процесса при моделировании. 

1. Методика исследования 

Наиболее употребительная схема глобального динамического моделирова- 
ния по временным рядам состоит из трех следующих этапов. 

1) Выбор структуры модельных уравнений, опираясь на априорную 
информацию, содержательные модели, результаты обработки ряда (например, 

оценку корреляционной размерности восстановленной по временному ряду 
фазовой траектории) и интуицию. 

2) Преобразование исходного временного ряда в соответствии со сделанным 
выбором. Например, подавление шума, численное дифференцирование, интегри- 

рование или другое преобразование скалярного временного ряда {vi}il, v=v(t,), 
t=iAt, i=1,...,N, и формирование ряда векторов состояния {x }. 

3) Выделение U3 полученного ряда тренировочного участка (окна реконст- 
рукции); определение по нему коэффициентов модели; оценка ее качества по дру— 
гой — тестовой части ряда с помощью критерия, определяемого целью моделирования. 

Наше исследование затрагивает лишь третий этап — выбор места окна 
реконструкции в исходном ряде, обеспечивающего работоспособность модели в 
широкой области фазового пространства. Поэтому мы используем в качестве 
объектов эталонные дифференциальные уравнения и связанные отображения и 
строим модель B соответствии с их структурой; или полностью €€ повторяем и при 
реконструкции ищем неизвестные коэффициенты; или при сохранении числа 
уравнений меняем лишь вид аппроксимирующих функций. Исходные временные 
ряды — (цискретные  последовательности значений одной из  динамических 
переменных объекта) получаются путем численного решения, при этом  уровень 
шума незначителен и определяется лишь погрешностями численного метода и 
машинным округлением. Это позволяет уйти от решения сложных проблем двух 
первых этапов процедуры реконструкции и сосредоточиться на решении 
поставленной задачи!. 

1 При моделировании реальных систем нельзя однозначно указать наилучшую структуру 
реконструйруемых уравнений, кроме того, приходится решать проблему шумов. Это может оказать 
решающее влияние на успех моделирования и помешать оценке влияния на результат выбора места 
окна реконструкции, на что направлена данная работа.



В процессе исследования мы получаем модельные уравнения при различных 
положениях окна реконструкции на временном ряде. При этом в тренировочном 
ряде присутствует та или иная часть переходного процесса. Модели сравниваются 
с объектом с помощью следующих критериев качества: 

® непосредственное сопоставление коэффициентов в уравнениях, как B 
разделе 2.1 (см. ниже), где структура модели полностью COOTBETCTBYET объекту; 

» погрешность аппроксимации €. Сравниваются функции, входящие B 
правые части уравнений объекта и модели (7, и f,). Это имеет смысл только B TOM 
случае, когда исходные и модельные уравнения имеют схожую структуру. Так, B 
рассматриваемых ниже (разделы 2.2 и 2.3) примерах объект и модель имеют 

структуру 
.х'=у, 

() 

у = Хху,)), 

а погрешность аппроксимации € определяется соотношением 

Е = Hv . (x.t) 7 (x.y.0) [Pdxdydt. (2) 

Здесь V — область интегрирования, содержащая восстановленную фазовую TpaeK— 
торию (значительно более широкая, чем область аттрактора). Чем меньше 3Haue— 
ние £, тем лучше модель, 

» дальность прогноза T — длина временного интервала, на котором средняя 
ошибка предсказания достигает заданного значения. Значение т — усредненное по 
множеству начальных условий, границы которого далеко уходят за область 
аттрактора. Чем больше T, тем лучше модель. 

Процедура исследования заключалась в следующем. Фиксировалась некото- 

т+М-1 

рая ширина окна реконструкции (M точек): {v}]_ . где т — номер начальной точки. 
Значению т=0 соответствует первая точка исходного временного ряда. При 

увеличении т OKHO реконструкции сдвигается по временному ряду в область 
установившихся ДВИЖЗНИЙ. Модели восстанавливались при различных значениях 

т. Участок временного ряда, обеспечивающий наиболее эффективную модель, 
определялся по графикам зависимостей указанных выше критериев качества от т. 

2. Примеры 

2.1. Реконструкция многомодовой дискретной динамической системы. 
Наличие более одного варианта установившихся движений (нескольких мод) 
характерно для динамических систем достаточной размерности. Временные ряды 
установившихся движений обычно соответствуют лишъ одной моде? и могут He 
нести информации о пространственной конфигурации объекта. Например, при 
возбуждении синфазной (однородной) моды в системе идентичных связанных 

маятников каждый элемент движется так же, как если бы других элементов не 
было — то есть ряд не несет никакой информации о сложности системы. Однако 
временные ряды переходных процессов при установлении таких режимов могут 
нести в себе информацию о затухающих неоднородных — модах и расширить 
возможности моделирования. Продемонстрируем это, используя в качестве 
объекта систему диссипативно связанных квадратичных отображений 

2 Исключением является режим перемежаемости.



x11+1 = 
A—x?+k(x?-y ), 

(3) 
уп+1 =^ _уп2 + k(ynz _'Xnz)’ 

rme x, у — динамические переменные; & — параметр связи; A — параметр 
неравновесности; #=0,1,2,... — дискретное BpeMs. ФЭта эталонная система 
характеризуется бесконечным числом регулярных и хаотических видов колебаний 
(вариантов синхронизации колебаний подсистем) и мультистабильностью [16—23]. 
Выберем значения параметров A=1.8, &=0.4-0.5, при которых в системе 
устанавливается синфазная хаотическая мода — когда X, у меняются во времени 
хаотически, но одинаково (имеет место хаотическая синхронизация). Заметим, что 
меныпим значениям K из выделенного интервала соответствует большая 
длительность переходных процессов по сравнению со значениями, близкими к 0.5. 
Это объясняется TeM, что синфазная мода при выбранном значении A устойчива 
лишь при &20.361 [19], а вблизи бифуркационных значений параметра возмущения 
затухают слабее. Реконструкцию модельных уравнений будем проводить по ряду, 
начинающемуся с точки (x,=0.1, y,=0.2), которая находится вне синфазного 
аттрактора. При этом рассмотрим различные варианты задания структуры 
модельных уравнений, исходных временных рядов и используемых критериев 
качества. 

2.1.1. Реконструкция no векторному ряду. Реконструйруем модельные 
уравнения в виде 

х 
n+1 )\' х + k (\' ynz)’ 

7 @4) 
уп+1 = }\'2 _уп2 + kZ(ynz —Х”")‚ 

где Ay, Ay, К› К, — параметры, значения которых вычисляются по временному ряду. 
Воспользуемся для этого векторными рядами — последовательностями значений X 
и у,‚ полученными при численном итерировании системы (3). Критерием качества 
модели в данном случае может служить совпадение значений коэффициентов 
связи & и k, между собой и с k, а также ), и A, с . Так на puc. 1, где o оси ординат 

отложены восстановленные значения k, и /<2, а по оси абсцисс — исходные значения 
коэффициента связи &, «правильным» значениям соответствует диагональ. То есть 
модели тем хуже, чем больше отклонения точек на рисунке от диагонали. 

Расчеты показывают, что резуль— 
таты восстановления уравнений TeM 

й лучше, чем большую часть окна PEKOH— 
kl:k2 

S
 

0.484 струкции занимает переходный процесс. 
| Например, участок успешной реконст- 

0464 LU рукции для т=6 занимает на рис. 1 
! область лишь малых &, когда синфазный 
! режим менее устойчив, а переходный 

0.44 ] - -- т К) процесс затягивается. В области боль- 
! ших k, где синфазное движение более 

042 - t4iitl-| устойчиво и протяженность переход- 
1 

1 
HOTO процесса уменьшается, результаты 

0.40 реконструкции значительно хуже (см. 

040 042 044 0.46 0.48 & правую часть рисунка). Кроме того, 
зависимость коэффициентов модели от 

Рис. 1. Значения КоэффшшентовА И/С модели К становится существенно немонотон- 

(4), реконструированной по временным реал.иза— ной. Последнее означает, что коэффи- 
циям (3) для A=1.8 при различных & Ширина окна Циенты модели критичны к малым 

реконструкции М=100, m=6 изменениям исходного временного ряда. 



С уменьшением т до 0, когда доля переходного процесса среди точек ряда еще 
более существенна, уравнения успешно реконструируются во всем интервале 
выделенных на рисунке значений &, и наоборот, при существенном увеличении 711, 
когда точки, соответствующие переходному процессу, перестают использоваться 
для реконструкции, область плохой реконструкции занимает почти весь рисунок. 

2.1.2. Реконструкция no скалярному ряду. Усложним задачу peKOHCTPYK— 
ции, перейдя к скалярному исходному временному ряду. Будем строить модели по 
временному ряду {X JoGbekTa в виде 

хп+1 = P(xn’xn—l)’ (5) 

где P(x,X _,) — степенной полином, порядок (степень) которого подбирается B 
процессе моделирования. В качестве критерия качества модели используем 
значение времени предсказания т: чем 
больше T, тем лучше модель. 

На рис. 2 представлены 3aBUCH— 
мости т от номера начальной точки т 
для модели (5). По графикам видно, 40 + (- 
что использование переходного про- 41 ] 
цесса (уменьшение M) приводит K 
повышению качества модели. Об этом — 20 1 
же свидетельствует уменьшение ив- 4 ] 
тервалов т с хорошим предсказанием 
при уменьшении доли переходного — 0° ' 
процесса в исходном временном ряде. 0 20 40 60 %0 m 
Кривой 2 соответствует больыший, чем Рис. 2. Зависимость времени предсказания T 
для 1, коэффициент диссипативной Ммодели (5) с нолиномом степени 4 от номера 

начальной точки OKHA реконструкции т для 
связи & в уравнениях объекта (3), при значений &=0.2 (кривая 1) и 0.3 (кривая 2). Ширина 
котором переходный процесс — окна реконструкции M=100 
существенно короче. 
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2.2. Реконструкция системы с непрерывным временем. Рассмотрим 
теперь пример реконструкции дифференциальных уравнений. В качестве объекта 

используем неавтономный осдиллятор Тоды 

х= У, ` 
(6) 

у = - 0.1у — 1 +е7* + cost. 

Эта система представляет широкий класс нелинейных динамических систем, 
содержит экспоненциальную нелинейность и явную зависимость от времени. 
Скалярный временной ряд значений координаты х был получен путем численного 
интегрирования уравнений (6) методом Рунге — Кутты 4-го порядка с шагом 0.01. 
Начальные условия выбирались вне аттрактора, которым при данных значениях 
параметров является предельный цикл. Фазовая траектория, соответствующая 
исходному ряду, показана на рис. 3, а, где цифрами указаны номера некоторых 
точек (начальная имеет номер 0). Аттрактор расположен в области сгущения 
траекторий. По рисунку видно, что движения вблизи аттрактора занимают 
незначительную часть площади, охватываемой траекторией. 

Структура модельных уравнений была выбрана в виде (1) с функцией 

К) = P (x) +уу + Авт(ож) + Beos(wr), (7)



........ A AR AR 

0 5000 10000 15000 20000 т 

a 6 

Puc. 3. а — фазовая траектория системы (6) при x(0)=y(0)=0.1, проекцией которой является 
исходный временной ряд; 6 — зависимость ошибки аппроксимации € от номера первой точки окна 
реконструкции т. Цифрами отмечены номера некоторых точек во временном ряде 

где P (x) — полином. Использовалась технология реконструкции, опирающаяся на 
изложенную в разделе 1 схему и модернизированная для неавтономных систем 
[14,24,25]. По временному ряду определялись значения параметров Y,A,B,0 и 
коэффициентов полинома. 

На рис. 3, 6 приведена зависимость значения ощибки аппроксимации € от 
номера начальной точки окна реконструкции т. Ширина окна реконструкции 
M=2000, в то время как один характерный период колебаний содержит около 600 
точек. Наилучшие модели получались при малых значениях т — при учете 
переходного процесса. Причем график е(т) имеет характерный «ступенчатый» 
вид, иллюстрирующий ценность того или иного участка ряда для целей глобальной 
реконструкции. Так, почти горизонтальные участки соответствуют выведению из 
тренировочного ряда точек из окрестности аттрактора, что свидетельствует об их 
малом влиянии на качество модели. Скачки между плоскими ступеньками на 
графике, на которых качество модели с ростом т быстро ухудшается, 
соответствуют исключению из тренировочного ряда точек, отмеченных на 
фазовом портрете (рис. 3, а) кружками. Эти точки принадлежат переходному 
процессу и наиболее удалены от аттрактора. 

3. Использование переходного процесса для оптимизации структуры модели 

Увеличение информации об объекте является не единственным ПОВодоМ для 

использования переходных процессов при реконструкции модельных уравнений. 

Вторым He менее важным доводом за привлечение нестационарных данных 

является ВвозможЖнНость ИХ эффективного использования для  оптимизации 

структуры модели (в нашем случае для борьбы с лишними членами в полиномах). 

Проиллюстрируем это на примере реконструкции уравнений осциллятора Ван дер 

Поля — Тоды 

* ©) 
у = (1-х?)у - 1 +е7'



Р 

2000 3000 т 

Рис. 4. а — фазовая траектория системы (8), проекцией которой является исходный временной ряд; 
6 — зависимости ошибки аппроксимации € от номера первой точки окна реконструкции 7 для 
модели {(1) я (9)} co стандартным полиномом 7-й степени (кривая 1) и модели вида [(1) и (10)} 

(кривая 2) 

по скалярному временному ряду, которому соответствует фазовый портрет на рис. 
4, а. Модель строилась в виде (1) B двух вариантах, отличающихся функциями 
f(x,y,t). В первом случае использовался стандартный полином от двух переменных 

` & P .. 
feoyit) =P(xy) =2, ga.xy, )5К (9) 

Во втором — функция в виде 

f(x,y,t) = (}" - 2)}) + Р„(Х)‚ (10) 

где P (x) — стандартный полином от одной переменной, аппроксимирующий 
экспоненту. Первая структура заведомо содержит множество «лишних» слагаемых 
(например, слагаемые с xy, ху’,?у”,... и другие «не предусмотренные» вторым 
уравнением объекта (8)). В идеале, если полиномы бесконечны, а точность не 
ограничена, значения КОЭффИЦИСНТОВ в «лишНних» членах должны были бы полу—- 

читься равными нулю. Но реально, из-за невозможности точной аппроксимации 
экспоненты конечным степенным рядом и ошщибок округления, значения 
коэффициентов, рассчитанные по временному ряду, отличаются от нуля. Они 
подгоняются таким образом, чтобы удовлетворять используемому критерию 
качества модели в точках окна реконструкции. Однако вне этого окна, в тестовой 
части ряда, «лишние» слагаемые могут дать существенный вклад в результат и 
привести к значительным отличиям модели от объекта. 

Сравним зависимости е(т) для моделей {(1) и (9)} и {(1) и (10)} на рис. 4, 6. 
Как и следовало ожидать, второй вариант моделирования, He обремененный 

«лишними» слагаемыми, дает на порядок лучший результат. Кроме того, здесь 
отсутствует зависимость € от т (кривая 2), следовательно, использование 
переходного процесса не имеет здесь никаких преимуществ, то есть улучшение 
качества реконструкции достигается не за счет расширения посещаемой области 
фазового пространства, а вследствие уменьшения числа «лишних» слагаемых. Зато 
СУЩЭСТВСННЭЯ зависимость € от т ПРИСУТСТВУСТ при использовании ПСРВОЙ модели 

{(1) и (9)}, которая изобилует «лишними» слагаемыми (кривая 1). Причем 
наиболее сильно это выражено при. малых т, соответствующих переходным 
процессам, где колебания величины £ имеют большой размах. 

Отмеченная немонотонность е(т) объясняется существенной зависимостью
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положения смещения окна реконструкции; 6 — зависимости ошибки аппроксимации € от числа 
слагаемых, исключенных при оптимизации модели, с использованием меры (11) (жжирная линия) и 

циентов (при указанных рядом базисных функциях в полиномах) модели вида {(1) и (9)} от 

(12) 

Рис. 5. Результаты реконструкции системы (8) HO скалярному ряду: @ — зависимость коэффи--



от т коэффициентов при «лишних» слагаемых B области переходного процесса. 
На рис. 5, а представлены значения некоторых U3 36 коэффициентов модели вида 
{{1) и (9)} с полиномом 7-й степени, построенной по временной реализации 
системы (8) при различных т. Слева сгруппированы графики для «нужных», 

присутствующих в степенном представлении функции /` объекта (8) слагаемых, а 
справа — для «лишних». Видно, что «лишние» коэффициенты существенно менее 
стабильны, чем «нужные», причем эта нестабильность  появляется  при 
перемещении начальной точки окна реконструкции именно в области переходного 
процесса. 

Опираясь на сказанное, можно предложить процедуру улучшения структуры 
модели, основанную на последовательном удалении слагаемых, коэффициенты B 
которых наиболее нестабильны при изменении т. В качестве мер стабильности 
коэффициента а можно использовать, например, 

» отношение его среднего значения к стандартному отклонению 

m, ={a)lc ; ‚ (11) 

® отношение среднего значения K стандартному отклонению разности 
значений — коэффициента, полученных при  соседних — положениях  OKHA 
реконструкции 

т, = (а/(аа —a)>]" (12) 

Угловые скобки означают усреднение по ансамблю значений а, полученных 
при разных т. Первая мера оденивает размах колебаний коэффициента, а вторая — 
степень HEMOHOTOHHOCTH зависимости коэффициента от положения OKHa 
реконструкции. 

Предложенную процедуру оптимизации структуры модели иллюстрирует 
рис. 5, 6, где приведена зависимость критерия качества € (чем меньше €, тем лучше 
модель) от числа отброшенных «лишних» слагаемых. В соответствии с 
введенными мерами (11) или (12) выбирался наименее надежный коэффициент, и 
соответствующее слагаемое исключалось из модели. Процесс реконструкции 
уравнений повторялся уже с упрощенной функцией: находился следующий 
наименее стабильный коэффициент, который исключался из модели, и т.д. На 
рисунке представлена  зависимость величины € OT числа  выброшенных 
коэффициентов при использовании различных мер нестабильности. Причем B 
приведенном примере более эффективным оказалось использование меры (12), 
оценивающей немонотонность зависимости коэффициентов от смещения окна 
реконструкции. Заметим, что после достижения минимума попытки дальнейшего 
упрощения модели приводят к резкому росту ошибки аппроксимации, так как 
процедура уже не может отличить «правильный» коэффициент от «лишнего». 

Заключение 

На примерах реконструкции нескольких дискретных и потоковых динами-— 
ческих систем по скалярным и векторным временным рядам с использованием 
различных критериев качества моделей показано, что для целей глобального 
моделирования динамики объекта в широкой области фазового пространства 
наиболее ценная часть временного ряда соответствует переходному процессу. 
Следует подчеркнуть, что на реконструкцию моделей ковкретного движения, 
нацеленных на дальнейший прогноз установившегося движения, нестационарная 
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часть временного ряда оказывает противоположное влияние — B этом случае учет 
переходного процесса даже вреден. Переходные процессы не играют особой роли, 

если структура искомой модели оптимальна (полностью адекватна объекту), но их 

использование весьма плодотворно при необходимости совершенствования 
структуры модели — выделения лишних элементов и избавления от них, например, 
при полиномиальном представлении функций. В работе предложены варианты 
соответствующей процедуры. 

Представленные  результаты  получены Ha  эталонных — динамических 
системах, но касаются этапа общепринятой процедуры реконструкции IO 
временным рядам, общего для работы и с реальными объектами. Поэтому мы 
полагаем, что они окажутся полезными при моделировании широкого класса 
систем, особенно многомодовых. 

Работа выполнена при поддержке Американского Фонда Гражданских 
Исследований и Развития для государств бывшего СССР (CRDF) (грант КЕС- 
006) и РФФИ (гранты № 99-02-17735, № 01-02-06039). 
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GLOBAL RECONSTRUCTION ОЕ MODEL EQUATIONS FROM _ 
REALIZATIONS OF TRANSIENTS 

B.P. Bezruchko, T.V. Dikanev, D.A. Smirnov 

We perform global reconstruction (from time series) of differential equations and 
difference equations which describe an object in a wide area of a phase space. Efficiency 
оЁ using time realizations оЁ transients for this purpose is demonstrated. We show that 
time series of transients have some advantages for realizing a procedure of model 
structure optimization. 
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ПРИЮТ&ДНЫС ЗадаЧИ S I S — 
I ПСЛИНСИНОЙ теОрии колеоании И BOTIH 

A A 3 

Изв. вузов «ПНД», 7.9, № 3, 2001 ` УДК: 532.517: 517.9: 621.373 

ГЕНЕРАЦИЯ И СИНХРОНИЗАЦИЯ СТОХАСТИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ 
В СВЯЗАННЫХ ВОЗБУДИМЫХ СИСТЕМАХ 

Д.Э. Постнов, O.B. Сосновцева, Д.В. Сецинский, B.C. Борисов 

В радиофизическом эксперименте исследуются эффекты стохастической 

генерации  квазирегулярных колебаний (когерентный резонанс) и  механизмы 
синхронизации индуцированных шумом колебаний B связанных пороговых устройствах, 
„относящихся K классу возбудимых систем. Обсуждаются возможные приложения 
полученных результатов для изучения стохастической динамики малых нейронных 

ансамблей. 

Введение 

Исследования последних лет убедительно показали, что в нелинейных 
системах воздействие шума может индуцировать новые упорядоченные режимы, 
приводить K образованию более регулярных структур, увеличивать степень 
когерентности, вызывать рост усиления и увеличение отношения сигнал/шум и т.д. 
Пругими словами, шум в нелинейных системах может играть конструктивную 
роль, вызывая рост степени порядка в системе. Наиболее ярким примером 
указанного поведения нелинейных систем при воздействии шума является эффект 
стохастического резонанса, когда отклик системы на слабый внешний периоди- 
ческий сигнал заметно усиливается с ростом интенсивности шума (для обзора см. 
[1] и ссылки там). Другой нелинейный эффект, так называемый когерентный 
резонанс, наблюдается в отсутствие внешнего периодического сигнала и 
выражается в существовании некоторого оптимального значения интенсивности 
шума, приложенного K нелинейной системе, для которого стохастические 
колебания наиболее близки к регулярным. Впервые этот эффект попал в поле 
зрения исследователей при изучении влияния флуктуаций на динамическую 
систему в окрестности точки седло-узловой бифуркации на предельном цикле 
[2,3]. Далее, в [4,5] развивался подход, рассматривающий когерентный резонанс 
как эффект «высвечивания» шумом колебательной динамики, которая B 
детерминированной системе реализуется за точкой бифуркации (седло—узловой, 
удвоения периода) и может быть активирована соответствующим Ввыбором 
параметра. Шум при этом  играёт  вспомогательную роль, а  частота 
индуцированных им колебаний задается свойствами детерминированной системы. 

Однако в {[6] предложен, а в [7] экспериментально показан другой механизм 
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данного эффекта, который может реализоваться в возбудимых (He обязательно 
автоколебательных) системах и основан на изменении соотношения [BYX 
характерных BpeMeH возбудимой системы. Одно из них (время релаксации) 

соответствует эволюции системы из возбужденного состояния К состоянию 
равновесия. Это время слабо зависит от наличия флуктуаций и определяется 
свойствами самой системы. Другое — время активации — представляет собой, по 
сути, статистический временной масштаб и описывает процесс «выбрасывания» 
изображающей точки из состояния равновесия в возбужденный режим. Время 
активации существенно зависит от интенсивности шума и пропорционально е^*?, 
где D — интенсивность шума, а A — параметр, определяемый высотой барьера и 
свойствами системы в соответствии с законом Аррениуса [8]. Баланс двух 
указанных времен и определяет наличие оптимального диапазона интенсивности 
шума, B котором — регулярность — генерируемых — импульсов — максимальна. 
Существенно, что при этом не предполагается близости системы к какой-либо 
точке бифуркации, данный механизм когерентного резонанса не связан с наличием 
замкнутых траекторий в фазовом пространстве детерминированной системы. 

Таким образом, эффект когерентного резонанса может наблюдаться B 
системах, не имеющих в детерминированном случае осциллирующих решений. 
Этот факт показывает принципиальное отличие стохастических колебаний в 
режиме когерентного резонанса от детерминированных автоколебаний B 
присутствии шума, несмотря на их внешнюю схожесть, и делает актуальным 
исследование свойств таких колебаний. Tak, представляет интерес BBIICHUTE, B 
какой мере приложимо к таким колебаниям явление синхронизации. Влияние 
флуктуаций на синхронизацию автоколебательных систем было исследовано 

впервые в [9,10]. Принципиальная возможность синхронизации стохастических 
систем была недавно показана на примере бистабильных систем [1] и исследована 
численно для ансамблей возбудимых систем [11-14]. Прикладной аспект подобных 

исследований определяется TeM, что возбудимые системы играют важную роль при 
математическом описании функционирования живых систем M, B частности, при 
моделировании различных процессов, протекающих B нервных клетках (нейронах) 
и их ансамблях [15-17]. - 

В данной работе мы излагаем результаты экспериментального исследования 
упомянутых выше вопросов. В первом разделе описана исследуемая возбудимая 
система, роль которой играет электронное пороговое устройство — моновибратор, 
а также способ количественного измерения степени регулярности стохастических 
колебаний. Во втором разделе приведены результаты, характеризующие эффект 
когерентного резонанса в одиночном моновибраторе при воздействии на него 
внешнего шумового сигнала. Третий раздел посвящен исследованию взаимной и 
вынужденной синхронизации стохастических колебаний в JBYX  связанных 
моновибраторах, возбуждаемых независимыми источниками шума. Полученные 
результаты — свидетельствуют O тесной — связи — режима — стохастической 
синхронизации с достижением максимальной степени регулярности коллективного 
отклика двух систем на шумовое воздействие. Четвертый раздел содержит 
результаты IO радиофизическому моделированию простейшего нейронного 
ансамбля — генератора ритма. Показано, что за счет введения дополнительных 
инерционных возбуждающих и подавляющих связей в системе можно добиться 
тенерации еще одной, низкочастотной моды стохастических колебаний. Итоги 
работы подведены в заключении. 
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1. Исследуемая система и методика эксперимента 

Моновибратор. Радиофизический эксперимент был построен на базе 
использования двух разновидностей схемы моновибратора — устройства с одним 
устойчивым состоянием, генерирующего импульс определенной длительности B 

ответ на превышение входным напряжением некоторого порогового уровня. Сами 
схемы приведены на рис. 1, а, 6. Они содержат операционный усилитель, напря- 
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Рис. 1. а и 6 -— две разновидности схемы моновибратора, демонстрирующие сходное поведение. 
Здесь (1) — шумовое напряжение на входе системы, V,=+2.6 В - пороговое напряжение; значения 
величин используемых резисторов и конденсатора: К 1—2 2 кОм, Ry=R,=R=10 кОм, R =100 кОм, 
C=33 нФ; Е =t15 В — напряжение питания микросхемы U741 в — фазовый портрет системы, 
описываемой уравнениями (3); г ~ временная реализация сигнала V, на входе и У., На выходе 
моновибратора (схема а) 
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жение на выходе которого меняет знак в зависимости от полярности дифферен- 
циального напряжения на его входах. Емкость С включена в цепь положительной 
обратной связи и совместно с резистором R обеспечивает относительно медленный 

разряд, определяющий время формирования выходного импульса. Время разряда 
от напряжения насыщения E [0 порогового напряжения \,<Е. , может быть 
оценено как 1= — RCI0.5(V/E_+1). Обе схемы демонстрируют идентичное 
поведение с тем лишь основным отличием, что длительность импульса (время 
релаксации) моновибратора (6) сильнее флуктуирует под воздействием внешнего 
шума вследствие непосредственной близости к источнику шума времязадающей 
КС--цепочки. В результате пик в спектре мощности моновибратора (6) несколько 
более широкий, чем у моновибратора (а). 

Рассмотрим динамическую модель моновибратора. Для схемы (6), обозначая 
шумовое напряжение на входе как &(г), падение напряжения на С как Х и падение 
напряжения на С’ как У, можно записать 

RCdXJdr = RIR(Y-U) + RIR,(2(0)-U), 

КСата = [ (У, -М,) =Y —R'IR (Y-U), (1) 

V,=RCdX/d, U=V, +Х, 

где f() принимает значения напряжения насыщения — Ё.„ либо +E B 3aBUCMMOCTH 
от знака аргумента. Введем безразмерное время f,=RCf и нормируем все 
напряжения на *E_. Тогда неравенство — E_ <f()<+E_ трансформируется B 
-1<х()<+1, Х=х, Ё?}):›ё(:) и т.д. В результате уравнения примут следующую 
форму: 

x=(RIR)y -В(МЕ, + 1R )(x+x) + (RIR,)&(2), 

ey =x(x-0,) -у -RIR(y —x =), 

где e=R'C’/(RC), а точкой обозначена производная по f,. Вводя безразмерные 
параметры — о=К(МК+МК), o=(R/R)/(c+1), A=(RIR))/(c+]1),  у=о/(с+1) и 
пренебрегая членом с малым коэффициентом R’/Rj, приходим к окончательному 

виду уравнений 

х = ау —yx + AE(D), 3) 

ey = x(x-v,) —. 

Фазовый портрет для модели (3) изображен на рис. 1, 8. Как можно видеть, 
имеется единственное устойчивое состояние равновесия P, Расчет для него 
собственных значений в предположении &(r)=const (приближение медленного 
шума) дает A= —y и A= — Ме. Эти величины всегда отрицательны, так как уи € 
всегда больше нуля. Последнее справедливо для любых значений электронных 
компонентов схемы, так как сопротивления и емкости He  принимают 
отрицательных значений. 'Таким образом, в рассматриваемой системе при 
вариации как. ее собственных параметров с, €, Y, O,; так и внешнего приложенного 
напряжения (изменение параметра A), He происходит никаких бифуркаций, а 
аттрактором всегда является состояние равновесия Р — устойчивый узел. По этой 
причине обсуждаемые ниже результаты по генерации стохастических колебаний 
не могут быть объяснены активацией шумом каких-либо колебательных свойств 

детерминированной системы. 

Будучи активированным внешним сигналом, моновибратор генерирует один 
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импульс, после чего возвращается B исходное состояние. B условиях слабого шума 
на входе (А мало) генерируется случайная последовательность импульсов с 
длительностью т=т,. Однако при достаточно сильном шуме на входе процесс 
генерации импульса может быть прерван, и разброс  длительности импульсов 
становится значительным. На рис. 1, г приведен пример временной реализации 

входного шума (вверху) и сигнала на выходе моновибратора (генерируются 
импульсы отрицательной полярности). ' 

Для проведения экспериментов описанные выше схемы моновибраторов 
были реализованы на базе микросхем операционных усилителей 1741 и дополнены 
вспомогательными блоками. В качестве источников шума использовались 
специально изготовленные устройства, использующие шум рабочего режима 
стабилитрона. Takue  генераторы — обеспечивают — близкое к  гауссовому 
распределение и равномерный (в пределах 2 дБ) спектр мощности в интервале 
0...50 кГц. Выходной сигнал экспериментальной установки оцифровывался и 
поступал в компьютер для обработки. Интенсивность шума в радиофизическом 
эксперименте оценивалась как средний квадрат напряжения D=(2%(1)) на выходе 
генератора шума. Takum образом, в уравнениях (3) безразмерный параметр A 

соответствовал D12, 

Методика измерения регулярности. Проявление эффекта когерентного 
резонанса заключается в TOM, что поведение системы становится более 
регулярным, близким к периодическому при оптимальной интенсивности шума. 
Для количественной характеристики этого эффекта в [4] использовался вариант 
отношения сигнал/шум, в [6] вычислялась автокорелляционная функция процесса. 
Эти методы удовлетворяли потребностям качественного рассмотрения эффекта 
когерентного резонанса в относительно простых ситуациях, когда выходной 
спектр мощности содержит единственный четко выраженный максимум. Для 
успешного решения задач о взаимной и вынужденной синхронизации таких систем 
этого оказалось недостаточно. Но этой причине нами предложен более 
универсальный способ определения регулярности колебаний В, основанный на 
вычислении энтропии по спектру. Для подсчета В по дискретному временному ряду 
длиной 27 спектр мощности Р(о) сначала нормируется 

i=n 

5„((_0‚.) =P(0)/Z_, P(®), 

затем вычисляется значение энтропии 

i=n 

Е = —zi=lsn(mi)1n(sn(0‘)i))' 

С учетом того, что максимальное значение энтропии достигается при равномерном 
спектре (белый шум) и составляет 

E_ == 1/nin(1/n), 

регулярность В может быть определена как 

В = 1 - КЕ ак' (4) 

В таком определении значение В реагирует, по сути, на изрезанность спектра, 
принимая максимальное значение 1. в случае гармонических колебаний и 
минимальное () — для белого шума. 
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2. Когерентный резонанс B одиночной возбудимой системе 

Рассмотрим, что  происходит B — моновибраторе  при — увеличении 

интенсивности шума Э. При малых значениях D<<0.2 В? моновибратор генерирует 
относительно редкие импульсы, интервалы между которыми значительно больше, 

чем их длительность т. В результате спектр мощности выходного сигнала отвечает 
суперпозиции набора одиночных импульсов со случайными фазами, чему 
соответствует плавный подъем спектра B области низких частот (рис. 2, а, кривая 
1). Для близкой к оптимальной интенсивности шума D=(0.45 В? паузы между 
импульсами приблизительно равны их длительности. Соответственно, пик B 
спектре смещается в более высокочастотную область и становится гораздо более 
четко выраженным (рис. 2, а, кривая 2). 

На рис. 2, 6 приведены зависимости частоты, соответствующей положению 
пика в спектре мощности, и средней частоты следования импульсов от 
интенсивности шгума D. Как можно видеть, в условиях эксперимента (B 
исследуемом диапазоне D) они практически совпадают. Ниже будем говорить 
просто о частоте  индунированных шумом  колебаний. При  увеличении 
интенсивности шума положение пика в спектре меняется от () до примерно 
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Рис. 2. а - фурье-спектры мощности, соответствующие стохастическим колебаниям одиночного 
моновибратора, для различной интенсивности шума D на входе: 1 — 0.3 В2‚ 2 - 0.45 В? и 3 - 1.5 В? 

(для наглядности сравнения спектры нормированы на максимум); 6 — зависимость средней 
частоты следования импульсов и частоты, соответствующей положению нпика в спектре 
мощности, от интенсивности воздействующего шума (видно, что они практически совпадают); в — 
зависимость регулярности стохастических колебаний двух моновибраторов от интенсивности 
шума на их входе; г — структура двумерной плотности распределения вероятности в случае 
оптимального шума 
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1.5/(RC). Это лишнее подтверждение того, что мы имеем дело с порожденной 
шумом — квазирегулярной — динамикой, а HE C проявленным — шумом 
детерминированным временным масштабом. 

Зависимость регулярности В от интенсивности шума D на puc. 2, в имеет 
четко выраженный глобальный максимум примерно при D=0.45 В?, что объяс- 
няется  оптимальным — соотношением между  длительностью — генерируемых 
импульсов и длительностью пауз между ними. В терминологии работы А. Пи- 
ковского и Ю. Куртца [6] это как раз и соответствует балансу между временем 
активации (activation time) и временем эволюции системы к исходному состоянию 
(excursion time). Значениям D из оптимального интервала соответствует 
выраженная — кольцевая — структура — двумерной — плотности — распределения 
вероятности на рис. 2, 2, тогда как в случаях слабого и сильного шума 
распределение унимодально и качественно близко к гауссовому. 

Степень проявления эффекта когерентного резонанса существенно зависит 
от характеристик воздействующего шумового сигнала. Две кривые на графике 
рис. 2, в соответствуют отклику двух одинаковых устройств, возбуждаемых 
различными генераторами шума. Различие в значении максимальной регулярности 
колебаний вызвано тем, что спектр выходного сигнала генератора шума во втором 
случае спадал быстрее, чем в первом. 

При большой ивтенсивности шума паузы между импульсами становятся все 
меньше, поскольку система немедленно «выталкивается» Шумом из состояния 
равновесия. Более того, сильный шум может прервать процесс генерации 
импульса, так что длительность импульсов также меняется случайным образом. 
Наконец, проявляет себя и аддитивная шумовая компонента в ВЫХОдНОМ сигнале. 
Как результат, пик в спектре мощности становится менее выражен на фоне 
шумового пьедестала (см. рис. 2, а, кривая 3), а регулярность вновь падает до 
близких к нулю значений (см. рис. 2, в). 

3. Стохастическая синхронизация и достижение максимальной регулярности 
индуцированных шумом колебаний 

Схема введения связи между двумя собранными, как показано на рис. 1, а, 
моновибраторами приведена на рис. 3. Ей соответствуют уравнения 

ва’.цд/с!г = Х{х… -У127 [Dm@m(t) + 00 + vo,1} —У» 5) 

ау /а = x, —Уа + K(x, ) =15 7 + )) 

При необходимости обеспечения одно- 
направленной связи последовательно с V,; № Vir Vip ‚ & Vout2 

резистором R, включался буферный 
каскад с высоким ВходНнЫыМ и НИЗзКИМ Ry Ry К К; 

выходным сопротивлениеми. В резуль- и R и R 
o b в— b о—- 

тате член связи B уравнениях для одной 
H3 подсистем выпадал. R С R С 

Предметом нашего рассмотрения Г‘:'—*_і Г‘:'*'—”—іс 
является переход к синхронным CTO— 

Рис. 3. Принципиальная схема двух резистивно 
связанных моновибраторов. Связь осуществ— 2 

ляется через резистор связи К.. В зависимости 
от положения переключателя & реализуется 
случай взаимной или однонаправленной связи 
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Рис. 4. Области стохастической синхронизации на плоскости параметров (D, К), где D, — 
интенсивность шума на входе второго моновибратора, К — коэффициент связи: а — случай 
однонаправленной связи, 6 — случай взаимной связи; интенсивность шума на входе первого 
моновибратора установлена оптимальной для проявления эффекта когерентного резонанса 

хастическим колебаниям и выявление соответствующих изменений в степени 
регулярности генерируемого связанными системами сигнала. Для возбудимой 
системы — интенсивность шШума играет роль универсального управляющего 
параметра, ответственного как за процессы возбуждения колебаний, так и за их 
частоту. По этой причине режимы связанных систем рассматривались на 
плоскости параметров (D,,K), где К — параметр связи. Интенсивность шума B 

первой системе D, фиксировалась на некотором оптимальном для проявления 
эффекта когерентного резонанса уровне. 

Стохастические колебания считались синхронными, если отношение их 
средних частот (количество импульсов в единицу времени) лежало в интервале 
1-А</ // <1-+А, где А определялось точностью эксперимента (временем усреднения) 
и принималось равным 0.02. На рис. 4 приведены диаграммы, полученные для 
однонаправленной (а) и для взаимной (6) связи. Kak можно видеть, в обоих случаях 
область синхронных стохастических колебаний расширяется по мере увеличения 
коэффициента связи K. В отличие от известных результатов по синхронизации 
переключений в бистабильной системе в режиме стохастического резонанса [1] 
данные результаты свидетельствуют об отсутствии порогового значения К, ниже 
которого синхронизация не наблюдается. 

Каковы механизмы перехода к синхронным стохастическим колебаниям? На 
рис. 5 приведена эволюция Ффурье-спектров мощности колебаний в двух 

однонаправленно — связанных  моновибраторах B зависимости от  значения 
коэффициента связи К для различного соотношения D, и Э,. На серии спектров 
(6) ясно видно, как два пика в спектрах мощности колебаний связанных подсистем 

сближаются и сливаются по мере увеличения степени связи. В такой эволюции 
спектров нетрудно узнать эффект захвата частот, практически повторяющий 
соответствующий механизм для регулярных колебаний. Для серии спектров (а) 
картина качественно иная. Высота пика, соответствующего индуцированным 
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Рис. 5. Эволюция усредненных фурье-спектров мощности для однонаправленно связанных 

возбудимых систем: а — при движении по параметру К слева от основания клюва синхронизации 
дЛля В1=0.45 В“, D2=O.36 B2 (синхронизация происходит через подавление собственной стохасти— 

ческой динамики одного из моновибраторов); 6 — при движении по параметру К справа от 
основания клюва синхронизации для D.=0.45 В?, D,=0.52 в? (синхронизация происходит через 
захват основной частоты Моновибратораъ. Все спектры нормированы на максимальное значение 

шумом колебаниям во второй подсистеме, уменышасется до нуля по мере 

увеличения K. Однако в то же время появляется и растет новый пик на частоте 
воздействия первой подсистемы. Как результат, частоты колебаний в обеих 
подсистемах уже при K=0.025 совпадают. Подобная эволюция спектров полностью 
отвечает другому известному механизму синхронизации регулярных колебаний — 
через подавление собственной динамики. 

Таким образом, можно утверждать, что синхронизация индуцированных 
шумом — колебаний в — связанных — возбудимых — системах — подчиняется 
закономерностям, которые аналогичны известным механизмам синхронизации 
регулярных колебаний. В спектре мощности при вариации степени связи 
наблюдается характерная эволюция спектров мощности; график отношения частот 
имеет типичные «полочки» при вариации параметра, ответственного за расстройку 
подсистем (см. ниже, рис. 6); явление захвата (на конечных временах) 
демонстрирует также мгновенная разность фаз стохастических осцилляторов [11]. 

Немаловажным является вопрос, каким образом эффекты синхронизации 
могут быть увязаны ¢ изменением степени регулярности выходного сигнала? 
Иными словами, возможна ли ситуация, когда связанные стохастические 
осцилляторы совместно производят сигнал более высокой степени регулярности, 
нежели в автономном режиме? 

В случае однонаправленной связи вторая подсистема может рассматриваться 
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как одиночная, на которую воздействует шумовой сигнал сложного состава. Он 
содержит как гауссов белый шум интенсивностью ,, так и выходной сигнал 
первой подсистемы. На рис. 6, а приведены результаты измерения отношения 

частот совместно с графиками регулярности в обеих подсистемах в зависимости от 
значения параметра связи. Значения регулярности в первой подсистеме меняются 
слабо, так как ee режим He зависит от величины K. Их разброс иллюстрирует 
реальную точность измерений при выбранных параметрах оцифровки сигнала. Как 
можно видеть, ошибки измерения много меныше обсуждаемых изменений B 
значениях В для второй подсистемы, которые резко увеличиваются при 
достижении области синхронизации. Достигнутое при этом значение порядка 0.045 
примерно на 50% превышает значение оптимума для Hee при возбуждении только 
белым шумом (дано пунктиром). 

На рис. 6, 6 приведены результаты аналогичного эксперимента для взаимно 
связанных моновибраторов. В этом случае менялся параметр Э., что эквивалентно 
изменению расстройки по частотам. Как можно видеть, области стохастической 
синхронизации отвечает «полочка» на графике отношения частот (вверху). Этой 
же области изменения D, соответствует заметный прирост регулярности 

колебаний в обоих связанных подсистемах. Существенно, что несмотря на 
изначально различные значения В „‚ для двух подсистем (это иллюстрировалось на 
рис. 2, в), увеличение максимальных значений В наблюдается в каждой U3 них. 

Итак, результаты радиофизического эксперимента говорят о TOM, что 
переход K режиму стохастической синхронизации сопровождается  ростом 
регулярности индуцированных шумом колебаний, причем достигаемые при этом 
значения В существенно выше, нежели в случае одиночной возбудимой системы. 

ЛА. ' М ` Л 

12 ) : 12 

11 
111 й 

1.0 

10 | 'a\—\/\,/a—-—a й 

0.9 

0.9 . - - 0.8 

B ‘ ' ' В 

0.03 

0.02 

0.01 

: 0.0 
107 10° 107 10° K 

а 

Рис. 6. Соотношение частот и регулярность индудированных шумом колебаний: а — случай 

однонаправленного воздействия системы / на систему 2 D1=O.45 B2, D2:O.36 Вг; 6 — случай 

взанмной синхронизации для К=0.0125, D,;=0.45 B2, Сплошные линии соответствуют регулярности 

связанных подсистем, а штриховые — несвязанных 
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4. Моделирование нейронного генератора ритма 
и генерация двухмодовых стохастических колебаний 

Описанные выше  результаты 1[I0  радиофизическому — моделированию 

‚стохастической динамики возбудимых систем в режиме когерентного резонанса 

как минимум HE противоречат представлениям о функционировании малых 
нейронных систем, которые представляют собой наиболее очевидный пример 
возможных практических приложений таких исследований. 

Как можно видеть, наличие выраженного ритма в сигнале, который 
тенерирует возбудимая система (либо их ансамбль),не обязательно связано с 
наличием детерминированного источника автоколебаний. 'Гакой ритм может 
порождаться и стохастическим механизмом, 

В этой связи представляет несомненный интерес выяснение, в какой степени 
подобный механизм генерации стохастических колебаний способен обеспечить 

функционирование более сложных структур возбудимых систем, таких, например, 
как нейронные схемы, ответственные за генерацию определенных типов движений 
— центральные генераторы ритма (ЦГР) [18]. 

Описанные в этом разделе  результаты  посвящены — моделированию 
простейшего TP улитки [19] (рис. 7, а), содержащего всего два управляющих 
нейрона и один исполнительный — мотонейрон. Нейроны А и B продуцируют ритм 
и воздействуют на мотонейрон С, который управляет разжимающими и 
сжимающими мышцами, обеспечивая вдох и выдох легких улитки. Нейрон С 
работает в переключаемом режиме и при отсутствии воздействия на него никакого 
ритма He генерирует. Принципиально важным для такой нейронной схемы 
является наличие инерционных взаимо-- и самоподавляющих связей нейронов через 
синапсы, что  обуславливает — наличие  двух — метастабильных — состояний, 
последовательно сменяющих друг друга. 

Как необходимое условие работы подобных нейронных схем, предполагается 

либо спонтанная активность управляющих нейронов, что означает наличие у них 
автоколебательных свойств, либо наличие внешнего возбуждающего сигнала, 
близкого к периодическому. В рамках нашего исследования, напротив, нейроны 
полагались неспособными K самопроизвольному возбуждению, а внешнее 
воздействие считалось  шумовым (что  согласуется с — многочисленными 
экспериментальными данными и общими представлениями о работе нейронных 

Внешнее возбуждение $> Выходной сигнал 

Управляющие Шу моВой сигНал = Шумовой сигнал 

нейроны Dg(1) DE,(1) 
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Рис. 7. а — центральный генератор ритма дыхания улитки состоит из трех нейронов A, В и С, 

охваченных подавляющими и возбуждающими связями [19]; 6 — экспериментальная установка, 
моделирующая  работу ЦГР, состойт из двух  моновибраторов,  охваченных — цепями 

взаимоподавляющей и самоподавляющей связи 
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систем [20]). Целью эксперимента являлось доказательство того, что даже B таком 
случае  может  генерироваться — квазирегулярный — низкочастотный — сигнал, 
характеристики которого зависят от параметров приложенного шумового 

воздействия. 
Для моделирования подобных свойств схема моновибратора (см. рис. 1, 6) 

была модифицирована добавлением суммирующего элемента с несколькими 
входами, что позволило изменять порог его срабатывания в зависимости от 
приложенных KO входам потенциалов. Соответствующие напряжения вырабаты- 
вались на выходе выпрямительно-фильтрующих цепочек VR, С (puc. 7, 6). 
Общая структура моделирующей установки строилась из следующих сообра›кении 

® Каждый из двух моновибраторов охвачен целью обратной связи ИЁ С, 
i=1,2. Ее действие проявляется в увеличении порогового напряжения при 
генерации импульсов, что эквивалентно ослаблению действующего шумового 
сигнала и направлено на прекращение индуцированных шумом колебаний. 

e Цепи воздействия V К, CU, i=1,2; j=1,2; i#j увеличивают порог одного 
моновибратора B результате активности  другого, что соответствует HX 
взаимоподавляющей связи. 

o Постоянные времени описанных выше цепей само— и взаимоподавляющих 
связей выбирались много большими, чем собственное время релаксации 

моновибраторов RC, К С 2>КС. 

Изучение поведения стохастического генератора ритма проводилось при 
увеличении интенсивности шума D. Было найдено, что в эволюции спектра 
существует определенный сценарий. Для слабого шума импульсы на выходе 
моновибратора редки и напряжение на выходе ВС-цепочек мало и практически не 
сдвигает пороговое напряжение. Спектр выходного сигнала соответствует 
суперпозиции единичных прямоугольных импульсов с различной фазой, гладкий и 
широкий на низкой частоте (рис. 8, а). Режим работы каждого из моновибраторов 
близок к случаю одиночной возбудимой системы при уровне шума ниже 
оптимального, как это обсуждалось в разделе 2. - 

При увеличении интенсивности шума до D=~0.22 B? наблюдается резкое 
увеличение регулярности выходного сигнала, причем в спектре мощности имеется 
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Рис. 8. Спектры мощности выходного сигнала схемы на рис. 7, 6 для различных значений 

интенсивности шума D: а — 0.24 B2, 6 — 0.34 B2, в - 0.54 В? (все спектры нормированы на макси- 
мальное ЗН&ЧСНИЗ); г — временная реализация выходного сигнала МОНОВИбраТОРОВ 1u2 для случая 

оптимальной интенсивности пгума 
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два выраженных пика (puc. 8, 6). Более высокочастотный из них f, соответствует 
частоте индуцированных шумом колебаний B одиночной возбудимой системе, тогда 
как второй пик f, отражает появление низкочастотной моды стохастических 
колебаний. Соответствующие этому режиму работы временные реализации 
выходных сигналов моновибраторов показаны на рис. 8, 2. 

Электронная CXeMa при этом работает следующим образом. Предположим, 
изначально оба моновибратора неактивны и их пороговые напряжения U, =0, =0, 
Постоянные BpeMeHM  цепочек  выбраны Tak, что R,,C;;=R,C,>>R,C = 
=R,,C,;>>RC. Пусть в некоторый MOMEHT времени приложенный шумовой сигнал 
вызывает генерацию нескольких импульсов в первом моновибраторе. При этом 
появляется положительное напряжение на выходе цепочки V. ,,R.,,C,,, 4TO 

увеличивает пороговое напряжение о,, второго моновибратора и резко понижает 
вероятность его возбуждения. В результате Takoro дисбаланса  первый 
моновибратор входит в режим генерации стохастических колебаний, тогда Kak 
второй находится в режиме молчания. Однако в результате действия ценочки 
У,р К;р С, генерация импульсов первым моновибратором увеличивает его же 
собственное пороговое напряжение U, , что уменьшает вероятность возбуждения 
его шумовым сигналом. Импульсы становятся более редкими. Это, в свою 
очередь, создает — преимущественные  условия для — возбуждения — второго 
моновибратора, и процесс продолжается аналогичным образом. 

Таким образом, в индуцированных шумом колебаниях, генерируемых схемой 
puc. 7, 6, появляется временной масштаб, определяемый, с одной стороны, 

параметрами элементов цепочек К„Су а с другой — амплитудой импульсов и 
частотой их генерации f, каждым из моновибраторов, то есть соотношением 
интенсивности приложенного шума и порогового напряжения. На рис. 9, а 
приведены графики зависимости частоты f;, соответствующей этому временному 
масштабу, и частоты f, от интенсивности шума Э. При вариации D не наблюдается 
выраженной взаимосвязи изменения f; и f,, что позволяет говорить O двух 
независимых модах индуцированных шумом колебаний. 

При увеличении интенсивности шума [ выше некоторого оптимального 
значения описанный выше механизм низкочастотных переключений работает все 
хуже, так как возрастает вероятность произвольного (вне зависимости от 
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Puc. 9. а — изменение частот, соответствующих пикам в спектре, и 6 — регулярность выходного 

сигнала раднофизической модели ЦГР в зависимости от интенсивности шума D 

27



действующих пороговых напряжений) переключения схемы B любой момент 

времени. Об этом свидетельствует спектр колебаний на рис. 8, в при D=0.54 В?. 
Видно, что BMECTO выраженного пика в низкочастотной области наблюдается лишь 

незначительный подъем в спектре. 
Отметим еще два важных факта. Во-первых, регулярность этих низко- 

частотных переключений схемы напрямую связана с регулярностью следования 

импульсов B каждом из моновибраторов 1, таким образом, определяется эффектом 
когерентного резонанса, обсуждавшимся в разделе 2. Как видно из рис. 9, 6, 
значение регулярности выходного сигнала В испытывает резкий скачок при 
значении D=0.22 В?, которое соответствует  появлению — низкочастотных 
переключений. При этом MUK на частоте f,, соответствующий генерации импульсов 
в отдельном моновибраторе, оказывается размытым вследствие модуляции 
порогового напряжения. Во-вторых, несмотря на независимость источников шума 
в двух моновибраторах, по низкочастотной составляющей колебаний (то есть по 

огибающей временной реализации) они функционируют в противофазе. Этот факт 
определяется самой структурой подавляющих связей схемы. Таким образом, при 
воздействии шумового сигнала генерируются стохастические колебания с заранее 
заданными фазовыми соотношениями. 

Возвращаясь к поставленной в начале раздела задаче, описанные выше 
результаты позволяют с уверенностью утверждать, что функционирование 

нейронных схем ПГР, генерирующих низкочастотные ритмы с заданными 
фазовыми соотношениями, с успехом может моделироваться структурами 
возбудимых систем, He обладающих автоколебательными свойствами в отсутствие 
шума. При этом низкочастотная компонента генерируемых стохастических 
колебаний обладает высокой степенью регулярности и подчиняется — фазовым 
соотношениям, заданным структурой связей. 

Заключение 

ПРИВСД@ННЬіС выше результаты экспериментального исследования 

генерации стохастических колебаний в ОДИНОЧНОЙ и связанных ВОЗбУДИМЬіХ 

системах позволяют сделать следующие выводы. 

» — Возбуждаемое шумом пороговое электронное устройство (моновибратор) B 
полной мере демонстрирует эффект когерентного резонанса, что проявляется как 
значительное увеличение степени регулярности выходного сигнала в оптимальном 
диапазоне интенсивности шума. Как показывает анализ модельных уравнений 
моновибратора, эта динамическая система не имеет`осциллирующих решений B 
детерминированном варианте. Таким образом, экспериментально подтвержден Me— 
ханизм когерентного резонанса, предложенный Пиковским и Куртцем в работе [6]. 

e Cps3aHHble моновибраторы, каждый из которых возбуждается собственным 

источником шума, демонстрируют явление стохастической синхронизации, при 

котором изначально различные частоты индуцированных шумом колебаний 

становятся равными в некотором диапазоне изменения управляющих параметров. 

Характер эволюции спектров мощности при переходе к режиму стохастической 

синхронизации аналогичен известным механизмам синхронизации регулярных 

колебаний захватом частот и подавлением собственной динамики. Режиму 

стохастической синхронизации соответствует значительный прирост 

максимальной степени регулярности индуцированных шумом колебаний. 

е Введение инерционных взаимо- и  самоподавляющих  связей — между 
моновибраторами позволило успешно воспроизвести особенности функциони- 
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рования нейронной схемы — центрального генератора ритма улитки. Данный 
эксперимент показывает, что эффект когерентного резонанса может играть 
принципиальную роль при выработке  двигательных — ритмов — подобными 
нейронными  системами. Иными словами, для генерации  низкочастотных 
квазирегулярных колебаний с определенными Ффазовыми соотношениями не 

обязательны автоколебательные свойства нейронов либо наличие внешнего 
ритма. Данный факт открывает широкие перспективы для моделирования и 
описания динамики малых нейронных ансамблей на  языке — возбудимых 
стохастических систем и указывает перспективное направление дальнейших 
исследований, 

Данная работа была частично поддержана грантом CRDF КЕС-006, а 
также грантом. РФФИ 01-02-16709. 
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NOISE INDUCED OSCILLATIONS AND STOCHASTIC SYNCHRONIZATION 

IN COUPLED EXCITABLE SYSTEMS 

D.E. Postnov, O.V. Sosnovtseva, D.V. Setsinsky, V.S. Borisov 

We consider the coherence resonance effect and stochastic synchronization in 
coupled excitable systems. We do the electronic experiment оп е monovibrator 
(threshold device) to study the properties of noise induced oscillations and to simulate the 
stochastic behavior оЁ simple neural circuit. We show that considered noise induced 
effects can provide the operation of small neural ensembles like central pattern 
generators. 
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СПЕКТРЫ ВЫХОДНОГО СИГНАЛА ГЕНЕРАТОРА НА ДИОДЕ 
ГАННА В РЕЖИМЕ НЧ И СВЧ-КОЛЕБАНИИ 

Д.А.Усанов, С.Б.Вениг, С.С.Горбатов, Э.В.Труфакин 

Представлены результаты экспериментального исследования влияния на спектр 

выходного сигнала СВЧ-генератора на диоде Ганна многочастотных НЧ-колебаний, 
возникающих в цепи питания генератора. Теоретически описаны условия возбуждения 

таких колебаний в генераторной схеме. Показано, что в условиях воздействия 
многочастотных НЧ-сигналов на СВЧ-тенератор на диоде Ганна  модуляция 

выходного сигнала может быть как преимущественно амплитудной, так и частотной. 

Одной из особенностей работы СВЧ-генераторов на диодах Ганна является 

возбуждение B цепи питания низкочастотных колебаний, обусловленных существо- 
ванием у этих диодов отрицательного дифференциального сопротивления в 
широком диапазоне частот [1-6]. Возможность возникновения низкочастотных 
колебаний в СВЧ-генераторах обычно предотвращается [3, 4], в частности, 
введением НЧ-фильтра в цепь питания. В то же время, известны работы, B 
которых показана возможность использования таких низкочастотных колебаний 
для амплитудной и частотной модуляции выходного сигнала [6, 7], для проведения 
двухпараметровых измерений с помощью автодинных устройств [8]. Помимо 
гармонических колебаний в низкочастотных цепях СВЧ-генератора на диоде Ганна 
могут возникать колебания сложного . спектралЬного состава, вплоть до 
хаотических [9]. Поэтому представляет интерес исследование особенностей 
работы таких генераторов в условиях возбуждения как гармонических, так и НЧ- 
колебаний более сложного спектрального состава. 

В настоящей работе представлены результаты экспериментального и 
теоретического исследования особенностей спектра выходного СВЧ-сигнала в 
генераторе на диоде Ганна при возбуждении многочастотных колебаний B его HU~ 
цепях. 

Для проведения экспериментальных исследований был использован СВЧ- 

генератор на диоде Ганна (рис. 1), который прёдставляет собой отрезок 
прямоугольного металлического волновода (1) с короткозамыкающим поршнем 
(2), используемым для перестройки частоты генератора. Диод (3) устанав- 
ливается в разрыве стержневого держателя (4)‚ являющегося продолжением 

центрального проводника коаксиала (5). Проводники коаксиальной линии 
изолированы от волновода диэлектрическими прокладками (6, 7). Напряжение 
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смещения  OT  источника  YHTAHUA 
подается на диод через фильтр низкой 
частоты (§) по центральному провод- 
нику коаксиала, который не только 
вышолняет — роль проводника в цепи 

питания, но й осуществляет связь актив-- 
ного элемента с резонатором. 
Резонатором является отрезок волно- 
вода, заключенный между [UONOM и 

короткозамыкающим поршнем. Отре- 
30K волновода, подключенный к держа- 
телю с диодом с другой стороны, и 
следующая за ним волноведущая линия 
исполняют роль нагрузки. 

В ходе эксперимента в цепи 
питания диода Ганна наблюдались как 
одночастотные, так и двухчастотные 
колебания низкой частоты. Установ- 

лено, что частоты и амплитуды таких 
колебаний — зависят OT — положения 

короткозамыкающего поршня и напря- 

— » ИСОЧНИКУ ПИГОНИЯ 

2 
Рис. 1. Конструкция СВЧ- генератора на диоде 
Ганна: / — отрезок прямоугольного металли- 
ческого волновода, 2 — короткозамыкающий 
поршень, 3 — диод Ганна, 4 — стержневой дер-— 
жатель, 5 — коаксиальная линия, 6, 7 — диэлект— 
рические прокладки, & — фильтр НЧ 

жения  смещения. “Частота  одной — из 

составляющих изменялась B пределах от 0.1 
до 2.0 МГц, частота второй — B пределах от 4.0 до 8.0 МГц. При этом соотношение 
частот не всегда равнялось целому числу. Значение амплитуд составляющих не 
выходило за диапазон от 0.5 до 2.0 В. 

При возбуждении в низкочастотных цепях СВЧ-генератора на диоде Ганна 
одночастотных колебаний наблюдалось изменение спектра выходного СВЧ- 

сигнала, характерное для его амплитудной модуляции низкочастотным сигналом. B 

случае возбуждения двухчастотных НЧ-колебаний спектр выходного сигнала 
принимал вид, характерный для частотной модуляции при больших значениях 
индекса модуляции [10] (рис. 2). Величина девиации частоты при этом 
определялась амплитудой НЧ-колебаний и крутизной зависимости частоты CBY— 
генератора от напряжения на диоде Ганна. Изменение положения короткозамы- 
кающего поршня также влияло на величину девиации частоты. В частности, с 
увеличением расстояния между плоскостью, в которой расположен диод Ганна, и 
поршнем величина девиации частоты увеличивалась и достигала значений до 40 
МГц. Отметим, что вариации частот и амплитуд НЧ-колебаний в рассматриваемом 

эксперименте  ограничивались  значе-- 
ниями — эквивалентных — параметров — 4, дБ 
конструктивных элементов НЧ- и CBY- 0.0 
контуров генератора. . ' 

Цля расширения представлений о -10.0 Е 
характере наблюдаемых явлений нами ° В 
был проведен модельный эксперимент, -20.0 

в ходе которого через цепь питания 
СВЧ-генератора, работающего в OHO— 300 
частотном режиме (режиме подавления 
низкочастотных колебаний), подавались — -40.0 

-40.0 -20.0 0.0 20.0 40.0 AF, мГц 

Puc. 2. Спектр частотно модулированного BbI— 

ходного СВЧ-сигнала 

гармонические сигналы низкой частоты 

от двух стандартных генераторов сиг- 

налов в диапазоне частот 0.01...2:10° Гц.



Как и ожидалось, B зависимости от напряжения питания на диоде Ганна при подаче 
внешних гармонических сигналов наблюдались как преимущественно амплитудная, 
так и частотная модуляции выходного СВЧ-сигнала с большим индексом 

модуляции. Подобный характер изменения преимущественного типа модуляции 
наблюдался как для внешних сигналов с одинаковыми частотами и разными 
амплитудами, так и в случае одинаковых амплитуд и различных частот. Было 
обнаружено, что при воздействии на СВЧ-генератор двух внешних НЧ-сигналов 
как с одинаковыми амплитудами и различными частотами, так и с одинаковыми 
частотами и различными амплитудами, существуют области параметров внешних 
сигналов, в которых при их изменении тип модуляции выходного СВЧ-сигнала не 
меняется. На рис. 3 на плоскости параметров внешних сигналов «частота — 
разность амплитуд» и «амплитуда — разность частот» показаны области преиму— 
шщественного существования частотной [ или амплитудной модуляции 2. В 
областях 3 при изменении параметров внешних сигналов тип модуляции выходного 
сигнала СВЧ изменяется. 

При анализе характера изменения спектра выходного сигнала в зависимости 
от разности частот внешних НЧ-сигналов было обнаружено, что величина 
девиации частоты, которая определяет ширину спектра, может изменяться BO 
времени, то есть при воздействии двух внешних сигналов происходит модуляция не 
только частоты СВЧ-сигнала, HO и величины девиации частоты. Для малых 

значений разности частот внешних сигналов (до 24 Гц) возможно изменение во 
времени величины девиации с частотой, равной разности частот подаваемых 
внешних сигналов (рис. 4). 

Следует отметить, что различные типы модуляции выходного сигнала при 
различных настройках СВЧ-генератора наблюдались и при подаче только одного 
внешнего низкочастотного сигнала, однако при этом преимущественно частотная 
модуляция наблюдалась в более узком диапазоне изменения параметров 

генератора, чем при воздействии двух внешних сигналов. 
Для выяснения условий возникновения многочастотной НЧ-генерации в 

СВЧ-генераторе на диоде Ганна использовалась его эквивалентная схема, 
представленная на рис. 5. При составлении эквивалентной схемы СВЧ-генератора 
предполагалось, что источник напряжения через цепь питания связан с диодом 

Ё Гц 4, МВ 

6 1500 
1.0-10 

1000 

5.0:10° й 
й, 

0.0 
107 1 10 10° 10°A4,B 10 102 10° 10" ARy 

a 6 
Рис. 3. Области существования частотной и амплитудной модуляции выходного СВЧ-сигнала на 
плоскости параметров внешних НЧ-сигналов: частота — разность амплитуд (а) и амплитуда — 
разность частот (6) 
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Танна и элементом связи, который, B Й 
свою  очередь, обеспечивает связь с 
резонансным контуром и нагрузкой. 
Цепь питания включает в себя фильтр 
НЧ. Диод Ганна представлен в виде 

эквивалентной — схемы, — содержащей 
параллельно соединенные нелинейные 
проводимость и реактивность ДИОдНойЙ 
структуры с подключенными COOTBETCT— 

вующим — образом — пассивными — й 2А7 Л 

реактивными элементами корпуса и 2А 

крепления. Элемент связи, в 3aBHCH— - 

мости от настройки генератора может 
иметь как емкостный, так и индук- Puc. 4. Качественный вид спектра выходного 
тивный  характер, а его  связь с СВЧ-сигнала при значениях разности частот 

„ одинаковых по амплитуде внешних НЧ-сигналов 
резонансным — контуром и HAarpy3KOH менее 24 Гц 
осуществляется через разделительные 
емкости. Нелинейная проводимость диода определяется из выражения для его 
вольтамперной характеристики i(U) [11] 

i(U) = enS{w(U + )/ + V(U + DYV, {1 + [(U+D)IV]4, 

где е — заряд электрона, п — концентрация электронов, S — площадь структуры, 
[ — длина структуры, и — подвижность носителей заряда, У, — скорость носителей 
заряда, У, , О — коэффициенты с размерностью напряжения. 

Система дифференциальных уравнений для напряжений и токов в 
рассматриваемой эквивалентной схеме, составленная  методом  переменных 
состояния и представляющая собой математическую модель генератора на диоде 
Ганна, имеет в этом случае следующий вид: 

ашас = 1(C)[ig ~i(U)]; dUdde=1/(C)(J, —iy); 

dU, Jdv = оС (Е ~U, )R, =JJ); 

аак = ог( -И —iRy); ок = V(oL YU, ~Uy); @ = V; 

К& 
R, ё L. == С 

" вО 
С. 

Рис. 5. Эквивалентная схема СВЧ-- генератора на диоде Ганна 
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dVide = V(L) (o), oL, — U(oL )i —R,V]; 

ас = V(R )[ав/а + аС, ~i/Co +J,), 

где / = с + iy + iy, Тн 00 

При проведении расчета по этим уравнениям методом Рунге — Кутты 
четвертого порядка значения элементов эквивалентной схемы определялись по 
экспериментальным и справочным данным. Были выбраны следующие значения: 
Е, = 3+10 B, R_ = 2+10 Ом, C, = 1072 +10°° Ф, В, = 0.5+2 Ом, д = 5107° Гн, 
С;= 210 Ф, L = 10T, С;= 10711, Ry=R=500Mm,L = (1-3)10 ?Гн, C.= (2+10)10 2., 
Емкость структуры была положена равной «холодной» емкости, (6+10)10-3Ф. B 
ходе компьютерного эксперимента исследовалась зависимость режима колебаний 
в цепи питания генератора от величины постоянного смещения и значений 
параметров элементов эквивалентной схемы. 

На рис. 6 представлены зависимости от времени напряжения на нагрузке для 
различных значений напряжения питания диода Ганна Ё, из которых следует, что 
при напряжениях, близких к пороговому, в НЧ-цепи могут возбуждаться 

двухчастотные колебания низкой частоты, составляющие спектра которых не 
связаны  целочисленными соотношениями. ©С ростом напряжения питания 

амплитуда более высокочастотной 

составляющей уменьшается и при £ >8 
Uik B колебания — становятся — одночас- 

/\ /\ /\ A тотными. Проведенное компьютерное 

\/ A v д& моделирование — подтвердило — возмож-— 

а \/ \/ \/ \/ ность возбуждения B цепи питания СВЧ- 

U, | генератора на диоде Ганна двухчас- 

тотных — низкочастотных — колебаний, 

/\ /\ /\ /\ составляющие — спектра  которых HE 

\/ \/ \/ V от всегда связаны целочисленными COOT— 
6 ношениями. 

Ui Таким — образом; показано, что 

/\ Д /\ /\ наличие в цепи смещения СВЧ-гене- 

‹ \ „ ратора на диоде Ганна низкочастотных 

\/ \/ \/ \/ ох колебаний может приводить преиму- 
8 щественно либо к частотной, либо к 

амплитудной — модуляции — выходного 
СВЧ-сигнада. В случае — частотной 

Рис. 6. Зависимость напряжения в нагрузке от МОДуляции выходНого сигнала величина 
времени для различных напряжений питания Девиация частоты MOXET  достигать 

диода Ганна E,: 4.7 В (а); 6 В (6); 8 В (в) значений до 40 МГц. 
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OUTPUT SIGNAL SPECTRA ОЕ ТНЕ GUNN-DIODE OSCILLATOR 
AT ТНЕ MODE ОЁ LF AND MICROWAVE OSCILLATION 

D.A.Usanov, S.B.Wenig, S.S.Gorbatov, E.V.Trufakin 

Results of experimental research of multifrequency LF oscillation (arising in the 
microwave Gunn oscillatior feed circuit) influence оп output signal spectrum of the Gunn 
oscillator are presented. Conditions оЁ such oscillation excitation in the circuit оЁ the 
oscillator are described theoretically. It was shown that the Gunn—oscillator output signal 

may be both predominantly amplitude—modulated and frequency—modulated. 
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МУЛЬТИФРАКТАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ 

А.Н. Павлов, А.Р. Зиганшин, В.С. Анищенко 

В работе рассматриваются  основные — принципы — мультифрактального 
формализма. Проводится мультифрактальный анализ последовательностей времен 

возврата B секущую плоскость для хаотического аттрактора, а также исследуются 
- изменения структуры сигналов артериального давления белой крысы, вызванные 
стрессом. 

Введение 

В последние годы в международной печати активно обсуждаются 
особенности мультискейлинговой структуры сигналов различной природы. Многие 
сигналы, которые приходится анализировать на  практике, могут - быть 
рассмотрены в качестве представителей специального класса сложных процессов, 
называемых «мультифракталами» [1-7]. Если простые (или монофрактальные) 
сигналы (например, 1//-шум) являются однородными в том смысле, что их 
скейлинговые свойства всюду остаются неизменными, TO мультифрактальные 

процессы допускают разложение на подмножества (участки) с различными 
локальными свойствами скейлинга [8]. Соответственно, для количественного 

описания данных объектов требуется большое число характеристик. ` 
Наличие мультискейлинговой структуры можно обнаружить в самых 

различных ситуациях: при анализе физиологических временных рядов [8,9] и 
символических последовательностей  [10-12], при  исследовании — явления 
турбулентности [13-15] и в задачах об одномерных случайных блужданиях [16,17], 
в броуновском движении [18] и многих других примерах [19-26). 

Чтобы количественно охарактеризовать мультискейлинговые  явления 
обычно привлекают мультифрактальный анализ (который также часто называют 
мультифрактальным — формализмом). Данный подход  первоначально  был 
предложен — для — статистического — описания — скейлинговых — особенностей 
сингулярных мер и предполагал введение в рассмотрение функции /(), 
называемой спектром сингулярности. Смысл этой функции состоит в следующем 
[18]. Предположим, что задана мера ц на некотором множестве. Если это 
множество покрывать сферами радиуса €, TO мера в каждой такой сфере зависит 
от радиуса по степенному закону вида ° 

w(e) ~ &%, () 
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где @, — «экспонента сингулярности», а индекс [ означает номер элемента 
покрытия. Чем меныше значение а,, TeM более сингулярной является мера W. 
Предел o=0 соответствует распределению меры, подобному функции Дирака [18]. 

Спектр сингулярности () характеризует зависимость числа элементов покрытия 
М, (для которых O, равно некоторому значению ) от величины € 

М (&) - ©® (2) 

В случае равномерного распределения меры на Ффрактальном множестве 
(классическим примером является канторово множество) (L=0=CONSt и спектр 
сингулярности представляет собой единственную точку на плоскости (а, f ). При 
неравномерном распределении меры (например, биномиальное распределение на 
канторовом — множестве [18]) функция flo) имеет — более — сложный 
(«колоколообразный») вид. 

На практике фракталы встречаются не только как сингулярные меры, но и 
как сингулярные функции. В связи с этим было предложено несколько обобщений 
концепции мультифрактальности на случай функциональных зависимостей. 
Наиболее удачным из них явилась разработка метода \УТММ («Wavelet transform 
modulus maxima»), позволяющего исследовать ` сложную структуру любых 
экспериментальных данных, включая нестационарные процессы. \УУТММ-метод 
базируется на вейвлет-анализе [27], который называют — математическим 
«микроскопом» из-за способности сохранять хорошее разрешение на разных 
масштабах. Привлекательность данного подхода состоит в TOM, что с его помощью 
можно анализировать как сингулярные меры, так и сингулярные функции; кроме 
того, он  является более  универсальным — аппаратом — для — исследования 
мультискейлинговых свойств объектов по сравнению с ранее разработанными 
алгоритмами, например, методом структурных функций [28]. 

\УУТММ-метод часто интерпретируют как обобщение классических методов 
покрытия множества сферами, кубиками и т.п. с той лишь разницей, что вместо 
вышеупомянутых элементов покрытия используются вейвлеты. Поскольку 
базисные функции вейвлет-преобразования являются хорошо локализованными 
(солитоноподобными), они представляют собой эффективный математический 
аппарат для анализа принципиально неоднородных (нестационарных) процессов. 
Детали \УТММ-метода обсуждаются в следующем разделе настоящей работы. 
Отметим, что переход от изучения сингулярных мер к сингулярным функциям (или 
временным рядам) сопровождается сменой используемых обозначений: вместо 
спектра — сингулярности flo) рассматривается  функция  D(h), имеющая 
приблизительно тот же смысл, где /1 называют еэкспонентой Хелдера или 
локальной экспонентой Херста (IO смыслу она аналогична o), а D(/) 
представляет собой фрактальную размерность подмножества анализируемых 
данных, которое характеризуется локальной экспонентой Л,. 

Математическое ‘определение экспоненты Херста Н звучит следующим 
образом [18]. Если g(x) есть функция, инвариантная по отношению к аффинным 
преобразованиям, то Ve К, ЗНей такое, что VA>0, 

g(xo + М) —'g(xo) = }‘H(g(xo'*'x) '—g(xo))' (3) 

Ecnu g представляет собой случайный процесс, равенство будет выполняться 

только при фиксированных значениях A и X,. В случае Н<1 функция g(x) является 
недифференцируемой |, IO аналогии с экспонентой сингулярности O, чем меньше 
Н, тем более сингулярна g(x). 

При исследовании мультифрактальных объектов локальные скейлинговые 
свойства отличаются для разных подмножеств анализируемых данных, поэтому 
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говорят о лоюкальных окенонситал Жорета (опоишшлтшя лолдора) f1(x), которыс 

вводятся путем незначительного изменения определения Н (3) 

18( + 1) —g(x )l ~ СР®) (4) 

и характеризуют локальное сингулярное поведение объекта исследования. Как 

отмечается в [8], мультифрактальный подход для сигналов потенциально способен 
характеризовать широкий класс процессов, являющихся более сложными по 
сравнению с процессами, для описания которых достаточно одного числа 
(единственного значения фрактальной размерности). Несмотря на то, что 
концепция мультифрактальности разрабатывалась для класса самоподобных 
функций, WTMM-MeTog формально может применяться и при отсутствии 

фрактальных свойств анализируемого объекта. При этом, однако, возможна не 
вполне корректная интерпретация результатов [29], о чем будет упомянуто при 
изложении деталей алгоритма. 

Целью — настоящей — работы — является — выявление — особенностей 
мультискейлинговой структуры временных рядов различного происхождения. 
Наряду с тестовым примером, рассматриваемым для наглядного изложения 
работы — \УТТММ-метода, мы — проводим мультифрактальный анализ 
последовательностей времен возврата в секущую плоскость для хаотического 
аттрактора, а также исследуем изменения мультискейлинговой структуры 
сигналов артериального давления белой крысы, вызванные стрессом. 

1. Мультифрактальный формализм 

Подробное описание \УТММ-метода приводится в работе [18]. Учитывая, 

что эта работа может быть недоступна российскому читателю, мы решили 
изложить в данном разделе основные детали алгоритма. 

На первом шаге осуществляется вейвлет-преобразование функции g(x) 

T, [8](rpa) = Val_g(w, [(x —x,)/aldx, (5) 

где в качестве #(х,) обычно выбирают функцию распределения в точке л), @ — 
масштабный коэффициент, \у — базисная функция вейвлет-преобразования, 
сконструированная, например, на основе производных функции Гаусса 

Ш(т) - (_1)… д/дх т[СХР(—х 2/2)] (6) 

Если говорить о вейвлет-анализе как O математическом «микроскопе», TO а 
определяет увеличение микроскопа, а \у — оптические качества. 

Выбор базисной функции (B данном случае, выбор параметра т), как 
правило, определяется TeM, какую информацию необходимо извлечь из g(x). С 
одной стороны, увеличение т позволяет проигнорировать крупномасштабные 
полиномиальные составляющие (устранить тренд) и анализировать мелко- 
масштабные вариации данной функции [27]. С другой стороны, многократное 
дифференцирование приводит к увеличению числа линий локальных экстремумов 
вейвлет-коэффициентов и появлению «ложных» линий (этот эффект будет 

рассмотрен позднее). 
Если анализируемая функция g(x) непрерывно дифференцируема в точке X, 

вплоть до производной порядка т, то коэффициенты ее вейвлет-преобразования 
при X=X, подчиняются неравенству 
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T lglCpa) sa™, —а —› 0" (7) 

Для функции g(x), имеющей особенности в точке X=X, локальное сингулярное 
поведение характеризуется экспонентой Хелдера /(х,) 

Т[8]( оа) ~ а*С®, — а —› 0" (8) 

Как отмечается B [27], вейвлет-преобразование устроено таким образом, что 
T,[8](xpa) является регулярнои функцией даже при нерегулярной g(x). Вся 
Ш{формация о возможной особенности g(x) (включая ее локализацию X, и 
показателъ h(x,)) заключена в асимптотическом поведении козффициентов 
Т/8](хоа) при малых а. Если коэффициенты на малых масштабах расходятся, то & 
имеет особенность в X, И экспонента Хелдера может быть определена путем 
представления зависимости (8) в двойном логарифмическом масштабе и вычисле-— 
ния наклона 07 /[#](хоа) от Ina. Если коэффициенты Т „[8]Схоа) близки к нулю B 
окрестности X, ‘на малых масштабах, то g является регулярнои в этой точке. 
Важное обстоятельство при расчете хелдеровских экспонент состоит в TOM, что 
искомые характеристики не зависят от выбора базисных функций вейвлет- 
преобразования, что позволяет говорить O TOM, что анализ локальной 
регулярности в некотором смысле универсален [18]. 

Второй шаг \\ТММ-метода предполагает выделение «скелетона» [18] 
(линий локальных экстремумов коэффициентов T, [¢](x,,a) на каждом масштабе а 
ИЛИ что эквивалентно, линий локальных Максимумов модулей коэффициентов 
Т/8}(хо@)!) и построение частичных функций 7(4,а), в простейшем случае по 

: фОРМУЛе 
7(а =2 IT,[gl(x(a), а), 9) 

leL(a) 

где L(a) - множество всех линий (/) максимумов модулей вейвлет-коэффициентов, 
существующих на масштабе @а; х/(а) характеризует расположение на этом 
масштабе максимума, относящегося к линии [. Определение (9) He подходит для 
отрицательных значений ¢, поскольку возможна ситуация, когда"!Т[2](+/(а)‚а)!=0. 
В связи с этим на практике используется другая формула 

Z(g.a) :13@ (sup IT, [g](x (@), a)I)", (10) 

то есть выбирается максимальное значение модуля коэффициентов вейвлет- 
преобразования вдоль каждой линии на масштабах, меньших заданного значения 4. 
Согласно [18], выполняется следующая зависимость: 

Z(gq.a) - a™@, (11) 

где величину т(4), определяемую для некоторого значения ¢ путем вычисления 
наклона InZ(g,a) от Ina, называют скейлинговой экспонентой. Вариация степеней 4 

при построении частичных функций (10) позволяет получить линейную 
зависимость 7т(4)=@Н-1 для монофрактальных объектов (H=dt/dg=const) и 
нелинейную зависимость т(4)=дй-0(1) с большим числом хелдеровских экспонент 
h=dtldg#const в случае мультифракталов. - 

При некоторых значениях д скейлинговые экспоненты т(д) имеют простую 
ивтерпретацию [8]. Так, существует взаимосвязь между т(2) и скейлинговой 
экспонентой спектральной плотности мощности S(f) ~ 1// В 

В =2 +т(2). (12) 
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Z(g.a) отражает OCOGEHHOCTH  скейлинга для больших  флуктуаций mpu 
положительных ¢ и малых флуктуаций при отрицательных д. Взаимосвязь между 
основными — величинами, рассматриваемыми в рамках \У/ТММ-алгоритма, 

определяется преобразованием Лежандра : 

D(h) = ай —<(4). (13) 
Мультифрактальный анализ представляет собой мошный математический 

аппарат, позволяющий характеризовать важные особенности сложной структуры 
процессов. Как отмечается в [18], существует аналогия между мультифрак- 
тальным формализмом и статистической термодинамикой: при изучении 
сингулярных мер переменные ¢ и т(4) играют ту же самую роль, соответственно, 
что и величина, обратная температуре, и свободная энергия в термодинамике, а 
преобразование Лежандра (которое в случае сингулярных мер имеет вид f{o)= 
= min [40 — +(4)]) означает, что вместо таких термодинамических характеристик 
как энергия и энтропия рассматриваются @ и flo). Сам термин «мультифрак-— 
тальный формализм», подразумевает некий подход, в рамках которого спектр 
сингулярности f{0.) может быть рассмотрен как преобразование Лежандра от т(4). 

Если речь идет об изучении сингулярных мер W, то при осуществлении 
вейвлет-преобразования в качестве g(X) выбирают функцию распределения 

X 

g(x)=|,t(—oo,x]:f_w 4и. При анализе символических последовательностей (например, 
цепочка нуклеотидов молекулы ДНК) они обычно преобразуются в бинарные 
последовательности и(;)=+1 (B зависимости от того, какой нуклеотид встречается 
под номером i), после чего рассматривается задача об одномерных случайных 
блужданиях «random walk» [30] 

a(k) = % u(i). (14) 
Проводя мультифрактальный анализ зависимости g(k), можно говорить об 
отсутствии корреляций в символической последовательности, если экспоненты 
Хелдера й=0.5, и о наличии корреляций при А+0.5 (иногда говорят также O 
корреляциях #>0.5 и антикорреляциях 1<0.5 [30]). 

Заметим, что процедура анализа  мультискейлинговых  явлений  для 
одномерных случайных блужданий (13) приводит K тем же самым результатам, что 
и рассмотрение B качестве 2(х) исходной бинарной последовательности #(7)=и(г), 
HO в последнем случае нужно еще исключить множитель 1/а перед знаком 
интеграла в (5). 

Несколько сложнее OOCTOMT дело с временными — рядами.  Если 
анализируются сингулярности некоторого сигнала $(!), то B качестве g(x) в (5) 
может рассматриваться либо сам сигнал §(f) (соответственно, интегрирование 
будет проводиться по времени), либо функция распределения (по аналогии с 
«random walk» можно рассмотреть интеграл с переменным верхним пределом от 
s(¢)). Как следствие, численные значения экспонент Хелдера могут различаться 
(обычно на 1). Согласно зависимости (7), тот ke эффект будет наблюдаться, если 
убрать множитель 1/а в (5). В известной литературе по мультифрактальному 

анализу He всегда четко оговаривается, что выбирается в качестве g(x) — 
характеризуются — сингулярности — самого — процесса — либо — его — функции 
распределения. В нашей работе проводится анализ локальной сингулярности 
функций — распределения — независимо от выбора  объекта — исследования 
(сингулярные меры либо временные ряды). 
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2. Тестирование УУТММ-метода 

Рассмотрим классический пример — канторово множество. Процедура его 
построения состоит в следующем: отрезок [0,1] делится на 3 равные части, после 
чего средняя часть выбрасывается. Затем те же операции проводятся с двумя 
оставшимися частями и т.д. На некотором шаге л данной процедуры мы получим 2" 
равных отрезков, каждый длиной 37" 

Предположим теперь, что на канторовом множестве задано равномерное 
распределение меры й (например, массы), и для покрытия  множества 
рассматриваются 2 элементов (окружностей) размера £=37". Mepa, попадающая в 

каждый из этих элементов, будет равна w(Bx (e))=27", где через Bx(e) обозначена 
окружность с центром в точке X, и диаметром е. Согласно формуле (1), экспонента 
сингулярности @, определяемая наклоном зависимости Inu(Bx(e)) от №е, 
принимает значение o=In2/In3. (B пределе е—›(0* это значение экспоненты 
соответствует каждой точке канторова множества). В рассматриваемом примере 
размерность Хаусдорфа d,=0=In2/In3, а спектр сингулярности /(о) состоит U3 
одной точки (f{o)=d,=a) [18] (puc. 1). 

Для проведения численного ана— 
о)) . лиза канторову множеству ставится B 

соответствие бинарная последователь- 
ность, состоящая из нулей и единиц 
(нули обозначают выбрасываемые при 
построении ряда части отрезка). Таким 

0.60 образом, данный ряд вначале (n=0) 
COCTOMT из одного элемента «1», на 
первом этапе — из трех «101», на втором 

0.55 
0.55 0.60 0.65 o — из девяти «101000101» и т.д. Функция 

распределения для бинарной последо- 
вательности (можно определить g(x): 

Ё(Ё‹;.т Bi. Спектр сингулярности канторова MHO— [0,1]-[0,1]) представляет собой «чер- 

: ° тову лестницу» (рис. 2, а). 
Выбрав в качестве базисной функции \`„ МБа!-вейвлет (n=2) и следуя 

алгоритму, изложенному в предыдущем разделе, на первом этапе мы провели 
вейвлет-преобразование функции 2(х) и выделение линий локальных максимумов 
модулей вейвлет-коэффициентов (рис. 2, 6). Как видно из рисунка, число 
локальных максимумов уменьшается при увеличении масштаба а. В соответствии с 
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Рис. 2. а — функция распределения бинарной последовательности, 6 — линии локальных 
максимумов (черные кружочки) и минимумов (белые кружочки) вейвлет-коэффициентов
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Рис. 3. Значения хелдеровских экспонент, вычисленные по различным линиям локальных 
максимумов модулей вейвлет-коэффициентов при: Юа20 (а); 1па21 (6); та?4 (в) 

(8), локальное сингулярное поведение g(v) может анализироваться путем 
построения зависимости 107 [2](х,а) от ша ° и вычисления наклона аппроксими— 
рующей прямой. Результаты расчетов, проведенных для различных линий 
локальных максимумов, представлены на рис. 3, а. Наряду с ожидаемым значением 
h=In2/In3 для некоторых линий (преимущественно самых коротких) получены 
значения хелдеровских экспонент, варьирующиеся в широких пределах. Картина 
меняется, если исключить из рассмотрения линии, «обрывающиеся» на малых 
масштабах и рассматривать степенные зависимости вейвлет-коэффициентов, 
например, при Ine>1 (рис. 3, 6) или Ina>4 (рис. 3, в). Если для конкретной линии 
степенная зависимость (8) He выполняется, TO есть вычисленное значение 
экспоненты А отличается от теоретического, то мы классифицируем ее как 
«ложную». (Это не означает, что сама линия получена вследствие численных 
ошибок, возникающие проблемы, по-видимому, связаны с плохим разрешением на 
малых масштабах). На практике изучение скейлинговых особенностей проводится 
при не слишком малых масштабных коэффициентах (мы выбирали обычно 
Ina=0.7). 

Непосредственные оценки экспоненты /i M3 степенных зависимостей для 
вейвлет-коэффициентов могут быть менее точны, чем определение спектра 
скейлинговых экспонент 1T(g) частичных функций и вычисление локальных 
наклонов й=фиаа (второй этап \УТММ-метода). При болыпом числе элементов 
бинарной последовательности (большом числе шагов л при построений канторова 
множества) численно найденные значения / и спектра сингулярности D(h) 
практически не отличаются от теоретических. Tak, B наших расчетах для n=10 
ошибка не превышала 1 %. 

Если в качестве анализирующего вейвлета используются производные 
высокого порядка функции Гаусса (большие значения параметра т в (6)), то число 
«ложных» — линий — локальных — максимумов |Тш[3](х0‚а)| возрастает, — что 
обусловливается осциллирующими «хвостами» солитоноподобных функций W™, 

Поэтому при проведении мультифрактального анализа бывает целесообразно 
ограничиваться малым значением т (обычно m<2). 

Мы рассмотрели случай равномерного . распределения меры ц на 
фрактальном множестве. Если мера распределена неравномерно, спектр 
сингулярности — усложняется. Для  иллюстрации — проанализируем — случай 
биномиального распределения [18]. Предположим, что отрезок [0,1] вновь делится 
на 3 равные части; средняя часть выбрасывается, HO теперь мы приписываем 
разные весовые коэффициенты p, и p,=(1 —p,)#p, двум оставшимся ивтервалам, 
[0,1/3] и [2/3,1]. Если вначале (n=0) мы примем для всего интервала [0,1] u,=1, то 

* й 
Поскольку осуществлен переход к фрактальной функции, мы можем говорить об 

экспонентах Хелдера /(х), которые по смыслу аналогичны O и принимают те же значения. 
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на первом шаге процедуры построения канторова множества двум отрезкам 
соответствуют меры U, =P,y И 1;=(1-р,)и. При последующих шагах используются 
те же самые весовые коэффициенты p; и p,, когда проводится деление на части 

каждого U3 отрезков. 
Покрывая — фрактальное — множество — окружностями — радиуса e=37", 

рассмотрим крайний левый и крайний правый отрезки. Для первого из них 
(содержащего точку x,=0) Mepa, попадающая в окружность B, диаметра &, равна 
w(B,)=p,"u=p,". Tlosromy, согласно (1), o(0)=lnp /In(1/3). Аналогично, для 
крайнего правого отрезка, содержащего точку X =1, можно записать o(1)=Inp,/ 
In(1/3). Поскольку изначально ру#р,, то и 0(0)+(1). Соответственно, спектр 
сингулярности /{(а) уже не будет состоять только W3 одной точки. Рассмотрим 
сложную структуру спектра сингулярности мультифрактальных объектов на 
конкретных примерах. 

3. Мультискейлинговая структура времен возврата 

Проанализируем структуру последовательности времен возврата в секущую 
плоскость для хаотического аттрактора. С этой целью выберем в качестве 
системы, демонстрирующей хаотический режим динамики, модель Ресслера 

dxldt = — (y + z), 

dyldt = х + 0.15y, 

аиа =02 + z (х - 10) 

(15) 

и зададим уравнение секущей в виде х=© (@=соп5!). Подставляя разные значения 
постоянной ©, рассмотрим как случай «правильного» задания секущей Пуанкаре 

(когда все траектории ее пересекают, причем, трансверсально), так и случай 
«неправильного» выбора секущей (часть траекторий в фазовом пространстве не 
пересекает плоскость х=@, либо касается ее). Оба эти случая представляют 
интерес ` при  изучении  процессов . преобразования  сигналов — пороговыми 
устройствами, если требуется охарактеризовать свойства сигнала на входе 
устройства путем анализа последовательности временных интервалов между 
моментами превышения порогового уровня. (Takue задачи возникают, например, B 
нейродинамике: в простейших моделях, описывающих работу нервных клеток, 
генерация импульсов происходит при превышений входным сигналом постоянного 
значения ©=const [31,32]. Смещение порога или, что эквивалентно, изменение 
амплитуды — колебаний . Ha входе  приводит K — изменению — структуры 
последовательности времен между моментами генерации импульсов [33-37].) 

Рассмотрим вначале случай, когда все фазовые траектории пересекают 
плоскость ©=const. При указанных значениях управляющих параметров системы 
Ресслера с этой целью можно выбрать широкий диапазон значений порогового 
уровня (приближенно 101<5.3). На рис. 4, а приводятся результаты расчета хел- 
деровских экспонент для времен возврата при двух произвольно выбранных 
уровнях ©, принадлежащих данному диапазону: ©=1 и ©=3. Обращают на себя 
внимание следующие два обстоятельства. Первое: даже незначительное го 
сравнению с амплитудой колебаний x(f) смещение плоскости х=© от начала 
координат (точнее, от состояний равновесия системы, вокруг  которых 
осуществляется движение в фазовом пространстве) приводит к существенному 

изменению локальной регулярности анализируемых данных. Для ©=1 среднее 
значение хелдеровских экспонент A равно примерно 0.05, для ©=3 h=0.4. Второе: 
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смещение порога приближает значения хелдеровских экспонент K уровню A=0.5 
(пунктирная линия), соответствующему случаю отсутствия корреляций в 
последовательности временных интервалов. Если для ©=1 мы можем говорить O 

сильных корреляциях, при увеличении порога корреляции становятся слабее. Для 
иллюстрации на рис. 4, а приводятся результаты мультифрактального анализа 

BpeMeH возврата для ©=15 («неправильный» выбор секущей Пуанкаре). B 
последнем случае /=0.5 при ¢=0 (что соответствует максимуму спектра 
сингулярности D(h) — рис. 4,6). 

Аналогичные выводы могут быть сделаны на основе других методов анализа 
‚ мультискейлинговой структуры временных рядов, в частности, на основе DFA-— 
алгоритма (detrended fluctuation analysis [30]). Данный метод также позволяет 
убедиться в изменении скейлинговых особенностей последовательности времен 
возврата при увеличении параметра © и происходящем при этом уменышении 
корреляций. Более детальное исследование мультискейлинговой структуры 
временных интервалов свидетельствует о TOM, что зависимость численных 
значений экспонент Хелдера от порога является сложной и нелинейной: в 
небольших диапазонах по параметру © увеличение порога может приводить -K 
уменьшению А (увеличению корреляций), тогда как при расширении диапазона 
изменения © общая тенденция, отмеченная выше, сохраняется. В настоящее время 
неясно, с чем может быть связан такой эффект. 

На рис. 4, 6 изображены спектры сингулярности при двух значениях порога. 
Полученная «колоколообразная» структура зависимости () является типичной 
для мультифракталов. В рассматриваемом примере размерность Хаусдорфа 
D(g=0)=1 и практически не зависит от ©. (Небольшие отличия максимального 
значения D связаны с погрешностями аппроксимации зависимостей Ю07(а, а) от Ina 
при вычислении скейлинговых экспонент.) Более информативными являются 
значения Л, соответствующие ¢=0 (иногда рассматривают /(4=1)), и диапазон 
изменения — хелдеровских — экспонент. — Если — локальные — скейлинговые 
характеристики для различных подмножеств меняются незначительно (малый 
диапазон значений /1), можно говорить O TOM, что анализируемый временной ряд 
относится к монофрактальным объектам. 

Как отмечается в [29], «колоколообразная» форма спектра сингулярности 
может быть даже в том случае, когда УУ/ТММ-метод применяется для обработки 

сигналов, He обладающих мультифрактальными свойствами. Если временной ряд 

характеризуется не бесконечным числом величин, описывающих особенности 
скейлинга, а конечным (небольшим) набором хелдеровских экспонент, TO 
непрерывная зависимость О(А) представляет собой огибающую истинного спектра 

A l‘ii—i-'I‘;‘Ei_iIxgzl 5 D — 

FELT I т e=1 

04 Fezssssssas3333T ЕЕ 1.0} 6=15 - 
L ©=3 

0.2 + 0.95 + 
жж ©=1 

00 ЁЁ}:'Ё'}:'_Е ЕН—Ъ{— I IH 0.90 
‚ 

-2.0 -1.0 0.0 1.0 q 0.0 0.2 0.4 й 

а 6 
Puc. 4. Мультифрактальный анализ времен возврата. а — зависимости A{g), вычисленные при 

различных значениях порогового уровня; 6 — типичная форма спектров сингулярности 
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сингулярности. Последнее  означает, что, получив  результаты,  подобные 
изображенным на рис. 4, а, 6, в общем случае мы HE можем сказать достоверно, 
существуют ли участки временного ряда, где й принимает значение, например, 

0.55+0.03? Bo избежание  сложностей B — интерпретации — результатов, 
целесообразнее не анализировать, конечно или бесконечно число скейлинговых 
характеристик, а рассматривать \У'ТММ-метод как математический аппарат, 
позволяющий оценивать диапазон изменения хелдеровских экспонент (то есть 
степень сингулярности) и характеризовать наличие корреляций различной 
длительности в сильно неоднородных (нестационарных) временных рядах. 

4. Мультифрактальный анализ сигналов биологического происхождения 

Привлечение аппарата мультифрактального формализма для исследования 
скейлинговых особенностей физиологических сигналов началось сравнительно 
недавно. В работе [8] проводился анализ мультискейлинговой структуры 
последовательностей кардиоинтервалов (R~ R), зарегистрированных в дневное и 
ночное время у относительно здоровых людей и у людей с нарушениями 
нормального функционирования сердечно-сосудистой системы. В [9] осущест- 
влялось сравнение \УТММ-- и ОЕА-алгоритмов и иллюстрировалось применение 

обоих подходов K анализу RR-wHTepBanoB. Визуально форма спектров сингуляр- 
ности кардиоинтервалов напоминает зависимости О(/), представленные на рис. 4, 6. 
(Как отмечалось, «колоколообразный» вид данных зависимостей является 
типичным для мультифрактальных объектов.) В диагностических целях интерес 
представляют численные значения хелдеровских экспонент и диапазон их 
изменения [8]. 

Мы решили проиллюстрировать работу \У'ТММ-метода на другом примере — 
сигналах — артериального давления  белой — крысы,  зарегистрированных — у 
бодрствующих крыс прямым способом (через вживление артериального катетера). 
Эксперименты — проводились следующим образом. Вначале  осуществлялась 
регистрация артериального давления в условиях свободного поведения животных 
(B течение 2-х часов), затем через венозный катетер вводился обзидан (препарат, 
блокирующий адренорецепторы, то есть блокирующий влияние симпатической 
нервной системы на сердечно-сосудистую систему, что приводит к урежению 
сердечного ритма) и проводилась запись артериального давления в течение еще 
2—х часов. На следующий день крыса подвергалась стрессорному воздействию, 
которое приводило к нарушениям микроциркуляции и сократительной функции 
миокарда. Через 30 минут после окончания стресса вновь вводился обзидан и 

проводилась 2—часовая регистрация. - 
Чтобы ответить на вопрос об эффективности привлечения аппарата 

мультифрактального формализма для обработки сигналов, полученных в ходе 
данных экспериментов, нами были произвольно отобраны пять крыс, реализации 
артериального давления которых исследовались на основе \УТММ-метода. (Мы 
ограничились небольшой базой данных, поскольку целью исследования на данном 
этапе являлось не накопление статистического материала, а выяснение вопроса: 
вызывает ли введение адреноблокаторов и стрессорное воздействие изменения 
локальной регулярности сигналов, либо скейлинговые характеристики остаются 
неизменными.) 

Мультифрактальный — анализ — проводился — для — последовательностей 

временных интервалов между моментами превышения артериальным давлением 
порогового значения (аналог времен возврата в секущую Пуанкаре для 
хаотического аттрактора). Предварительно исходные сигналы подвергались 
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Рис. 5. Мультифрактальный анализ сигналов артериального давления белой крысы (различные 

типы реакции на стресс). Черные кружочки соответствуют зависимостям /(4) до cTpecca, белые — 
во время стресса 

фильтрации с целью устранения «плавающего» среднего уровня (тренда). Для 
фильтрации использовались методы, ранее применяемые нами при обработке RR-— 
интервалов [38]. Результаты мультифрактального анализа сводятся к следующему. 

* Блокирование влияния симпатической нервной системы, вызванное 
введением обзидана, практически не сказывается на локальной регулярности 
анализируемых временных рядов. Во всех экспериментах с обзиданом численные 
значения хелдеровских экспонент либо оставались неизменными (B пределах 
точности вычислений), либо менялись, но очень незначительно (M3 пяти крыс у 
одной по реализации артериального давления было зафиксировано небольшое 
уменышение экспонент Хелдера, еще у одной — небольшое увеличение /(4), в трех 
случаях зависимость А(д) не менялась по сравнению с исходным состоянием). 
Таким образом, мультискейлинговая структура записей артериального давления 
почти не претерпевает изменений при введении адреноблокатора (либо они не 
настолько значительны, чтобы их можно было продиагностировать на основе 
мультифрактального формализма). Заметим, что в отличие от скейлинговых 
свойств  некоторые  статистические  характеристики — случайных — процессов 
(например, среднее значение) меняются при введении обзидана. 

» Стресс вызывает существенные изменения структуры временных рядов, 

хотя реакция на стресс может быть различной. Для анализируемой небольшой 
базы данных мы обнаружили два типа реакции: стресс приводил либо к заметному 
уменышению  хелдеровских экспонент, TO есть K изменению — локальной 
регулярности сигналов, которое было зафиксировано у четырех крыс (рис. 5, а), 
либо к изменению диапазона значений /(4), зафиксированному у одной крысы 
(рис. 5, 6). Последняя реакция наиболее интересна с точки зрения методов 
мультифрактального анализа: в результате стресса мультифрактальный процесс 
(сигнал артериального давления крысы в исходном состоянии) становится 
монофрактальным. Таким образом, исследование стрессорных воздействий B 
некоторых случаях может рассматриваться как анализ переходов от моно- K 
мультифрактальной структуре и наоборот. Поскольку наши эксперименты 
проводились на небольшом числе животных, в настоящее время мы не можем 
говорить о TOM, насколько типична та или иная реакция на стресс, однако можем 
констатировать, что аппарат  мультифрактального формализма  позволяет 
фиксировать изменения локальной регулярности сигналов при стрессорных 
воздействиях. 
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Заключение 

В настоящей работе рассмотрены основные принципы мультифрактального 

формализма и описан алгоритм, позволяющий анализировать — локальное 
сингулярное поведение объекта исследования (Wavelet transform modulus maxima 
method). Данный алгоритм был протестирован нами на нескольких примерах (B 
статье мы ограничились только одним из них — канторовым множеством) и 
применен для анализа мультискейлинговой структуры сигналов  различной 
природы. В частности, при исследовании последовательностей времен возврата B 
секущую Пуанкаре для хаотического аттрактора показано, что скейлинговые 
характеристики являются чувствительными K  незначительным — смещениям 
секущей x=O=const; удаление данной плоскости от состояний равновесия 
динамической системы, относительно которых происходит движение в фазовом 
пространстве, — приводит K — уменьшению — корреляций — в — дискретных 
последовательностях. Нами было рассмотрено применение мультифрактального 
анализа для обработки данных медико-биологических экспериментов (записей 
артериального давления белой крысы в различных состояниях: в условиях 
свободного поведения, после введения адреноблокатора и при стрессе). 
Обнаружено, что блокирование эвлияния симпатической нервной системы 
практически не сказывается на локальной регулярности сигналов, тогда как 
стрессорные воздействия вызывают существенные изменения хелдеровских 
экспонент и/или диапазона hi(g). Показано, что возможны ситуации, когда стресс 
приводит к переходам от мульти- к монофрактальной структуре (упрощению 
процесса) и наоборот. 

Мультифрактальный анализ B настоящее время приобретает все большую 
популярность для обработки нестационарных данных  самого — различного 
происхождения. Детальные исследования структуры сигналов на базе вейвлет- 
преобразования и попытки проанализировать с помощью данного «микроскопа» 
изменения свойств изучаемых продессов на различных масштабах порой приводят 
к осознанию того, что рассматриваемые временные ряды являются по своей 
структуре даже еще более сложными, чем предполагалось paHee. Учитывая 
особенности и преимущества вейвлет-анализа, пожалуй, наиболее эффективного 

средства для обработки нестационарных сигналов, можно предположить, что 
интерес к мультифрактальному формализму будет расти в первую очередь в тех 
задачах, где требуется анализировать сильно неоднородные и нестационарные 
процессы, K которым  неприменимо большинство классических — методов 
статистической обработки данных. С этой точки зрения нам представляется 
перспективным — продолжение — исследований — по — привлечению — аппарата 
мультифрактального формализма для анализа сложной структуры данных медико- 
биологических экспериментов. 

Авторы выражают признательность Н.Б. Игошевой за предоставленные 
записи артериального давления крыс и за обсуждение результатов. 
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MULTIFRACTAL ANALYSIS ОЁ TIME SERIES 

А.М. Paviov, A.R. Ziganshin, V.S. Anishchenko 

Main principles of multifractal formalism are discussed. Multifractal analysis of 
sequence оЁ the phase space trajectory return times to the Poincare section is performed. 
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икладные залачИ et ORI 
ДР—НЁЛШЮИНОИ теории колебаний и волн 

И ннн o —————————————————— 

Изв. вузов «ПНД», т.9, № 3, 2001 УДК 517.9 

K ВОПРОСУ О РАЦИОНАЛЬНОМ ВЫБОРЕ 
ИНТЕРВАЛА ДИСКРЕТИЗАЦИИ ПРОЦЕССОВ, 

В СПЕКТРЕ КОТОРЫХ ИМЕЕТСЯ ДОМИНАНТНАЯ ЧАСТОТА 

О.Я. Бутковский, Ю.А. Кравцов 

Проанализированы основные положения, лежащие в основе общенринятой 

оценки 1=(0.2...0.3)T,, связывающей длительность интервала дискретизации T CO 
временем корреляции хаотического процесса T. Показано, что из двух масштабов, 
характеризующих корреляционную функцию процессов, CHEKTP которых содержит 

доминантную частоту, на роль т может претендовать только короткий масштаб, 

сравнимый с периодом доминантных колебаний. При таком выборе T соблюдаются 

требования, налагаемые на интервал дискретизации т теоремой Котельникова. 

Вопрос о рациональном выборе интервала дискретизации T, то есть 
интервала между последовательными отсчетами в задаче об адекватном (без 
заметной потери информации) представлении непрерывного сигнала  y(r) 
дискретным временным рядом {y(1)}={y(kt)}, представляет интерес для множества 
систем, использующих цифровую обработку сигналов, в том числе и, в первую 
очередь, для радиотехнических и связанных систем и систем автоматического 
управления. 

Bo многих руководствах, (см. например, 1-3), для выбора т рекомендуется 
оценка 

т = (0.2...0.3)т,, (1) 

где т — время корреляции процесса, подвергаемого дискретизации. Оценка (1) 
широко используется, в частности, при дискретном представлении хаотических 
процессов для задач восстановления аттракторов и для оценки размерности 
хаотических систем [4-6]. В нашем недавнем обзоре [7] мы рекомендовали 
читателям «ИПНД» оценочную формулу (1) для практического использования при 
решении обратных задач хаотической динамики. 

Общепринятые — рекомендации (1) были . подвергнуты — критике в 
комментариях [8], опубликованных от имени редколлегии журнала «Прикладная 
нелинейная динамика» в том же номере, что и наш обзор [7]. В комментариях 
проведев анализ хаотической системы Ресслера и на основании этого анализа 

сделан вывод, что оценка (1) дает слишком большие значения интервала T, 
выходящие за границы, регламентированные теоремой Котельникова. 

Понимая важность проблемы адекватного выбора интервала дискретизации 
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T для решения многих задач нелинейной динамики (B этом вопросе мы полностью 
солидаризируемся с мнением редколлегии), B данной работе мы хотели бы, исходя 
из первых принципов, уточнить интерпретацию времени корреляции T, в оценке 
(1), с тем чтобы исключить нарушение условий, налагаемых теоремой 
Котельникова. 

Приводимое ниже уточнение, стимулированное комментариями [8], касается 
процессов, B спектре которых имеется доминантная частота. Ниже мы покажем, 
что корреляционная функция таких процессов характеризуется двумя временными 
масштабами — коротким T, И длинным T, При этом в соответствии со CMBICIOM 
теоремы Котельникова B оценке (1) должен фигурировать короткий масштаб T, @ 
не масштаб T ,, как это было принято в [8]. Тем самым B оценке (1) ликвидируется 
неоднозначность, которая может привести к нарушению условий применимости 
теоремы Котельникова. 

Рассмотрим сначала ограничения на интервал дискретизации, вытекающие 
из теоремы Котельникова. Верхний предел для допустимой длительности 

интервала дискретизации т устанавливает теорема Котельникова (см., например, 
[9]), согласно которой 

тахт = 1/(2F ), (2) 

где F_ — Это максимальная частота (верхняя граница) спектра. На практике под 
Е ах понимают интервал частот, отсчитываемый от нулевой частоты, в котором 
содержится основная доля (50% или 90% ) энергии исследуемого процесса. 

Практические — рекомендации — для — первичного — выбора — интервала 
дискретизации были выработаны ещё на заре развития цифровых методов 
обработки сигналов. Согласно этим рекомендациям, интервал дискретизации т 
следует выбирать так, чтобы на наименьших квазипериодах (наименьших 
характерных временных интервалах) исследуемого процесса Т. укладывалось не 
менее 6-10 отсчетов [1-3], 

<< (1/10... 1/б)Т _, . (3) 

Очевидно, такой выбор T согласуется с требованиями теоремы Котельникова (2), 
так как длительность минимального квазипериода Г сопоставима с МР ае В 
результате чего т заведомо не может превысить maxt = 1/(2Ё ). 

Оценка (3) носит ориентировочный характер. В каждом конкретном случае 
в зависимости от условий задачи и от возможностей, которыми располагает 
пользователь, возможна та или иная оптимизация т. Если верхний предел для 
времени дискретизации т регламентирован требованиями теоремы Котельникова 
(2), то нижний предел ограничен иными условиями. Дело в TOM, что при снижении 
< возникают по меньшей мере три нежелательных эффекта. 

Во-первых, при 0 заметно возрастает общее число отсчетов N=1/1 внут- 
ри выборки длительностью Т, что существенно усложняет обработку массива 
данных {)}. Во-вторых, с уменьшением T обратная ковариационная матрица, 
построенная на отсчетах у, становится плохо обусловленной [1-3], при этом 
многие алгоритмы обработки, в частности, регрессионный и авторегрессионный 
алгоритмы экстраполяции сигнала теряют устойчивость. Наконец, в-третьих, с 
уменьышением T возрастает погрешность вычисления производных наблюдаемой 
функции  y(¢), что неблагоприятно отражается на ` решении — множества 
практических задач. Практический компромисс между указанными выше 
крайностями как раз и устанавливается рекомендацией (3). 

Для иллюстрации принципа выбора Р „‚ рассмотрим процессы четырех 
типов, спектры и корреляционные функции которых представлены на рис. 1. 

В случае процессов с нулевой несущей спектр @(f) сосредоточен в области 
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Рис. 1. Оценки верхней границы спектра Ё ах ¥ Вид корреляционной функции K(t) для четырех 

видов спектра; а — для низкочастотного процесса с НУЛСВОЙ Hecymefi; 6 — для монохроматического 

процесса; в — для узкополосного процесса с несущей fo; г — для широкополосного процесса с 
доминантной частотой в спектре 

низких частот, а корреляционная функция K(t), связанная с ®(f) преобразованием 
Фурье (теорема Винера — Хинчина), не имеет ярко выраженных осцилляций (рис. 
1, а). В качестве Р „‚ здесь выступает ширина спектра АЁ F_ =Af. На правом 
рисунке — типичная корреляционная функция процесса с низкочастотным спект- 
ром. Учитывая, что радиус корреляции T для широкого плана процессов с низко- 
частотным спектром сопоставим с половиной наименьшего квазипериода 1 . , 

T, <Т 2 - М(2Е оа) (4) 

Соотношение (3) часто записывают также в виде 

о< (Vs ... Ма)т, = (02 ... 0.З)т,. (5) 

Именно эта оценка и рекомендуется для практического использования в 
руководствах [1-3] и в публикациях [4-7]. 

В случае монохроматического процесса с частотой f0 спектр представляет 

собой дельта-функцию, удаленную от начала оси частот на paccrosmuef, (рис. 1, 6), 
так что F_  =f.. Корреляционная функция такого процесса представляет собой 
синусоиду бесконечной протяженности с периодом Т)=1//,. 
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B случае узкополосного сигнала ¢ несущей / и шириной спектра 24f (puc. 1, в) 
под Ё ах естественно понимать величину Ра —/о+А/, то есть расстояние от начала 
отсчета до правого (на рисунке) склона спектра. Корреляционная функция в этом 
случае представляет собой синусоидальный процесс с медленно меняющейся 
огибающей. Такая функция характеризуется двумя масштабами: периодом 

осцилляций 7, ~1/f, и характерным временем изменения огибающей ©_,~1/AF. 
Наконец, для широкополосного сигнала, в спектре которого доминируют 

колебания с частотой /ощ (puc. 1, 2), под F__ следует понимать величину 
Еоа^аош ГАР, ограничивающую спектр со стороны высоких частот. Корреля- 
ционная функция широкополосного процесса, как и в предыдущем примере, имеет 
вид модулированной синусоиды. Такая корреляционная функция характеризуется 
двумя масштабами: T,~T, /2=1/(2f, )ut, ~1/AF. 

В соответствии с теоремой Котельникова, BO BCEX четырех случаях частота 
повторения отсчетов /=1/т должна превышать удвоенную верхнюю границу 
спектра 2Ё а: 

7 > 2Е . (6) 

При ©>1/(2F „„) или, что то же самое, при f,<2F „„ восстановление непрерывной 
функции у(ЁЗ по дискретным отсчетам y,=y(kT) становится принципиально 
невозможным. 

VI3 сказанного следует, что оценка (3) применима, строго говоря, только K 
колебаниям с низкочастотным спектром. В общем случае оценка (1) эквивалентна 
оценке (3), только если под радиусом корреляции T, понимать наименьший 
корреляционный масштаб T, сравнимый ¢ 1/(2Ё „), поскольку именно наимень— 
ший масштаб определяет (по теореме Котельникова) возможность восстанов-— 
ления непрерывного процесса у(г) по дискретному временному ряду у„ В этом и 
заключается уточнение оценки (1): формулы вида (1) и (5) всегда будут 
согласованы с теоремой Котельникова, если вместо T, в них подставлять tclszm/Z. 

В таком случае т должно удовлетворять неравенству 

t<(02..03)y,, 1,~T_ /2~VQ2F_) (7) 

С этих общих позиций мы можем рассмотреть теперь результаты расчетов, 
проведенных в работе [8], более детально. 

В комментариях [8] вычислены (при определенных значениях параметров) 
корреляционная функция и спектральная плотность для хаотической системы 
Ресслера. Эти характеристики` системы Ресслера приведены на рис. 2 (корреля- 
ционная функция) и на рис. 3 (спектральная плотность в децибелах). 
Особенностью системы Ресслера 
является наличие пика спектральной 
плотности в окрестности доминантной 
частоты f, =0.15 (см. рис. 3), так что 
качественно спектр системы Ресслера 
подобен спектру на рис. 1, г. Полу— 
ширина этого спектра AF на уровне 0.5 
от максимума составляет (0.05...0.1). 

Наличие доминантной частоты 
проявляется здесь двояко. Во-первых, 
отдельные  реализации  колебаний в 

системе Ресслера имеют отчетливый 

квазисинусоидальный характер, как это Рис. 2. Корреляционная функция процесса Pec— 
видно, например, U3 рис. 4, тоже заимст- — слера, демонстрирующая осцилляции с доми- 
вованного H3 [8]. Характерньій KBaSH— нантной частотой H медленное — убывание 

период колебаний Т ‚ составляет 5+6, огибающей с характерным временем гэ МАР 

20 40 60 80 т 
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Рис. 4. Фрагмент реализации x(f) системы 
Ресслера (заимствовано из [8, рис. 4, а]); свиде- 
тельствует о наличии в спектре доминантной 
частоты. Точки, соединенные отрезками прямых 
линий, отвечают неправомерно болышому ин- 
тервалу дискретизации T ,, нарушающему требо-- 
вания теоремы Котельникова 

Рис. 3. Спектр мощности, рассчитанный! IO реа-- 
лизации x(f) системы Ресслера — (заимствовано 
из [8, рис. 2]) с хорошо выраженной доминант- 
ной частотой fy =015 Гц 

что согласуется с величиной доминантной частоты f, ~0.15. Во-вторых, B силу 
наличия доминантной частоты функция корреляции приобретает осцдиллирующий 
характер с характерным периодом T . ~5+6. Огибающая же корреляционной 
функции меняется с характерным временем 15+20, отвечающим полуширине 
спектра AF~(0.05...0.1). 

Согласно изложенному выше, рекомендуемый интервал дискретизации для 
рассматриваемой системы можно оценить несколькими способами. Во-первых, 
располагая значением Т ~5+6 из рис. 4, при помощи (1) мы получаем т=(0.6...1.0). 
Во-вторых, такую же оценку для T . МЫ получим, если оценим Т, ЛИбо как 
Ё ах ГДе В данном случае F_ =f, +AF= =(0.20-0.25), либо как период осцилляций 
на графике корреляционной функции (см. рис. 2). Bo всех случаях для T мы 
получаем одну и Ty же оценку т=(0.6...1.0), что, разумеется, не противоречит 
теореме Котельникова. 

Между TeM, в комментариях [8] B качестве T, предлагается взять харак— 
терное время спадания огибающей корреляционной функции T_,, которое оцени- 
вается величиной 15+20. Гогда по оценкам [8] выходит, что т=3.2, то есть интервал 
дискретизации оказывается сравнимым с половиной квазипериода T . =5+6. Ясно, 
что условия применимости теоремы Котельникова в этом случае нарушаются и 
сигнал у(:) восстановлен быть не может. Именно этот неправомерный выбор и 
иллюстрирует рис. 4, заимствованный из [8]. Если взять адекватную задаче оценку 
т=(0.6...1.0), то на типичном квазипериоде уложится 6+10 точек, что вполне 
достаточно для удовлетворительного воспроизведения как самого сигнала y(t), так 
и фазового портрета системы Ресслера. ы 

Таким образом, авторы вынуждены признать, что наш обзор [7] не содержал 
четкой интерпретации времени корреляции, необходимой для правильного 

использования формулы (1) в общем случае. Надлежащая интерпретация радиуса 
корреляции, при которой рекомендация (1) согласуется ¢ требованиями теоремы 
Котельникова, предполагает, что при наличии доминантной частоты в качестве T 
надо брать не характерное время изменения огибающей, а мелкомасштабный 
период T, осцилляций корреляционной функции. 

Данная работа частично была поддержана РФФИ (гранты 99-02—-16625 и 
00-02-17441) и ФЦП «Интеграция» (грант А-0030). 
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ON THE RATIONAL CHOICE OF DISCRETIZATION INTERVAL 
FOR PROCESSES WITH SPECTRUM, 

CONTAINING DOMINANT FREQUENCY 

0.Ya. Butkovskii, Yu.A. Kravtsov 

Basic concepts are analysed, leading 10 the estimate t=(0.2..0.3)t,, which 
expresses the discretization interval т through the correlation time t_. There are two time— 
scales, characterizing the correlation function of processes with spectrum, containing 
dominant frequency. Only е least scale can pretend 10 be chosen ав 7, which is 
comparable with the period of dominant oscillations. Such choice answers the Kotelnikov 

theorem requirements. ` 
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Настоящее сообщение представляет собой ответ авторов обзора 
«Восстановление динамических систем по хаотическим временным рядам» 
(Изв. вузов. ПНД. 2000. Т. 8, № 1. С. 29) на критические замечания редколлегии, 
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алгоритмов реконструкции. 
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льно, что представляется важным для решения практических  задач 
реконструкции — динамических  систем  по  экспериментальным — данным. 
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I Детерминированный 

Изв. вузов «ПНД», т.9, № 3, 2001 ‚ . УДК 621.373 

ЭФФЕКТЫ СИНХРОНИЗАЦИИ B ЦЕПОЧКЕ СТОХАСТИЧЕСКИХ 
БИСТАБИЛЬНЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ 

А.С. Копейкин, Д.Д. Матюшкин, Т. Е. Вадивасова, 
О.В. Сосновцева, B.C. Анищенко 

Численно исследуется явление пространственно-временной синхронизации B 
цепночке взаимно и  однонаправленно связанных  бистабильных — осцилляторов, 
совершающих колебания под действием шума. Эффекты регуляризации проявляются в 
синхронизации средних частот переключений и в образовании стоячих и бегущих волн. 

Введение 

Пространственно распределенные системы служат основой для изучения и 
моделирования — пространственно-временного  поведения B — гидродинамике, 
химических реакциях, биологических системах и т.д. В них наблюдается широкий 
класс интересных явлений, которые не могут происходить в динамических 
системах с небольшим числом. степеней свободы. Одной из наиболее популярных 
моделей — пространственно — распределенной — системы — является — ансамбль 
взаимодействующих нелинейных генераторов [1]. Примерами из этой области 
служат цепочки контактов Джозефсона [2], взаимодействующие твердотельные 
лазеры [3], нейронные сети [4] и др. Кооперативное поведение большого числа 
связанных автоколебательных систем демонстрирует множество эффектов, среди 
которых можно выделить такие явления как кластеризация, образование 
когерентных структур и синхронизация. 

Синхронизация является классическим примером  самоорганизации в 
нелинейных автогенераторах. ГЕри этом следует учитывать, что реальные системы, 
как сосредоточенные [5], так и пространственно распределенные [6], подвержены 
случайным внешним воздействиям. Синхронизация автоколебаний в присутствии 
шума детально изучалась в [7]. Исследования последних лет показали, что 
эффекты, подобные синхронизации, наблюдаются не только в автоколебательных 
системах, но и в так называемых стохастических осцилляторах (то есть в таких 
системах, в которых колебания возникают благодаря действию шума). Так 
классическая концепция синхронизации была обобщена на тшпирокий класс



бистабильных стохастических CHCTEM, для которых время возврата в исходное 
состояние представляет собой случайную величину [8-12]. В таких системах был 
обнаружен эффект захвата средних частот и мгновенных фаз переключений 

(стохастическая синхронизация). 
Растущий интерес исследователей к системам с шумом приводит K 

постановке задач о стохастической синхронизации цепочек и решеток, состоящих 
из болыного числа взаимодействующих стохастических осцилляторов. В работах 
[13-15] было показано, что цепочки и двумерные решетки — связанных 
стохастических оснилляторов при некотором оптимальном уровне шума способны 
передавать — слабый — периодический сигнал и — демонстрировать — эффект 
стохастического резонанса. Однако изложенные результаты не несут информации 
относительно поведения индивидуальных частот и фаз парциальных осцилляторов. 
Исключением является работа [16], в которой решетка стохастических 
осцилляторов возбуждаемого типа рассматривается с точки зрения поведения 
мгновенных фаз осцилляторов. В то же время эффект частотно-фазовой 
синхронизации ансамбля бистабильных стохастических систем в настоящее время 
остается еще недостаточно изученным. 

В данной работе мы стремимся детально исследовать явление возникновения 
упорядоченных структур под действием некоррелированного шума для важного 
класса стохастических систем, а именно, B цепочках бистабильных стохасти- 
ческих осцилляторов. В частности, мы ищем ответы на следующие вопросы. Как в 
цепочке стохастических бистабильных осцилляторов происходит согласование 
частот и фаз переключений отдельных элементов? Как влияют на эффекты 
синхронизации неидентичность параметров парциальных систем и тип связи? 

1. Модели 

В целях изучения эффектов синхронизации стохастических колебаний мы 
рассматриваем две базовые модели, описывающие бистабильную динамику: 
стохастический осциллятор Дуффинга и триггер Шмитта, - 

Нелинейный осциллятор Дуффинга под внешним воздействием изучается 
уже два десятилетия. Он часто используется для демонстрации разнообразных 
динамических колебательных режимов [17,18] и индуцированных шумом эффектов 
[19, 20]. 

Осциллятор — Дуффинга,  возбуждаемый — случайной — силой, — можно 
рассматривать как модель стохастических колебаний броуновской частицы в 
двухъямном потенциале. Уравнение движения имеет вид 

х + 6х + dU(x)/dx = О'®Е(р). (1) 

Функция U(x) = —ox?/2 + Вх“/4 задает форму потенциала, параметр & управляет pac— 
сеянием энергии, £(f) - источник гауссова белого шума с интенсивностью D и 
следующими свойствами: 

G = 0, (&) &(5)) = & (г -5). 

Здесь символы ( ) и 8( ) обозначают оператор усреднения по времени и функцию 
Дирака, соответственно. 

Уравнение (1) — классическая бистабильная система, называемая также 
осциллятором Крамерса. В отсутствие внешнего воздействия она характеризуется 
двумя устойчивыми состояниями равновесия и одним состоянием равновесия 
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седлового типа. Случайное воздействие обеспечивает переключения из одного 
состояния равновесия в другое. 

В работе исследуется цепочка осцилляторов Крамерса, описываемая 
уравнениями 

=Yy )) = =0y —dU(x)ldx, +YG(x, p x, л) + (0 (1), j=12,.m. — (2) 

Здесь j — номер осциллятора B цепочке (дискретная пространственная координата), 
параметр у характеризует степень связи, в то время как функции С, определяют 
характер связи. Источники шума £, (t),j=1,2,3...m — статистически независимы. 

Триггер Шмитта — одна U3 самых простых пороговых систем [21,22], 
обладающих статической нелинейностью гистерезисного типа. В некотором 
приближении можно считать, что состояние триггера Шмитта безинерционным 
образом управляется с помощью механизма переключений. В этом состоит его 
преимущество MO сравнению с инерционными бистабильными системами. Для 
последних существенны трудно поддающиеся анализу стохастические процессы, 
протекающие в пределах одной потенциальной ямы. При математическом 
моделировании идеальный триггер Шмитта задается уравнением 

x(t +Ar) = sgn(Kx(t) —&(1)). (3) 

Здесь £(f) — экспоненциально-коррелированный гауссов шум (процесс Орнштейна 
— Уленбека) с нулевым средним значением. Его корреляционная функция имеет 
вид (E()E(s))=(D/t)exp(~It-si/t), где величина т=0.01 — время корреляции шума. 
Параметр К характеризует порог срабатывания триггера. 

Цепочка таких идеальных бистабильных систем, демонстрирующих чисто 
переключательное поведение, описывается уравнениями 

х(( +A1) = sgn(Ko(t) ~G (¥ %, %)) =€ (1)), j=12,.m. (4) 

В рамках данной работы в моделях (2), (4) рассматривалась взаимная связь 
G =x,,,+x;,_~2%, и однонаправленная связь С =х, , . 

Стохастические бистабильные системы имеют характерное время, которое 
соответствует средней частоте переключений из одного состояния в другое. Эта 
частота управляется интенсивностью шума и величиной потенциального барьера 

AU. Так, для модели (1) средняя частота переключений (частота Крамерса) 
определяется экспоненциальным законом Аррениуса [23] 

7е ехр (-AU/D). (5) 

Следовательно, расстройка  средних  частот — переключений в — ансамбле 
осцилляторов может быть задана распределением интенсивностей шума , 

+ [G-1)/(m~1)]a (6) 
или выбором значений параметров, управляющих высотой барьера 

а, =о,, + [(-1)/(m-1)]a, (7) 

где А — расстройка, установленная между первым и последним генераторами. 
Цепочки (2) и (4) исследовались ¢ граничными условиями, соответствующими 
свободным концам. Начальные состояния парциальных осцилляторов выбирались 
так, чтобы обеспечить их случайное распределение по потенциальным ямам. 

Полученные при  интегрировании  исследуемых  моделей — реализации 
стохастических колебаний парциальных осцилляторов позволяли ВвычИслИТЬ 
соответствующие средние частоты переключений fj=Nj /T, где Nj — число 
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переключений j~TO осциллятора W3 одного состояния в другое (с учетом 
направления) за время наблюдения Т. Для оценки степени синфазности 

переключений осцилляторов (под синфазностью понимается одновременность 
пребывания различных осцилляторов в одной и той же потенциальной ямке) 
рассматривалась величина 

о2 = (Ит) T (x(r) —x, () (8) 

В целях получения более наглядного представления о поведении цепочки 

строились  пространственно-временные диаграммы  состояний, на  которых 
пребывание каждого из осцилляторов цепочки в левой и правой ямке отмечалось 
соответственно черным и белым цветом. 

2. Hpocrpancmenuo—npemexmoe поведение ценочек 

стохастических осдилляторов 

Согласно недавним результатам [8-10], при взаимодействии бистабильных 
стохастических систем, с различными частотами ПСРСКЛЮЧСНИЙ Наблюдается 

явление — стохастической — синхронизации. — Стохастическая — синхронизация 
определяется как совпадение характерных средних времен или средних частот 
парциальных систем. Такой подход позволяет проанализировать разнообразие 
явлений, возникающих при взаимодействии большого количества связанных 
стохастических осцилляторов. 

Взаимная связь. Для изучения общего характера поведения цепочек 
стохастических осцилляторов и установления рабочего диапазона параметров 
сначала исследовалась динамика цепочек, состоящих из идентичных взаимно 
связанных — элементов, находящихся под  воздействием — шума — одинаковой 
интенсивности (то есть Dj.=D, Jj=12,...m). 

На рис. 1, а представлены полученные для однородной цепочки (2) зависи- 
мости средней частоты переключений F от интенсивности шума )) при различных 

значениях коэффициента связи. Средняя частота Р определялась усреднением 
парциальных частот переключений по ансамблю осцилляторов 

Е = (Ит) ХЛ. (9) 

На основании полученных данных выбиралась область рабочих значений 

Рис. 1. Зависимости средней частоты переключений Р от интенсивности шума D для цепочки 
длиной m=100 (а) и от числа злементов цепочки при D=0.3 (6). Результаты получены для 
однородной цепочки (2) со взаимной связью при 0=B=1, §=0.9 
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Ре [0.25,0.3], удовлетворяющих следующим условиям: Я растет по экспоненте с 
ростом [ и переключения между состояниями происходят достаточно часто, 
чтобы можно было говорить о стохастическом поведении. Рис. 1, 6 иллюстрирует 
зависимость Ё` от длины цепочки т при фиксированном значении параметра связи. 
Величива Р экспоненциально убывает с ростом т, стремясь к некоторому 
постоянному уровню. Видно, что при m>20 величина Е уже практически не 
меняется при изменении т. Следовательно, цепочка из ста элементов (m=100) 
является достаточно длинной и позволяет моделировать некоторые особенности 
поведения неограниченной среды. 

В однородной цепочке индивидуальные частоты переключений осцилля— 
торов f, в пределах ошибок численного эксперимента равны между собой. 
Исключение составляют частоты первого и последнего осцилляторов; что 
объясняется краевым эффектом (рис. 2, а). С увеличением связи индивидуальные 
частоты растут до максимального значения при у=0.15 и затем уменьшаются, 
стремясь к нулю. Стохастические переключения с ростом связи практически 
перестают наблюдаться. Таким образом, во взаимодействующих бистабильных 

системах, управляемых некоррелированными случайными воздействиями, может 
наблюдаться согласованное поведение и даже подавление стохастических 
переключений. Следует отметить, что для бистабильных систем, возбуждаемых 

одной и той же случайной силой & (1)=E(¢), эффект подавления колебаний не 
наблюдается. В этом случае осцилляторы демонстрируют синфазное поведение 
х(0=х/(0, ¥O=y,(t), j=2,..m и частоты переключений управляются только 
интенсивностью шума (пунктирная линия на рис. 2, а). 

Ансамбль осцилляторов с неидентичными параметрами и, как следствие, с 
различными характерными временами и частотами интересен и с концептуальной 
точки зрения, и в силу типичности такой ситуации во многих реальных системах. 
При задании в (2) расстройки частот переключений в соответствии с (6), 
взаимодействие осцилляторов, как и в случае однородной цепочки, приводит K 
тому, что с ростом параметра связи индивидуальные частоты переключений /, 
становятся близкими к нулю (рис. 2, 6). Кроме того, при значениях параметра 
связи у>0.4 наблюдается сближение индивидуальных частот, которое можно 
рассматривать как эффект стохастической синхронизации. Зависимость дисперсии 

индивидуальных частот G (1/m)Z 1 fz —Ё от параметра у приведена на рис. 2, 6. 
При задании расстроики B соответствии с (7) поведение парциалъных частот 

было аналогичным (рис. 3). . 

0.00001 

0.5 10 ¥ 

Рис. 2. Зависимости индивидуальных частот f; (7=1,20,40,60,80,100) переключений осцилляторов 
модели (2) при о==1, 6=0.9 от параметра Связи у :а — в случае идентичных осцилляторов 
D=D=0.3 (пунктиром отмечена зависимость, полученная для всех  осцилляторов при 
иёпользовании одного W TOTO же источника шума в каждой ячейке); 6 — в случае введения 
расестройки согласно (6) при В1=0.15‚ A=0.15; в — зависимость дисперсии частот fj оту 
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Рис. 3. Индивидуальные частоты переключений — Рис. 4. Индивидуальные частоты переключений 
осцилляторов — системы  (2) ¢ номерами — осцилляторов — системы (4) с — номерами 
7=1,20,40,60,80,100 в зависимости от параметра j=1,20,40,60,80,100 в зависимости от степени 
связи при введении расстройки B соответствии с взаимной — связи при — введении расстройки 

(7) при 0, =1.0, А=-0.2 согласно (6) при D=0.4, А=0.4. Параметр К 
. полагался равным единице 

Мы полагаем, что эффект подавления индуцированных шумом переклю- 
чений типичен для бистабильных систем со взаимной связью. Он не зависит от 

способа задания расстройки частот — с помощью вариации интенсивности шума или 
значений параметра, управляющего высотой потенциального барьера. В целях 
подтверждения общности обнаруженного эффекта была исследована цепочка 
триггеров Шмитта (4) с линейной расстройкой интенсивностей шума. Результаты 
подтвердили  полную  аналогию в поведении — парциальных — частот — двух 
исследованных систем (puc. 4). Подавление стохастических колебаний, вызванное 
взаимодействием парциальных систем, напоминает эффект «осцилляторной 
смерти», наблюдающийся в ансамблях автогенераторов [24]. Отличие COCTOUT B 

TOM, что B детерминированном случае для достаточно больших расстроек связь 
приводит к шунтированию автоколебаний и амплитуда колебаний стремится к 
нулю. При этом их частота имеет постоянное значение. Напротив, B 
рассматриваемом нами случае стохастических осцилляторов к нулю стремятся 
частоты переключений. Более полная аналогия может быть проведена с 
эффектом образования замороженных состояний, наблюдающимся в ансамбле 

гармонических осцилляторов [25]. 
Эффект подавления играет упорядочивающую роль в поведении ансамбля. 

Кроме сближения и уменьшения частот  стохастических переключений 
устанавливается соответствие между фазами переключений. Для системы (2) со 

o2 | ' ' взаимной связью наблюдается тенден- 
* А ция к синфазному поведению осцилля- 

торов, то есть B установленный момент 
времени — большинство — генераторов 
долго находятся в одной «потенциаль- 
ной яме». Величина 62 с увеличением 
связи уменьшается (рис. 5, кривая 1). 
Это означает, что все осцилляторы 
стремятся — совершать — переключения 

0.0 10 20 7y OMHOBDEMEHHO с первым осциллятором 
цепочки. Аналогичные эффекты 

Рис. 5. Зависимость величины G 2 от степени  Наблюдаются при введении расстройки 
взанмной CBASH для цепочки (2), состоящей M3 - индивидуальных частот в соответствии 

идентичных элементов (кривая 1} и U3 элементов ¢ условием (6) (puc. 5, кривая 2). 
с разными частотами переключений (кривая 2); ’ 
ое=В=1, §=0.9 

0.0 
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На рис. 6 приведены пространственно-временные диаграммы состояний 
цепочки (2) из 100 осцилляторов со взаимной связью. Белый цвет соответствует 
положению парциального осциллятора в левой ямке, а черным отмечено 
положение в правой ямке. Первоначально все осдилляторы были распределены по 

разным потенциальным ямкам случайным образом. При слабой связи осцилляторы 
могут находиться в каждом из двух состояний с почти равной вероятностью. Это 
отражено в равном количёестве черных и белых ячеек, которые распределены 
произвольным образом (рис. 6, а). С увеличением связи формируются области 
одного цвета (рис. 6, 6). Но переключения не полностью синфазны, поэтому 
траницы цветных областей размыты. При дальнейшем увеличении связи 
чередование цветных областей становится редким (рис. 6, 8), что является 
следствием замедлении переключений. 

В детерминированном случае появление синфазного режима соответствует 
полной синхронизации взаимодействующих систем [26]. В ансамбле бистабильных 
систем, управляемых некоррелированными случайными воздействиями, полная 
синхронизация He достигается. Однако, с другой стороны, сильное взаимодействие 
может препятствовать несинфазным колебаниям. В работе [16] показано, что в 
системе двух взаимно связанных бистабильных осцилляторов с независимыми 
источниками шума, возникновение когерентности стохастических переключений 
связано с бифуркациями вероятностной инвариантной меры. В результате только 
синфазные переходы становятся возможными. Подобное поведение типично и для 
ансамбля стохастических осцилляторов с диффузионной связью. 

Однако B некоторых случаях синхронизация в ансамбле стохастических 
бистабильных  осцилляторов с взаимной связью MOXET приводить и K 
противофазным колебаниям осцилляторов. Takoe поведение было обнаружено B 
модели (4). Пространственно-временные диаграммы, полученные для (4) при 
различных значениях параметра связи, представлены на рис. 7. Белый цвет по- 

0.0 \ 

10000 16000 t 

Рис. 6. Пространственно-временные диаграммы — Рис. 7. Пространственно-временные диаграммы 
цепочки (2) со взаимной связью элементов при — депочки (4) со взаимной связью элементов при 
значениях параметра связи : 0.1 (а); 0.8(6); 2.0 значениях параметра связи : 0.2 (а); 0.4 (6). 
(в). Осцилляторы — цепочки — расстроены B Осцилляторы целочки расстроены В соот- 
соответствии с (6). Белым цветом отмечены — ветствии с (6). Белым цветом — отмечены 
состояния © отрицательными значениями пере- — состояния с отрицательными значениями пере— 

менных х].‚ а черным — с положительными менных xj, а черным — с положительными 
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прежнему COOTBETCTBYET JIEBOMY — устойчивому — состоянию — парциального 
осциллятора, а черный — правому. 

Однонаправленное взаимодействие. Рассмотрим теперь, как изменится 
поведение цепочки стохастических осцилляторов при однонаправленной связи. В 
этом случае состояние любого парциального осциллятора не зависит от процессов, 
происходящих в последующих элементах цепочки, но находится под влиянием 
сигнала, поступающего с предшествующего осциллятора. 

Частота переключений F, усредненная IO  ансамблю — идентичных 

осцилляторов (2), демонстрирует TO же 
Е самое поведение (рис. 8), что и при 

' взаимной связи (см. рис. 1, а). Однако` 
0.04 | теперь Р возрастает с увеличением 

коэффициента связи, поскольку про- 
исходит увеличение сигнала, воздейст- 

0.02 | вующего на каждый — последующий 
I элемент. 

При наличий расстройки частот 
0-000_ я 0o од об p  "ереключений (согласно (6)) наблюда 

ется эффект захвата частот (рис. 9, а). 

Рис. 8. Усредненная по всем оспилляторам час- С увеличением связи происходит сог. Ла? 
тота переключений Р в зависимости от интен-  СОВание стохастических переклю-чений 

сивности шума в цепочке (2) с односторонним — осцилляторов. В отличие от взаимной 
взаимодействием и идентичными элементами при связи, когда все ИНДИВИ—ДУЭЛЬНЬіе час- 

o=P=1, 8=0.9 и различных значениях параметра 
связи у: 0.0 (кривая 1); 0.5 (кривая 2); 1.0 (кри- ТОТЫ стремятся к нулевому значению, 
вая 3) теперь частоты становятся близкими к 

частоте переключений первого 
осциллятора цепочки. Важно отметить, что эффект захвата частоты наблюдается 
в пределах некоторого диапазона изменения параметра связи. При достижении 
некоторого — критического  3HAYEHMS Y=Y,  когерентность — переключений 
парциальных осцилляторов разрушается. В цепочке триггеров Шмитта (4) с 

однонаправленным взаимодействием элементов также наблюдается синхронизация 
индивидуальных частот переключений на частоте первого осциллятора (puc. 9, 6). 
В отличие от модели (2) разрушения синхронизации с ростом у не происходит. 

Таким образом, в цепочке однонаправленно связанных стохастических 

I , — - 

4.0 

0.01 

20 

0.00 мее = 0.0 - : ' 

Рис. 9. Синхронизация индивидуальных частот переключений в однонаправленно связанной 
неоднородной целочке осдилляторов Дуффинга при D,=0.2, A=0.1 (2) (a) и триггеров Шмитта (4) 
при D,=0.4, А=0.4 (6). Приведены зависимости частот переключений f от параметра связи для 
]-1 20 40 60,80,100 
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бистабильных осцилляторов в зависи- 
мости от величины — связи MOXHO 
выделить три основных типа прост- 
ранственно-временного поведения. Co— 
ответствующие этим типам поведения 
пространственно-временные — диаграм- & 
мы, полученные для модели — (2), 
представлены на рис. 10. При слабом 
взаимодействии цепочка осцилляторов 
не демонстрирует никакой простран- 
ственно-временной регуляризации (puc. 6 
10, а). При увеличении связи захват J 
индивидуальных частот и согласование 
фаз — переключений — проявляется В — 400 
образовании — упорядоченных  YEPHO— 
белых полос (рис. 10, 6). Возникновение 0.0 
структуры полос, расположенных под 10000 10500 ! 

JIOM K осям координат, соответствует й 
уг P i у Рис. 10. Пространственно-временные диаграм— 
распространению вдоль цепочки фазо- мы цепочки (2) с однонаправленной связью 
вой BOJHBI стохастических переключе—- элементов при значениях параметра связи у: 0.1 

ний. Наклон полос определен фазовой (а); 1.5 (6); 2.5 (в). Осцилляторы цепочки 
скоростью BOJIHBI v¢=Aj/At, где Aj — Расстроены в соответствии с (6) 

множество элементов, переключившихся U3 одного состояния B другое за время Al. 
Фазовая скорость и длина волны могут управляться связью и интенсивностью 
шума. При дальнейшем  увеличении  параметра связи Y — упорядоченная 

° пространственно-временная структура разрушается (рис. 10,в). 

Заключение 

Проведенные — численные — исследования — продемонстрировали — явление 
пространственной — стохастической — синхронизации B — одномерных — средах, 
моделируемых — депочками — взаимодействующих — бистабильных — элементов, 
управляемых — внешними — источниками — шума. Эффекты — стохастической 
синхронизации проявляются в захвате средних частот переключений парциальных 
осцилляторов, в BO3HHKHOBEHHM синфазного или противофазного порядка 
переключений, в образовании '«стоячих» и «бегущцих» волн, соответственно, при 
взаимной и однонаправленной связи осцилляторов. 

Также был обнаружен эффект «замедления» стохастических переключений, 
наблюдающийся в цепочках из болышого числа бистабильных стохастических 
осцилляторов со взаимной связью. В этом случае при увеличении параметра связи 
индивидуальные частоты переключений стремятся к нулю. В то же время, при 
однонаправленном взаимодействии элементов цепочки индивидуальные частоты с 
ростом параметра связи приближаются к частоте первого осциллятора. 

Нолученные результаты показывают, что шум может играть важную роль B 
процессах самоорганизации ансамблей взаимодействующих нелинейных систем. - 
Обнаруженные — эффекты — согласования dYacToT и — фаз — стохастических 
переключений в исследованных  ансамблях  стохастических — осцилляторов 
подчеркивают универсальность явления синхронизации. 

Данная работа частично поддержана грантом Фонда гражданских 
исследований и развития США (CRDF) и Министерства образования РФ 
(№ ВЕС-006), грантом РФФИ (№ 00-02-17512), грантом Министерства 
образования РФ (Ne 97—0-6,3-47), а также INTAS 00-00867. 
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SYNCHRONIZATION EFFECTS IN AN ARRAY 
OF COUPLED BISTABLE SYSTEMS 

A.S. Kopeikin, D.D. Matjushkin, T.E.Vadivasova, 
О.М. Sosnovtseva апа V.S. Anishchenko 

We investigate numerically the spatiotemporal stochastic synchronization in one— 
dimensional media modeled by coupled bistable functional units driven by external noise. 
This phenomenon manifests itself as the mean switching frequency entrainment and as 
«in—phase» hopping dynamics 1 the form оЁ «standing» and «running» waves at two— and 
one—way coupling, respectively. 
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I Детерминированный 

Изв. вузов «ПНД», т.9, № 3, 2001 УДК 577.3 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ МЕЛАНИНОВОГО ЭКРАНА, 
ОБРАЗУЮЩЕГОСЯ ПОД ДЕИСТВИЕМ УЛЬТРАФИОЛЕТОВОГО 

ИЗЛУЧЕНИЯ 

М. М. Стольнии, А. Ю. Пешкова 

В работе представлена — математическая  модель — УФ-индуцированного 
меланогенеза, который рассматривается как нелинейная динамическая система с 
отрицательной обратной связью. Получена система дифференциальных уравнений 
(обыкновенных и B частных производных) для числа меланоцитов, числа меланосом B 
меланоцитах и кератиноцитах и содержания меланина в базальном и верхних слоях. 
эпидермиса. Обсуждаются проблемы численного решения уравнений системы и 

возможные применения модели для расчета оптимальных режимов УФ-терапии. 

Введение 

Ультрафиолетовое излучение (УФИ) оказывает сильное влияние на кожу и 
весь организм человека, что проявляется в ряде эффектов, как вредных, так и 

необходимых для  нормальной  жизнедеятельности  организма:  воспалении, 
эритеме!, старении и пигментации кожи, синтезе витамина D, повреждении 
структур (ДНК, белков и фосфолипидов мембран) клеток эпидермиса, модуляции 
иммунной системы и канцерогенезе [1, 2]. Необходимость минимизировать 
отрицательные и усилить полезные эффекты УФИ обуславливает их интенсивное 
изучение. 

Помимо естественных условий, проблемы оптимизации возникают при 
использовании УФИ в лечении ряда заболеваний, в том числе кожных, таких как 

псориаз, витилиго и др. [3]. Так, применение фотохимиотерапии, разработанной B 
середине 70-х годов, показало её высокую эффективность, но натолкнулось на 
трудности, связанные с канцерогенным риском [4]. 

Организм располагает различными механизмами защиты, ослабляющими 
действие УФИ [5, 6]. Один из них — 3arap, который является результатом сложной 
реакции, заканчивающейся утолщением эпидермиса, накоплением в нем пигмента 
меланина и урокановой кислоты. Меланин синтезируется в самом нижнем, 
базальном слое эпидермиса и затем перемещается к верхним слоям, образуя 
(поскольку поглощение и рассеяние верхних слоев определяется содержанием 

1 ЭРИТСМЗ — покраснение кожи, вызванное притоком крови вследствие расширения мелких 

кровеносных сосудов.



меланина) меланиновый экран, который уменышает количество — фотонов, 
попадающих в базальный слой эпидермиса, и защищает его и дерму от 
повреждения (рис. 1). Усиление синтеза меланина под действием УФИ приводит к 
уменышению — пропускания  экрана. Таким — образом, — УФ-индуцированный 
меланогенез — представляет  собой  нелинейную — динамическую — систему с 
отрицательной обратной связью. 

В течение курса УФ-терапии стимуляция меланогенеза приводит K 
необходимости увеличения дозы с каждым последующим сеансом. С другой 
стороны, чрезмерное увеличение дозы вызывает эритему, а затем — воспаление, 
усиливает канцерогенный риск. Таким образом, возникает задача выбора 
оптимальных режимов УФ-терапии. В связи с этим представляет интерес 
математическое моделирование процессов, происходящих в эпидермисе под 
действием УФИ. 

В литературе широко представлены модели распространения УФИ в коже и, 
в частности, B эпидермисе [7]. Однако, насколько известно, изменение параметров 
меланинового экрана и его влияние на прохождение следующих порций излучения 
не рассматривалось. Концепция меланинового экрана как динамической системы с 
отрицательной обратной связью была изложена в [8], но He получила дальнейшего 
развития. : 

В данной работе представлена математическая модель образования 

УФ,. 

+ Меланиновый 

»| экран: ослабление вс 
раднации 

i УФ, 
v - 

Повр еждение + p| Активация ПКС 
мембраны: 

освобождение JAT l + 

l УФ, N 
. ктивация 

Меланосомы: тирозиназ Ы 
поглощение 

радиации 
УФ Образование 

I УОВ + кератиноцитных -# 

Повреждение ДНК, » факторов 

репарация, 
образование + : + 

фрагментов JHE » Увеличение — 

синтеза меланина | ВС 

Рис. 1. Схема обратных связей УФ-индуцированного меланогенеза: УФО, УФ1 и `УФ7 _ 

интенсивности падающего, прошедшего через верхние слой и дошедшего до клеточных ядер УФИ; 
ВС - верхние слой; БС -— базальный слой 

74



меланинового 3KpaHa под действием УФИ, учитывающая процессы на 
молекулярном, внутриклеточном, клеточном и тканевом уровнях. 

Математическая модель и ее биофизическое обоснование 

Общая схема процессов взаимного влияния УФИ и меланшювого экрана 

приведена на рис. 1. 
Синтез меланина происходит в  специализированных — органеллах — — 

меланосомах, вырабатываемых особыми клетками эпидермиса — меланоцитами. 
Затем меланосомы захватываются кератиноцитами (клетками, составляющими 
основу эпидермиса) нижних слоев?, где  продолжают созревать или могут 
подвергнуться разрушению под действием лизосомальных ферментов. И в 
меланоцитах, и в кератиноцитах меланосомы формируют так называемые 
«козырьки» над ядрами клеток [9], создавая дополнительную защиту от 
повреждений ДНК излучением. При делении кератинодитов часть меланосом 
переходит вместе с вытесненной клеткой в следующий слой. B верхних слоях® 
скорость разрушения меланосом резко возрастает, так как здесь происходит 
освобождение лизосомальных (DEPMEHTOB, разрушающих все органеллы клеток. 
При этом весь меланин, принесенный меланосомами, накапливается в виде гранул 
или «меланиновой цыли», не разрушаясь, а лишь покидая эпидермис вместе с 
отшелушивающимися клетками. Содержание меланина оказывает определяющее 
влияние на поглощение и рассеяние верхних слоев эпидермиса. Каждая из 
составляющих меланогенеза находится под контролем различных факторов 
организма. Их совокупность определяет и отклик на действие УФИ. В частности, 
большую роль в регуляции меланогенеза играют так называемые кератиноцитные 
факторы — физиологически активные вещества (нервный фактор роста, базовый 
фактор роста фибробластов, интерлейкины и другие), выделяемые кератино- 
цитами* в межклеточное пространство, которые, соединяясь со специфическими 
рецепторами на внешней поверхности плазматической мембраны меланоцитов и 
вызывая тем самым каскады внутриклеточных биохимических реакций, способ- 
ствуют выживанию меланоцитов B стрессовых условиях, усилению пролиферации 
меланоцитов и синтеза меланосом [10]. Под действием УФИ количество этих 

веществ W, следовательно, вызываемый ими эффект возрастают. В данной модели 
не рассматривается усиление пролиферации кератиноцитов под действием, УФИ - 
число (плотность) кератиноцитов считается постоянным. 

Поскольку механизмы меланогенеза в настоящее время до конца не 
выяснены, описанная ниже модель содержит (наряду с твердо установленными 
фактами) ряд гипотез о пигментной системе эпидермиса. 

Первичные мишени УФИ в клетках нижних слоев эпидермиса. Пройдя 
через верхние слои, ослабленное УФИ попадает в плазматические мембраны 
клеток базального слоя, вызывая различные фотохимические реакции. Для 
меланогенеза важное значение имеет выработка диацилглицерола (ДАГ) и 

последующая активация им протеинкиназы С (ПКС) [10]. Проходя через 
мембраны и поглощаясь в меланосомах, УФИ попадает в ядра кератиноцитов и 

2 Меланосомы могут захватываться и другими клетками [6], но этот процесс может быть 

существенным только при избыточном содержании меланосом в межклеточном пространстве. 
3 В модели базальный и шиповидный слои эпидермиса с делящимися клетками [5] объединены 

в блок «нижние слой», а роговой и зернистый — в блок «верхние слой». 
Практически все «кератиноцитные факторы» вырабатываются и многими другими клетками 

организма. 
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меланоцитов, вызывая повреждения ДНК. Репарация повреждений приводит K 
образованию фрагментов ДНК, свободно диффундирующих в цитоплазму и 
выходящих в межклеточное пространство. В последние годы были получены 
экспериментальные доказательства значительного влияния фрагментов ДНК на 
синтез меланина [10]. Механизмы 3TOrO влияния остаются  недостаточно 
изученными, возможно, здесь задействован «страж генома» — белок р53 [11]. 

Опуская промежуточные стадии между поглощением фотонов и выделением 
ДАГ из фосфолипидов мембран, запишем уравнение для концентрации ДАГ 

DAG = pp, + 6,5 UV, -Ирас DAG, 1) DAG 

где DAG - концентрация ДАГ; р — скорость выработки ДАГ в отсутствие УФИ; 

Ордс — Коэффициент пропорциональности между добавкой к скорости выработки 
ДАГ под действием УФИ и ero интенсивностью; UV, — интенсивность УФИ на 

граниде базального и верхних слоев эпидермиса; Ид — Константа скорости 
деградации ДАТ`; здесь и далее точка означает дифференцирование по времени. 

Уравнения для числа повреждений и фрагментов ДНК имеют вид 

Ва = о,.0У, —R.Da. 
Й Dj 2j Й, Ы 

(2) 

DNF у GDNFJ.-Daj —uDNFJ.-DNFj, 

где / — индекс, указывающий тип клетки (кератиноцит или меланоцит одной из 

субпопуляций — см. ъшже);Ба]. — среднее число повреждений ДНК в клетке /-го 
типа; G, — константа эффективности преобразования фотонов в повреждения 
ДНК; Wzj— интенсивность УФИ B япре клетки /-го типа; Rzj — константа скорости 

репарации повреждений; ОМЕ, — среднее число фрагментов ДНК в клетке /-го 
типа; бруу; — конставта скорости образования фрагментов ДНК из повреждений; 
Ирме; — константа скорости ухода фрагментов ДНК. 

Меланоциты. Согласно современным представлениям [10, 12], меланоциты 

— пролиферирующая популяция клеток, однако в стационарном состояний, B 
отсутствие стимулирующих факторов, скорость их размножения незначительна. 
Поэтому долгое время зрелые меланоциты считались неделящимися, аналогично 
клеткам нервной системы [13]. В представленной модели меланоциты в 
«нормальном»  состоянии  рассматриваются как  популяция, способная K 
размножению, но с малой вероятностью перехода U3 состояния IOKOS B 
митотический цикл. Численность популяции поддерживается ПОсТоянной за счет 
баланса скоростей деления, программированной и случайной гибели клеток. Под 
действием УФ-излучения меланоциты начинают интенсивно делиться, возрастают 
отношение объема ядер K объему цитоплазмы, скорость сивтеза и число 
меланосом, количество отростков (дендритов), по которым осуществляется 
передача меланосом в кератиноциты [10, 13]. Все это позволяет определить новое 
состояние KaK «сверхактивное». В то же время, трактовка сверхактивного 
состояния KaK реально существующего наталкивается на ряд трудностей. 
Например, действие стимулирующих факторов на сверхактивные меланоциты 
должно переводить их в еще более активное состояние, и т.д. Очевидно, что на 
самом деле параметры меланодитов распределены в некоторой области значений, 
и действие стимулирующих факторов вызывает смещение максимума этого 
распределения. Поэтому мы рассматриваем нормальные и  сверхактивные 
меланоциты как состояния с крайними (минимальными или максимальными) 
значениями параметров, определяющих интенсивность меланогенеза`. Каждая из 
этих субпопуляций может включать неповрежденные («здоровые»), поврежден- 
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ные (¢ ДНК, поврежденными квантами УФИ) и гибнущие клетки. Субпопуляции и 
схема переходов между ними представлены на рис. 2. Каждое состояние на схеме 
характеризуется сочетанием цвета (степень черноты), формы и ‘размера 
соответствующей фигуры. Стрелки, возвращающиеся в состояние, из которого 
вышли, обозначают размножающиеся клетки. Скорости переходов зависят от 
различных факторов, что отражено на схеме значками, которыми «нагружены» 
стрелки. 

Систему дифференциальных уравнений для числа (плотности) меланоцитов 
в каждом состоянии можно записать B виде 

- 1 1 1 Mg, = SaBY“BY Mg * 8OM"‘BYZMOCMZ + Safivafi M оы T б в Pyt саву T 

+ [xaflyf"flY ~(8 ™1 + баву;‘і” + ов + 8,16, + o, “PN] М, 
в6° 3) 

afly 

баЩаВПГ:О при а# о, В В1, у# 1, 

хагіагі - Xouzlard — O, “’afliafii — u‘afihaflh — O’ баБіаШі — Safidafild — О’ 

1В — 1Ва — — а — — 
6 іос ё = босБ‹!а м = 0, Safii‘xfld =0, басіъш - l‘Lowzlowd =0, оВ 

A N 
С. 

Рис. 2. Субпопуляции меланоцитов н нереходы между ними: N, S, R, С, Н, I, D — нормальные, 

сверхактивные, покоящиеся, циклические, здоровые, поврежденные и гибнущие меланоциты, 

соответственно; ¥ — регуляция УФИ; ©- регуляция мембранными факторами (ДАГ, арахидо- 

новая кислота, ферменты и т.д.); © — регуляция фрагментами ДНК; < — регуляция кератино— 

цитными факторами; ... — гибель 

ы Промежуточные значения параметров могут появляться как результат усреднения либо по 

«ансамблю» меланоцитов, либо по времени, которое отдельный меланоцит проводит в одном из 

состояний. 

7



где M, — число меланоцитов в COCTOAHMN afy; бщЩ‘ЩЗШ — константы скоростей 
переходов из состояния о111 в состояние офу; @, ol независимо пробегают 

значения л, s (нормальные или сверхактивные меланоциты); B, В1 — значения 7, ¢ 
(пассивные или делящиеся, циклирующие, меланоциты); v, Y1, Y2 — значения A, I, d 
(здоровые, поврежденные и гибнущие меланоциты); xaBY“BY, uaBY“BY — константы 
скоростей рождения и гибели меланоцитов, соответственно. 

Зависимости скоростей переходов из нормальных в сверхактивные 
меланоциты от интенсивности УФИ, кератиноцитных факторов, фрагментов ДНК 
и ДАГ задаются в следующем виде: 

8™ = 8,5, + Buv В. 
оВу 2afy’ 

лВу — й nfy, иВу. . пВу. ® = 60 + 8, *#.DAG + 8f "™ DNF + 8k ;"' Re, 
5 

(4) 

где 80, &d, duv, &f, 6& — коэффициенты нулевого и первого порядка по 
соответствующему Ффактору B линейной зависимости константы  скорости 
перехода, определяемого индексами; Rc — среднее число комплексов «рецептор — 
кератиноцитный фактор» в клеткеб. Формула для Re, полученная из решения 
уравнений кинетики взаимодействия рецепторов с кератиноцитными факторами в 
предположении быстрого установления стационара, имеет вид 

Ro(tM )) = Pl (1 + AZ М о), (5) 

где Re(t,M aflv) — среднее число комплексов «рецептор — кератиноцитный фактор» на 
мембране меланоцита; рдкр И А — комбинации KOHCTAHT, определяющих кинетику 
рецепторов и кератиноцитных факторов. 

Предполагается, что переходы между остальными состояниями происходят с 

постоянными скоростями. Нелинейность зависимости  Re(t,M аБу) от числа 
меланоцитов приводит к нелинейности системы (3). 

Меланосомы. СУЩССТВУЮТ различные КЛЗ.ССИфИКаЦИИ СТдДИЙ созревания 

меланосом — согласно [13] этих стадий 6, согласно [2] — 4. В описываемой модели 
рассматриваются премеланосомы, в которых не происходит синтез меланина, 
последующие же дискретные стадии заменяются непрерывным распределением 
меланосом по возрастам. 

Уравнения для числа премеланосом и меланосом в меланоцитах и в 
кератиноцитах нижних слоев имеют вид:; 

5Р = РР( =0 ()5, 

(/0 + д/дс)5, (£.7) =~y 2~ (7)-Sy (1.7), ` (6) 

(970t + д/дт)5 , (1,7) = g #(0)-S (2.7) = (=, )5 () 

с граничными и начальными условиями 

SO,](t'O) = l'l'pl(),_/'e‘\.([)'Sjpr(l“)7 SlJ([’O}: O’ 

$/(0.т) =50y (), S, (0.7) = SO, (), 
(7) 

6 “ 
Мы рассматриваем действие кератиноцитных фЭКТОРОВ только какого-то одного типа. 
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где SP(1), S,(tT) — среднее число премеланосом и средняя плотность 
распределения меланосом возраста T в одном меланоците или кератиноците, 
соответственно; / — состояние меланоцита (нормальное или сверхактивное);Б„(г‚т) 
— средняя плотность распределения меланосом возрастат в одном кератиноците, 
пришедших из одного меланоцита, Находящегося в состоянии /; р}” — «константы» 
скорости синтеза премеланосом; и уу^ — «константы» скорости превращения 
премеланосом в меланосомы; ц) # — «константы» скорости выхода меланосом из 
меланоцитов в кератиноциты; ц1дХ, ш® — «константы» скорости деструкции мелано— 
сом в кератиноцитах и перехода их в верхние слой, соответственно; SO, ), SO, 1) 
— начальные распределения меланосом по возрастам, B качестве которых удобно 
выбрать стационарные распределения. 

Зависимость скорости выхода меланосом в кератиноциты аппроксимируется 
формулой 

0, << т 
Нох,'ех(т) = o (8) 

М0 т> 17, 

Формула — предполагает нулевую вероятность выхода незрелых меланосом 
(расположенных, в OCHOBHOM, вблизи ядра) и постоянную вероятность выхода 
зрелых меланосом (расположенных, в OCHOBHOM, в отростках) с возрастом, 
большим некоторого критического T, . 

Рассмотрение можно упростить, ограничиваясь случаем стационарного 
распределения меланосом по возрастам (р P'=const), которое существует B 
отсутствие излучения. Зависимость от { появляется - только при действии 
нестационарного УФИ. Однако и в этом случае изменение числа меланосом можно 
«имитировать» изменением доли сверхактивных меланоцитов: так как у последних 
скорость рождения премеланосом и скорость выхода меланосом в кератиноциты 
выше, чем у нормальных меланоцитов, изменение отношения Мфу(г)/М„Ву(г) 
приведет K изменению среднего числа меланосом в меланоцитах и кератиноцитах. 

Синтез меланина. Степень меланизации (относительная концентрация 
меланина в меланосоме) может варьировать от 17.9% до 72.3% [14]. Схема 
синтеза меланина представлена на рис. 3. Ключевым ферментом синтеза меланина 
является тирозиназа, а субстратом — аминокислота тирозин [15]. Под действием 
УФИ степень меланизации возрастает в результате увеличения тирозиназной 
активности. Медиаторами этого процесса являются ДАГ и фрагменты ДНК. ДАГ 
переводит в активное состояние протеинкиназу С (ПКС), в частности, ее В-изо-- 
фермент, который, в свою очередь, фосфорилирует и тем самым активирует 
тирозиназу [10]. Мы предполагаем, что влияние фрагментов ДНК сводится к 
увеличению числа меланосом и учтено, Kak. описано выше, в переходах из 
нормальных в сверхактивные меланоциты. 

Уравнения для концентраций ПКС и тирозиназы в активном состоянии и 

степени меланизации меланосомы имеют вид 

PKC, = 1-оокса* бр „РАС() - [1+од_Р-ВАС(г)]-РКС„‚ 

dld[TS ]} = [GTSp.a"'GP_TS'PKCa(T)] -[бузра * Orsap + бр 15 PKC (OIS (9) 

аа[От] = [A-TS ехр(-ут)/(1-о-Эт)][Т2/(К „ +Т?)], 

где РКС. — относительное содержание активной протеинкиназы СВ; TS, — концент- 

рация активной тирозиназы; От — степень меланизации; [z — концентрация тиро- 

79



УФ 

ТРа 

Промежу- 
точные __ Меланин 

Т — ДОФА — + стадии 

зина (считается постоянной); К, — 
константа Михаэлиса — Ментен; Opkcap 

Ors,p — CKOPOCTH переходов между ак— 

тивным и пассивным состояниями ПКС 
и тирозиназы, соответственно; ©) у 
O, „ — константы, характеризующие 
влияние ПКС на тирозиназу и ДАГ на 
ПКС, соответственно; у — время жизни 

тирзиназы в меланосоме; A, о; — феноме— 

нологические константы: А определяет 
максимальную скорость  ферментной 
реакции (катализируемой тирозиназой), 
а характеризует степень уменьшения 
доступной для реакции тирозиназы при 
увеличении концентрации меланина в 

Рис. 3. Cxema синтеза меланина: ДАГ —- 

диацилглицерол; ПКСПа — пассивная и активная 
протеинкиназа С; ТРЩ; — пассивная и активная 
тирозиназа; Т -— тирозин; ДОФА — диокси- 

фенилаланин 

меланосоме (эффект блокирования). 
Последнее уравнение системы — OTpa— 
жает роль тирозиназы как ключевого 
фермента — меланогенеза.  Активность 
тирозиназы уменьшается с увеличением 

возраста меланосомы за счет действия протеолитических ферментов — это 
учитывается экспоненциальным множителем с показателем (-ут). 

Меланин в нижних u верхних слоях. Параметры меланинового экрана. 
Общее количество меланина в базальном слое определяется балансом синтеза 
меланина в меланоцитах и его выхода в верхние слои с делящимися 
кератиноцитами. В каждый кератиноцит меланин поступает из всех связанных с 
ним меланоцитов, поэтому его количество определяется отношением числа 
меланоцитов каждого типа к числу кератиноцитов, количеством меланосом B 
каждом из них и степенью их меланизации. 

Уравнения для концентрации меланина в нижних и верхних слоях имеют вид; 

ML,=Z MU, (1) + Ке , (0), 

MLU = Ціщ'[{с.Е] []Ы([) —Х']ИЬ”, (10) 

UO,/'([) = .[OmaXSOJ(T)'Dnl(Z’T)dTv U]J(t) = -‘-Omax SIJ(’C)'DI’H(Z,‘E)(Z‘C, 

где ML,, ML, — содержание меланина B базальном и верхних слоях, соответственно; 
T, — Максимальный возраст меланосом; Кс — число (плотность) кератиноцитов; 
J — состояние меланоцита ( j=0Py); х — константа скорости ухода меланина, 
обусловленного отшелушиванием клеток рогового слоя. 

Пренебрегая рассеянием излучения в эпидермисе и рассматривая его как 
двухслойную  однородную поглощающую среду; определим — коэффициенты 
пропускания верхних и нижних слоев и выразим интенсивность излучения, 
падающего на мембраны и ядра клеток базального слоя как 

То\іт_\'([) — ехр(__]сос_\!/‘ащігуг) {1 ___(qums/Sqanuc) SOJ 'CXP [__ (](]:пх_ UOJ(L‘)/SOJ _kOL-yf) .Cljm.f] } ‚ 

Tl ›п_с([) — СХР(—]С1 C'w'dl суг) {1 Ej (qumx/sql Jnuc) 'Sl.j 'CXP[— ( kjmx_ Ul‘j([)/Sl р _klc_vf)_djms] } й 
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Т„(®) = exp{~ [kupo + Ё е Меіи(і)]-сіир], (11) 

UV Тир UV Й UVQa = TOJMS_ UVI’ UVEk - Tlms_ UVI, 

тде Т „“ — коэффициенты пропускания меланосом в меланоцитах в разных 

сОСТОЯНиях U B кератиноцитах (i = 0,1), соответственно; а — принимает значениял, 
$, соответствующие состояниям меланоцита; Sq ”° — площадь меланосомы B 
меланоцитах B состоянии J; 8¢, d”"c — площадь ядра соответствующей клетки; !‹су‘ 

kj ы k би Кна — коэффициенты поглощения цитоплазмы, меланина B меланосомах и 
верхъшх слоях и кератина в верхних слоях, соответственно; Г, — коэффициент 
пропускания верхних слоев; UV, — интенсивность падающего УФИ, которую 
можно выразить через дозу и время облучения в течение сеанса УФ-терапии 
(15 мин). 

Полученные значения UV, и UV, можно подставить в уравнения (1) и таким 
образом замкнуть систему уравнений. 

Результаты и обсуждение 

Для решения полученных уравнений приходится преодолевать трудности 
двоякого характера: связанные со сложностью структуры (1) и со знанием 
численных значений параметров (2). 

1. При попытке решать систему «в лоб» в общем случае возникает 
самосогласованная задача, параметры которой получаются Kak  решения 
дифференциальных уравнений, в том числе, в частных производных, входят 
сложным образом в подынтегральные выражения и граничные условия. Само 
существование решения требует специального изучения, не говоря уже об 
огромных — вычислительных ресурсах, требуемых при  расчетах  даже с 
фиксированным набором констант. Если же учесть возможный разброс значений 
констант (см. ниже), а также желательность варьирования параметров падающего 
излучения, ситуация становится практически безнадежной. Это же, хотя и в 
меньшей мере, относится и K случаю стационарного внешнего излучения. Om{aKo 

структура системы дает возможность с разумными затратами рассмотреть 
практически важный случай: регулярное облучение организма или участка кожи в 
течение короткого времени (сеансы УФ-терапии длительностью порядка 10 мин.) 
с длительными (около суток) перерывами. При 3TOM, очевидно, параметры среды 
не успевают заметно измениться за время сеанса, а последующий отклик 
происходит в отсутствие излучения. Тогда можно «расцепить» задачу: найти 
распределение интенсивности по толщине эпидермиса при заданных параметрах 
среды, решить систему дифференциальных уравнений при заданной интенсивности 
во время сеанса, вычислить новое распределение меланина и коэффициенты 
пропускания к началу следующего сеанса и т.д. Попутно определяется содержание 
меланина в базальном и верхнем слоях и зависимость коэффициента пропускания 
от времени и дозы. Именно этот подход применен при расчетах в данной работе. 
Следует отметить также, что модель включает в себя процессы, происходящие на 
тканевом, внутриклеточном и молекулярном уровнях, которые соответствуют 
разным масштабам времени’. Поэтому удается построить цепочку квазиста- 
ционарных приближений и значительно упростить задачу. 

7 Например, реакции активирования ITKC и тирозиназы, повреждения ДНК протекают за 

доли секунды, изменение уровня ДАГ и репарация повреждений — за десятки минут, изменения числа 
меланоцитов — за десятки часов и т.д. 

81



2. Данные O численных значениях 
„ 10 T оЩ параметров описанных процессов край- 
Е 8 / ~—=_| He неточны, а B большинстве случаев 
$5 6 7 просто отсутствуют. Поэтому выбор 
З 4 констант — затруднен, ¥ — приходится 
g И прибегать к косвенным оценкам. Так, 
F == известно время митотического цикла 

0 меланоцитов — 33 часа [12], откуда 72 143 214 285 356 427 498 
“ч 

-
 

получаем — значение — для — скорости 
пролиферации XaByaBY' Значение KOHC— 

Рис. 4. Отклик меланоцитов нг_\15УФИ:.Жирная танты — скорости  отшелушивания ) 

ж _ ЁЁЁЁРЁЁЁЁИЁЁЁ‚ЁЁНИБЁЗ’ Ё) ЬЁЁЁ определяется по времени смены клеток 
каждый день через сутки) эпидермиса (28 суток). Другие конс- 

танты подобного типа можно оценить U3 
сравнения временных масштабов соответствующих процессов. В процессе 
пробных расчетов большинство значений параметров варьировали в широких 
пределах, с тем чтобы получить динамические характеристики 3arapa, близкие K 
наблюдаемым. Однако, в силу имеющегося в настоящее время разброса значений, 
результаты следует рассматривать как иллюстративные, претендующие лишь на 
качественное соответствие экспериментам. 

Аналитические и численные расчеты проводились с использованием пакета 
Mathcad 2000. Результаты вычислений представлены на рис. 4—8. Они качественно 
согласуются с экспериментальными данными [8]. Моделировались ситуации 
однократного и четырехкратного облучения 15-минутными «прямоугольными 
импульсами» УФИ. M3 сравнения рис. 4, 7, 8 видно, что различные составляющие 
системы — меланогенеза  реагируют подобным  образом, но с различными 
временными параметрами, что может приводить K дополнительной модуляции 
кривых отклика. Так, на рис. 8 наличие двух пиков обусловлено быстрым 
откликом меланосом по сравнению с меланоцитами. Интересную возможность 
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Рис. 5. Отклик степени меланизации меланосом на УФИ: четырехкратное облучение (по 15 мин 
каждый день через сутки); / — время после облучения (часы); T — возраст меланосом (часы) 
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Рис. 6. Отклик коэффициента пропускания 

верхних слоев эпидермиса на УФИ: единичное 
воздействие (15 мин) 

управления поведением системы за счет 
нелинейности можно увидеть на рис. 7: 
при достаточно высокой частоте следо- 
вания — импульсов - отклик - системы 
аналогичен отклику на сигнал низкой 
частоты, HO с большей амплитудой. 

Исследование динамических ре- 

жимов системы УФ-индуцированного 
меланогенеза представляет предмет OT— 
дельного рассмотрения, результаты ко- 
торого планируется опубликовать B 
дальнейшем. 

Несмотря на сугубо предварите- 
льный характер полученных результа- 

ё_Ё_1.5/ \ 
=0 

э ® 1.0 
Е SN— ] 
Ёыд 0.5 
= & 
85 00— . 

1 47 93 139 185 

4 ч 

Рис. 7. Отклик содержания меланина в отдель— 
HOM кератиноците на УФИ: четырехкратное 

облучение (по 15 мин каждый день через сутки) 
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Рис. 8. Отклик содержания меланина в верхних и 
нижних слоях на  УФИ: четырехкратное 

облучение (по 15 мин каждый день через сутки) 

TOB, уже сейчас просматривается возможность применения модели для опре— 
деления оптимальных режимов ПУФА-терапии. Так, из рис. 6 видно, что 

увеличение времени между сеансами позволяет получить такой же эффект при 
меньшей дозе облучения, 

Работа выполнена при поддержке программы CRDF, грант № КЕС--006. 
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MATHEMATICAL MODEL ОЕ UV-INDUCED MELANIN SCREEN 

М.М. Stolnitz, A.Yu. Peshkova 

The mathematical model of UV—induced melanogenesis ав а nonlinear dynamic 
system with negative feedback is presented. The system of ordinary and partial 
differential equations for the number of melanocytes, number of melanosomes in 
melanocyles and keratinocytes and melanin content Ю lower and upper layers оЁ 
epidermis 15 derived. Problems оЁ numerical calculations оЁ model equations and its 

possible applications 10 UV—therapy optimal modes calculation are discussed. 
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КВАЗИРАВНОВЕСНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ БОЛЬЦМАНА 

A.B. Нетребко, О.А. Чичигина 

Получено стационарное распределение плотности вероятности по координатам 
для неравновесных состояний системы, время жизни которых велико по сравнению с 
BpeMeHeM корреляций. Показано, что слабая неравновесность проявляется B 
уменьшении эффективной температуры. Результаты подтверждены компьютерным 

моделированием. Предложен способ определения пространственной зависимости 
потенциальной энергии по зависимости времени жизни состояния от температуры. 

Введение 

Описание выхода системы из квазиравновесного состояния под действием 
флуктуаций является задачей, объединяющей различные разделы современной 
науки. Такая задача возникает, например, B теориях фазовых переходов [1] и 
химических реакций, при исследовании динамики сложных биомолекул [2], при 
вычислении коэффициента поверхностной диффузии в полупроводниках [3], при 

анализе — срыва — слежения — радиотехнических — и — оптических — систем 
автосопровождения [4]. В большинстве случаев динамика таких систем может 
быть — смоделирована как  движение  броуновской  частицы в — сложном 
потенциальном поле. 

Рассмотрим броуновское движение одной частицы в потенциальной яме U 
под действием внешних шумов, характеризуемых температурой Г. Если частица 
может с течением времени выйти W3 этой ямы, TO процесс является 
неравновесным и, строго говоря, не описывается стационарным распределением 
вероятостей. Для вычисления зависимости вероятности выхода от начальных 
условий и от времени необходимо решать уравнение Понтрягина [5] (см. также 
[6,7]), причем в случае сложного вида потенциала не удается получить решение 
аналитическими методами. Это уравнение неприменимо, если среднее время до 
выхода T,, много болыше времени «забывания» начального условия или времени 
корреляции ‚ 

т„ >> 1T, 1) 

то есть процесс является близким к стационарному. Тогда вероятность выхода HE 
зависит от времени и начальных условий. 

В таком квазиравновесном приближении можно описать ансамбль Гиббса, 

задаваемый температурой и потенциальной энергией, ввести He зависящее от 
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времени распределение вероятностей B фазовом пространстве у/(4,0) и вычислитЬ 

вероятность попадания частицы в область фазового пространства, соответствую- 

щую выходу частицы. 

В работах [8-10] получена формула для нахождения константы выходаа (то 
есть величины, обратной среднему времени жизни) квазиравновесной системы. 
Постоянная а имеет смысл вероятности выхода в единицу времени. Вероятность 
такого события в единицу времени описывается интегралом от скалярного 
произведения вектора скорости и внешней нормали к поверхности ), ВЫХОД 
частицы за которую считается выходом из ямы, и распределения вероятностей по 
всем скоростям и по 5. Для частицы, описываемой координатами и скоростями, 

это выражение запишется в виде: 

а =1 w(g.v)o,n dS,do, ) 

где S, — гиперповерхность B пространстве координат, пересечение которой 
означает выход U3 ямы; л) — единичный вектор внешней нормали к 5); Од, — 
скалярное — произведение — многомерных — векторов. — Гиперповерхность — 5., 
пересечение  которой  изображающей  точкой — символизирует — выход — из 
потенциальной ямы, естественно поместить на гребне потенциального барьера. 

В работах [8-10] было показано также, что ввиду малости константы а 
процесс распада является экспоненциальным, напоминая тем самым спонтанный 
распад. А вероятность того, что частица, находившаяся в начальный момент в яме, 
будет там обнаружена в момент времени £, определяется выражением 

P(t) = ехр (-ар). (3) 

Задача данной работы — нахождение распределения вероятностей w(q,0) для 
частицы, движущейся в потенциальной яме [0 выхода. Очевидно, что при 
уменьшении вероятности выхода полученное нами распределение должно 
стремиться к распределению Гиббса, то есть это новое квазиравновесное 
распределение связано ¢ константой а. Константа а, в свою очередь, определяется 
из (2) с помощью w(g,0). Эта взаимная зависимость распределения и вероятности 
выхода и будет использована в работе. 

1. Зависимость вероятности выхода частицы 

от ее средней потенциальной энергии 

Рассмотрим две потенциальные ямы (П1‚02$О) одинакового объема, такие 

что частица может переходить только из одной ямы B другую и процесс этих 

переходов является равновесным. Время выхода W3 1-й ямы T, , совпадает с 

временем перехода M3 одной ямы в другую и удовлетворяет условию (1). Если 

считать микросостоянием положение частицы в данной точке пространства, TO 

согласно (1) номер ямы, в которой находится частина, окажется макропараметром, 

задающим ансамбль Гиббса. Тогда можно ввести распределения вероятностей 

только для каждой ямы в отдельности, HO они не будут равновесными. 

Вдинственный способ определить ансамбль Гиббса дня всей области движения 

частицы — это рассматривать номер ямы / как микросостояние, а температуру 

считать — макропараметром,  задающим — этот — ансамбль. Каждое — такое 

микросостояние характеризуется энергией (U), имеющей смысл средней энергии 

частицы при движении ее в /-й потенциальной яме. Система находится B 

равновесном состоянии и вероятность нахождения частицы в той или иной яме (то 

есть B /-м микросостоянии) задается распределением Больцмана 
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„® = exp[~(U),/(KT) [{eXp[=(U),/(KT)] + EXPL(~( L),/ (K1)]}, 

мв = exp[(—(U)/(kT) ] {exp[—(U),/(KT)] + exp[—U),/(kT)]}, 

где & — постоянная Больцмана. Выберем время т Takoe, что 1 <1<, где T, — время 

корреляции при движении внутри ямы, то есть время, за которое теряется 
ИНфОРМ&ЦИЯ о начальном положении частицы. ПСРСХОДЬ1 в такой системе через 

время T можно считать марковским ПРОЦСССОМ‚ HO ВСРОЯТНОСТЬ того, что частица 

успеет за это время перейти в другую яму и вернуться обратно, пренебрежимо 
мала. При этих условиях марковская матрица (см., например, [6,7]), состоящая из 
вероятностей переходов B /-ю яму из /-й, согласно (3) запишется следующим 
образом: 

4) 

А= ( ехр(-а1) — 1 -expla,1) ) 

1 -exp-a;1)  exp(-a,n) 

Найдем собственные значения матрицы А: A,=1, A,=2[exp(~ a,7)+exp(—a,7)]-1<1. 
Собственный вектор, соответствующий A;, компонентами которого являются 
нормированные вероятности нахождения частицы в /-й яме, имеет вид 

w, = [1 - ехр(-ах)|/2 - ехр CaT) — exp(-a,1)] 5) 

w, = [1 - expl-a,7))/[2 - ехр(-а,т) — exp(-a,7)]. 

B то же время, матрица A", описывающая переходы за п—› Шагов, то есть за 
время /=лт>>т. „‚ должна любое начальное распределение вероятностей переводить 
в распределение Больцмана (4). 

Матрица, удовлетворяющая этому условию, выглядит следующим образом: 

мВ wlB 
lim _A"= . 

B B W, W, 

Эта матрица должна иметь общие собственные векторы с матрицей A, одно из ее 

собственных значений равно A,"=1, так как второе собственное значение матрицы 
А зануляется при возведении в.л-ю степень. Соответствующий этому значению 
собственный вектор матрицы A’ задает  распределение Больцмана (4). 
Приравнивая (4) и (5), получаем 

1 — ехр(-ад) = ад = Cexp[(U)/(kT)], (6) 

где С — некоторая функция, зависящая только отТ и не зависящая от U. Итак, (6) 
дает экспоненциальную зависимость вероятности выхода от средней «глубины» 
ямы. 

2. Среднее время выхода из двумерной потендиальной ямы 

Для удобства рассмотрим двумерное броуновское движение в потенциальной 
яме П(хі‚х2)‚ занимающей область ©, выход H3 которой происходит при 

пересечении замкнутой границы S, длиной L~QM2. Считаем, что U(S;)=0. Частица 
находится в тепловом равновесии с поверхностью, на которой происходит 
движение. Распределение в фазовом пространстве может быть представлено в 
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виде произведения квазиравновесного распределения Больцмана w(x,x,) и 
условного распределения по скоростям W'(v,,0,lx,,x,). Такая ситуация реализуется, 
например, B биологических системах [2], и её исследование важно при вычислении 
времен перехода от одной конформации полипептидной цени к другой. Этот 
переход можно описать как выход пробной частицы из потенциальной ямы 

размером порядка 10° м, глубина которой (примерно 1072! Дж) сравнима с 
тепловой энергией. Такая задача встречается также при — вычислении 
коэффициента поверхностной диффузии B полупроводниках [4]. 

При вычислении интеграла (2) выполним сначала интегрирование по 
скоростям. Условие теплового квазиравновесия частицы с  поверхностью 
позволяет считать, что распределение по скоростям будет максвелловским везде, 
кроме области 65 вблизи границы. Ширина 65 порядка длины свободного пробега. 
Дело в TOM, что весь процесс движения частицы рассматривается до первого 
пересечения границы, и, значит, попасть в область д58 частица может, двигаясь 
только по направлению к границе. Для каждой точки границы S, можно ввести 
систему координат для скоростей, направив оси перпендикулярно (0,) и 
параллельно (v,) границе. Тогда распределение IO скоростям на S, будет 
аналогичным максвелловскому, но B диапазоне 0,>0, 

w(v,0,lx,,x, & 65) = w,,, 

w'(0,,0,lx,,x, € 85) = 2w, 6(0,). 

Окончательно получаем выражение для а в нашем случае 

а= 2_[_шс!02 fo dv, ) s, @ ol wy,. 

I/IHTCFpHpOBaHI/Ie для а может быть разбито на две части — координатную и 
e связанную CO скоростями: а=а’а”, где 

а’ = Lw(S,), 

и — — 1/2 а” = {(v,) = [2kT/(mm)]*>. 

Итак, получаем окончательное выражение для константы распада 

а = [2kT/(mm)]"2 Lw(S,) = М (7) 

3. Квазиравновесное распределение Больцмана 

Сравнение формул (6) и (7) показывает, что 

w(S,) = Aexp[(U)/(kT)], 

где А не зависит от U. Значит, стационарное распределение Больцмана He 
описывает квазиравновесное состояние частицы. Однако очевидно, что квази- 
равновесное распределение не должно кардинально отличаться от распределения 
Больцмана, и это отличие можно учесть с помощью некоторой поправки. Введем 
эту поправку @ следующим образом: 

w(x,y) = (1/9) exp[((U) —~U(x,y)o)/ (kT)]. (8) 
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Это и всть квазиравновосное распредолоюние Больюцмана, удовлотвориющее 

условиям (6) и (7). Константа @ определяется из условия нормировки и характе- 
ризует неравновесность системы. Для определения @ и (U) имеем систему 
уравнений 

%Г [ехр[-Оо/(&Т)]ахау = Qexp[~(UY(KT)], 
%) 

| [Uexp[-Ua/(kT))dxdy = (Оудехр]-(ОУ(КТ)]. 

IlepBoe из этих уравнений получается U3 условия нормировки, а второе — из TOTO 
факта, что (U) является математическим ожиданием U. 

Ряд важных соотношений может быть получен в общем виде. А именно, из 

очевидного математического неравенства 

[ехр[-По/(&Т)]ахау > U_._Jexp[-Ua/(kT)dxdy 

получаем не менее очевидное с физической точки зрения соотношение 

()> 0 (10) 

Знак равенства в (10) соответствует прямоугольной потенциальной яме, 
Во введении была упомянута необходимость наличия предельного перехода 

(8) к распределению Больцмана (с-—›1) при уменьшении вероятности выхода а, TO 
есть согласно (6) при (U)/(kT)——eo. Однако средняя энергия не является заданной 
величиной, поэтому B дальнейшем будем характеризовать глубину MBI 
минимальным значением потенциальной энергии U, . 

Для сокращения вычислений введем безразмерные переменные В=0 /КГ<0, 
0<y=(U)U_, <1, 0<u=U/U__ <1. Тогда уравнения (9) перепишутся в виде 

[ fexp(—uOLB)dxdy = Эехр(-Ву), 
1 (11) 
( Ju ехр(-и af)dxdy = © уехр(-Ву). 

Далее продифференцируем первое уравнение в (11) mo В и с учетом второго 
уравнения получим 

(дсидВ) В + о: = 1+ ду/дВ(В/). ° (12) 

В равновесном пределе В — — сов левой части второго уравнения (11) можно 
вынести из-под знака интеграла максимальное значение медленно меняющейся по 
сравнению с экспонентой функции и, равное единице. Используя первое уравнение 
из (11), получаем 

y=1. (13) 

Очевидно, что при малых температурах средняя энергия близка K минимальной. В 
этом случае второе слагаемое B правой части (12) зануляется, и получающееся 
уравнение дает искомый результат 

В пределе больших температур В—0 из (12) получается a—1. В этом случае 
отсутствие искажений, которые могли бы возникнуть из-за конечного времени 
измерения, объясняется TEM, что распределение само по себе (¥ в больцмановском 
варианте) является близким к равномерному, TO есть искажать, фактически, 
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нечего. Однако важно учесть, что параметр В ограничен снизу условием (1), так 
как при больших температурах заметно возрастает вероятность выхода. 

Кроме предельных значений @ (12) позволяет представить общий вид 

зависимости этого параметра неравновесности от В. Данная функция имеет 
максимум и, следовательно, всегда о:>1. Покажем это. 

Условие экстремума зануляет первое слагаемое в левой части (12). Для 
выяснения знака второго слагаемого в правой части, определяющего значение @ 
по сравнению с единицей, выразим у из (11) 

у = [иехр(-иоф)ахау / Jexp(—uap)dxdy. 

Знак производной ду/дВ будет определяться 3HAKOM числителя, а именно, 
знаком выражения 

-[ идехр(-ноВ)ахау [ехр(-иоф)ахау + Juexp(~uoB)dxdy Juexp(—uaB)dxdy. (14) 

Домножая (14) на 

[(UQ)exp(B) > 0 
и учитывая (8), получаем 

—(и?) + (иу? < 0. 

Следовательно, второе слагаемое B правой части (12) больше нуля и o>1. Данный 
результат подтверждается рассмотрением кусочно-постоянных потенциалов B 
работе [11]. Из этого можно сделать важный вывод, что влияние неравновесности 
процесса сводится к уменьшению эффективной температуры, TO есть к сужению 
распределения по координатам. Это происходит из-за того, что маловероятные 
состояния не успевают реализоваться. Важно отметить, что формула (8) и 
уравнения (9) верны для любой размерности фазового пространства. 

Полученный результат можно также интерпретировать как увеличение 
глубины потенциальной ямы в @ раз. Подобный эффект описан в работе [12], где 
показано, что одномерное движение массивной частицы под Действием только 

упругих ударов более легких частиц может быть представлено как движение 
внутри некой потенциальной ямы с выполнением закона сохранения энергии. 

4. Оценка применимости метода квазиравновесных распределений 

Рассмотренное описание He учитывает особенностей  взаимодействия 
частицы с термостатом, поскольку квазиустановившееся распределение не 
зависит, например, от коэффициента трения /. Однако от него зависит время 
установления этого распределения T . Существуют два ограничения на применение 
формулы (8), описываемые неравенством (1). В случае сильного трения под 
временем корреляции следует понимать время, за которое броуновская частица 
проходит расстояние, равное характерному размеру ямы R, TO есть 

т - КР, 

где D — коэффициент самодиффузии. Причем D = kT/(hm), следовательно 

T, ~ R%hm/(kT). 

Это означает, что при слишком большом трении частица бУДСТ долгое время 

локализована в небольшой области ямы, то есть время корреляции оказывается 
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сравнимым с временем выхода T, - ¥ вычисления времени вымхона по dhoparumans 1’7\ 

(8) дадут сильно искаженный результат. 
В случае слишком малого трения время корреляции оценивается следующим 

образом: 
т - й. 

Воздействие внешних шумов на частицу мало, и ее движение долгое время 

остается механическим, а He тепловым, возникают квазиустойчивые циклы. И 
опять время выхода, вычисленное без учета времени установления распределения, 
будет отличаться от UCTHHHOIO. 

Итак, мы получили ограничения на допустимые значения коэффициента 
трения 

1, << h << т„ kT/(R*m). 

В работе [2] приведены результаты компьютерного эксперимента по 
исследованию зависимости T, OT /1, где величины 

KT/((L*m) - 1, — п„ > 100 

даны в безразмерных единицах. На интервале 0.1<A<10 показано отсутствие 

зависимости T, OT Л, IO мере удаления от указанного интервала в обе стороны T,, 
возрастает. Этот результат хорошо согласуется с нашей оценкой и доказывает 
применимость — квазиравновесного  распределения в — пределах — изменения 
коэффициента трения в сто раз. 

5. Примеры вычислений для различных видов потенциалов 

Рассмотрим параболическую потенциальную яму U=U „ (1-r%/R?). Для такой 
ямы соотношения (11) запишутся в виде 

е Ё® — 1 = -офе ®, 

(у В -В — la)oe™ = —1. 

Для конусообразной ямы, U=U_: (1-+/R), получаются уравнения 

Ва — 1 +е7В® = 1/5 (ap)2e?, 

(уВ -В — 2/о)ое” В/2 =—1. 

Для ямы вида U=U_. [1- (r/R)Y?] имеем 
min 

(67 + (Ва.)? -- 3(Во)? + 6 Ва — 6)(Bar)*/4 = e, 

(vB —В — 4/од ое /4 = —1. 

На рис. 1 представлены результаты вычислений зависимости @ от В для 
параболической потенциальной ямы (сплошная линия), для конусообразной (пунк- 
тирная линия), для корневой (штриховая линия) и для ямы вида U=U_ [1-(r/R)*] 
(штрихпунктирная линия). ‚ 

Сравнение этих графиков позволяет сделать BBIBOL, что изменение 
распределения, связанное с неравновесностью процесса, больше всего прояв- 
ляется при |!--4. Причем это проявление тем меныне, чем ближе K прямоуголь- 
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ной оказывается вид потенциальной ямы. На рис. 2 представлена зависимость 

логарифма безразмерного среднего времени выхода частицы из потенциальной 

ямы в зависимости от В для TeX же случаев, что и на рис. 1. Вычисления 

проводились по формуле 

г = (-л B/8) 1P, 

следующей из формулы (7). Параметр приведения времени к безразмерному виду 
равен (т& а). 

6. Компьютерное моделирование 

В компьютерном эксперименте моделировалось движение частицы массы 

m=1 под действием 6—-коррелированных сил & И &у в потенциальном поле U(x,y) в 

соответствии с уравнениями ` ` 

ах/аё = -ддх —ho_+wg, 

i d>yldf = —0U/dy —ho, + Wk, 

где & и §, — случайные величины, равномерно распределенные на интервале [-1,1]. 
Воздействие этих случайных сил происходило с шагом по времени 7,=1/100, за 
единицу выбрано время прохождения через всю яму. Начальное положение 
частицы было выбрано на дне потенциальной ямы. Интегрирование проводилось 
методом Рунге — Кутты 4-го порядка точности с автоматическим выбором шага 
интегрирования. Среднее время выхода находилось по 500 реализациям. 

Для определения температуры, соответствующей амплитуде шумов W, 
учтем, что корреляционная функция такого шума определяется выражением 

К = wXE% = w¥3. 

С другой стороны, для шума, близкого к 5-коррелированному, 

К = 2kThit, 

Из этих ABYX выражений получаем температуру 

KT = w?t,/(6h). 
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В случае малых температур полученное время выхода OLUIO уточнено с 
учетом ненулевого времени корреляции случайных воздействий T, аналогичного 
времени свободного пробега. Дело в том, что после удара, предшествовавшего 
выходу частицы, она на протяжении времени T, движется (без дополнительных 
ударов) с замедляющим ускорением (1/m)oU/or| _, и средняя скорость на границе, 
входящая в (7), будет меньше 

<01)S <v]>|50_5 — (То/т)д[]/дГ"____к‚ 

где (01)! — средняя скорость, направленная к границе, задаваемая просто распре— 
делением Максвелла то есть вдвое меньшая скорости в (7). Эта поправка не 
превышает нескольких процентов. Результаты эксперимента представлены на 
рис. 2. Кружками показаны времена выхода из параболической ямы (сплошная 
линия), прямыми крестиками — из ямы, соответствующей штрихпунктирной линии, 
и косыми крестиками — из конусообразной ямы (пунктирная линия). 

Компьютерное — моделирование т 
подтверждает также линейную зависи- 12001 ^ 

мость среднего времени жизни COCTOS— ] 
ния от радиуса ямы. На рис. 3 представ- 8001 
лена экспериментальная зависимость 
времени  жизни OT  коэффициента 400 
трения. Верхний график, маркирован- 1 
ный крестиками, соответствует радиусу — 0 
ямы, вдвое большему, чем радиус ямы, 60 40 2.0 00 20 40 ljogzh 

время выхода из которой показано на 

графике, маркированном квадратиками. Рис. 3 

Видно, что в области применимости 

теории время выхода из большей ямы вдвое больше, чем из меньшей. 
За пределами этой области заметно влияние времени корреляции, которое 

описано в разделе 4. 

7. Восстановление координатной зависимости потендиальной энергии 
по зависимости времени выхода от температуры 

Показанная в разделах 5, 6 зависимость времени жизни состояния (k1) от 
«кривизны стенок» потенциальной ямы (/(х,х,) позволяет решить и обратную 
задачу B TOM случае, когда потенциальная энергия точно не определена. Такая 
задача возникает, например, при попытке моделировать молекулярную структуру 
сложного биологического соединения по имеющимся данным о времени его 
распада или времени удерживания UM какой-либо частицы. 

Нами предложен алгоритм восстановления вида простейшей симметричной 
двумерной потенциальной ямы (заданного размера R) по известной зависимости от 
температуры времени выхода т(АТ) из этой ямы частицы массой т. Причем 
предполагаем, что потенциальную энергию можно представить B виде 

U=U_[1-(rRY]. 

Таким образом, задача сводится K вычислению и последующему уточнению 
величин ( Й 

Согласно (7) и (8), учитывая, что L=2nR, Q=nR? и 1=1/a, получаем 

(UX(vAT) = kT In(2u/R)[2KT/(nm) ]2 (15) 
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Подставляя имеющуюся зависимость т(АТ), получаем (U)(AT). Возьмем две точки 
на этой кривой в диапазоне наименьших температур, когда распределение (8) 
близко к распределению Гиббса (o~1). Согласно теореме о распределении энергии 

по степеням свободы, следующей из распределения Гиббса [13], 

(У(#Т) = Иа + 2/(pkT). (16) 

Записав (16) для каждой из выбранных точек, находим приближенные значения 
И И p. Далее вычисляем по формулам (8) и (9) o и более точную зависимость 
(U)ZkT) с учетом неравновесности процесса H, выбирая две новые точки на новой 
кривой (U)(kT'), находим уточненные значения / И р. Далее эту операцию можно 
повторять, получая все более точные их значения. 

Выводы 

В случае квазиравновесного процесса распределение по координатам 
оказывается более узким, чем распределение Больцмана, и описывается 
формулами (8) и (9). Оно применимо в широком диапазоне значений коэффици- 
ента трения. В ряде случаев удается получить вид зависимости потенциальной 
энергии от координат по известной зависимости времени жизни состояния от 
температуры. _ 

В заключение авторы благодарят Юрия Михайловича Романовского за 
привлечение внимания авторов к данной проблеме, Бориса Андреевича Гришанина 
за ценные замечания, позволившие существенно улучшить работу, а также Юрия 
Александровича Кравцова за ивтерес к работе. 

Работа проведена npu частичной финансовой поддержке РФФИ 98-03- 
33191 A и Государственной программы «Научные школы России» 00-15-97-843. 
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QUASI=EQUILIBRIUM BOLTZMANN DISTKISUTION 

A.V. Netrebko, O.A. Chichigina 

Stationary coordinate distribution is received for nonequilibrium states of system, 

which lifetime is much more than correlations time. It is shown, that this weak 
nonequilibrium is revealed by decrease of effective temperature. Results are confirmed by 
computer simulations. The way of potential energy coordinate dependence determination 
by means of lifetime’s temperature dependence is proposed. 
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Изв. вузов «ПНД», 7.9, № 3, 2001 УДК 537 

NONLINEAR DYNAMICS ОЕ DISSIPATIVE SYSTEMS: 
YESTERDAY, TODAY, AND TOMORROW * 

М.1. Rabinovich, N.F. Rulkov 

Introduction 

Nonlinear dynamics (ND) is an interdisciplinary branch of science that gives 
researchers an effective tool enabling them to understand, describe, and predict the time 

evolution of physical, chemical, biological and social systems, provided that uncontrolled 
random impacts (noises, fluctuations) are not 100 great Ю disturb the cause—effect 
behavior. 

Although ND rests upon a formalized, frequently fairly abstract mathematical 
apparatus it 15 ап applied science since it studies nonlinear phenomena revealed 1 real ог 
laboratory conditions, and its principal goals are prediction and, if possible, the control of 
the behavior of nonlinear systems. That is the reason why ND is constantly changing in 
time. What remains invariable is the approach to the analysis of nonlinear dynamical 
systems that was formulated in the nineteen thirties thanks primarily to the work of 

Mandelshtam and Andronov. Andronov’s formulation of this approach contained three 
key points. 

(i) Only those models demonstrating motions, which do not vary with small 
changes of the control parameters, can be regarded as really interesting ones. Andronov 
referred to these ав models i.e. dynamical systems that are structurally stable. 

(1) To obtain insight into the dynamics of а system means to clarify all principal 
types of it’s behavior under all possible initial conditions, i.e. one should investigate the 
behavior of the model as a whole rather than find particular solutions under spec1fic 
initial conditions — hence Andronov’s fondness of the methods of phase space analysis. 

(iii) Consideration оЁ the behavior оЁ the system а5 а whole allows one to 
introduce the concept of topological equivalency of dynamical systems, and requires 
understanding оЁ local апа global bifurcations as control parameters are varied. 
Consideration of the topology of a phase portrait corresponds to a qualitatively stable 
motion of the system with small variation of governing parameters. Partitioning of the 
space of parameters into the regions with different behaviors then furnishes a complete 
picture of the potentialities of a dynamical system. 

In fact, we are speaking about simplified models of real systems that highlight 
some phenomena and ignore others. 

* Презентация 2.07.2001 ка Международвой конференции, посвященной 100-летию co днвя 
рождения А.А. Андронова «Progress in Nornlinear science», Nizhny Novgorod, Russia, July 2—6, 2001. 
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It 15 important Ю зау аг Mandcishiam and Andronov had raiscd с Vel ОГ 
nonlinear science about fifty years before it was acknowledged by a broad scientific 
community and became popular, when there appeared numerous «Nonlinear» journals, 
centers, institutes, and so on. Although their work and the works of their pupils were 

focused оп physical problems, i.e., they were concerned with «Nonlinear physics» (radio 
electronic systems, mechanics, optics, acoustics), they always emphasized фе 
universality of «Nonlinear thinking» which they mastered to perfection and passed this 
culture on to their pupils. 

Similarly to quantum mechanics or the theory of relativity, nonlinear physics gave 
rise to a great variety of basic ideas and unexpected results. However, unlike quantum 
mechanics and the theory of relativity, nonlinear physics is concerned with systems of 
arbitrary spatio—temporal scales. 

If we look backwards and omit details we can say that during the seventy years 
that have elapsed the interests of Nonlinear Dynamics were focused in time as follows. 

1930s — 19605 Periodic self—excited oscillations, weak interaction оЁ oscillators, 
modes ог waves, synchronization оЁ oscillations. 

1960s — 1980s Strongly nonlinear waves, chaos, fractals, the birth of turbulence. 
1980s — 1990s Pattern formation, dynamics оЁ systems with complex structure, 

models of memory, prediction and control of behavior by observed 
data. 

1990s — 21 Century Information dynamics (transmission and processing оё information 
via nonlinear dynamical communication channels, dynamics of 
information networks, including Internet, information neuro-— 

dynamics), № оё self-learning systems, dynarnics оё highrate 
processes and оё quantum computations. 

Basically, all these trends originated from the works of Faraday, Rayleigh, 
Poincare, van der Pol, Mandelshtam, Andronov, and other founding fathers of nonlinear 

dynamics. However, different fields of nonlinear science have evoked greater or lesser 

interest of researchers, either following prominent discoveries or meeting requirements of 
the market, as was the case with the nonlinear dynamics of optical systems, laser 
dynamics including. 

In this lecture ме will discuss the most striking events that occurred м the 
nonlinear dynamics of dissipative systems in their historical retrospective. Meanwhile we 
realize that any such discussion is out to be subjective and bears the imprints of the 
authors’ tastes. 
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S — Книжное обозрение 

Изв. вузов «ПНД», т.9, № 3, 2001 УДК 537 

СОВРЕМЕННЫЕ ПРОБЛЕМЫ НЕЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИКИ 

Г.Г. Малинецкий, А.Б. Потапов 

© Г.Г. Малинецкий, A.B. Потапов, 2000 

© Эдиториал УРСС, 2000 

М.: Эдиториал УРСС, 2000. 336 с. 

ISBN 5-8360—0110-3 

В книге рассматриваются некоторые ключевые проблемы современной 

нелинейной динамики. Концепция авторов сводится к тому, что принципиальные 
трудности, с которыми столкнулся этот междисциплинарный подход, требуют новой 
парадигмы. В книге сделана попытка наметить ее возможные контуры. На смену эре 
диссипативных структур и эре динамического хаоса должна прийти новая эпоха. Если 
многие конценции и базовые математические модели ранее приходили в синергетику из 
физики, химии, гидродинамики, то теперь их основными поставщиками становятся 
нейронаука, теория риска, биология, теоретическая история, психология и другие 
области, связанные с анализом сложных необратимо развивающихся систем. 

Обсуждается ряд оригинальных результатов, касающихся математического 
моделирования нелинейных явлений и анализа временных рядов. Большое внимание 
уделено таким бурно развивающимся в синергетике подходам, как  теория 
инерциальных многообразий, реконструкции аттракторов, теория русел и джокеров, 
теория нейронных сетей. Это делает книгу интересной для специалистов в нелинейной 
цинамике и смежных областях. 

Более чем двадцатилетнее pa3BUTHE синергетики заставляет — подвести 
предварительные итоги и заново оценить основные идеи, модели, концепции, 
отредактированные B ходе большого пройденного пути, осмыслить «язык» нелинейной 
науки. Этому посвящена значительная часть книги, что делает ee полезной широкому 
кругу студентов, аспирантов и всем, кто хочет ознакомиться с конкретным 
математическим содержанием нелинейной динамики. 

Содержание 

Глава 1. Предисловие, или игры со сложностью. 1.1. Время оправдывать надежды. 1.2. 

Новая парадигма. Внешнее оправдание. 1.3. Логика нелинейной динамики. 

Часть Г. Нелинейная динамика и хаос: основные понятия 

Глава 2. Язык нелинейной динамики. 2.1. От истории к современности. Взгляд с птичьего 
полета, 2.2. Простое и сложное поведение. 2.3. Порядок и хаосе. 2.4. Прообразы 
динамического хаоса — 1. Сдвиг Бернулли. 2.5. Прообразы динамического хаоса — 2. 
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Проблема турбулентности. Лоренц, Рюэль и Такенс. 2.6. Прообразы динамического хаоса — 

3. Небесная механика, Пуанкаре и «подкова Смейла». 

Глава 3. Динамические системы и их устойчивости. 3.1. Что такое динамическая система. 

3.2. Уравнения движения и отображение Ф’(х). 3.3. Инвариантные множества. 3.4. 
Простейшие инвариантные множества и их устойчивость. 3.5. Асимптотическое 

поведение, физический смысл и разнообразные устойчивости. 

Глава 4. Бифуркации неподвижных точек динамических систем. 4.1. Что такое 

бифуркация? 4.2. Теорема о центральном многообразии: выделение существенных 
размерностей для анализа бифуркации. 

Глава 5. Инвариантная мера динамических систем. 5.1. Откуда приходит случайность? 
5.2. Инвариантная мера и уравнение Перрона — Фробениуса. 5.3. Неразложимые, или 
эргодические, меры. 5.4. Устойчивость й сходимость мер. 5.5. Несколько важных теорем. 

5.6. Примеры непрерывных инвариантных мер. 5.7. Численное исследование мер. 
Гистограммы. 5.8. Динамические системы с шумом. 5.9. Шум и «физическая мера». 5.10. 

Заключение. Зачем нужна инвариантная мера. 

Часть П. Нелинейная динамика: подходы, результаты, надежды 

Глава 6. Параметры порядка и инерциальные многообразия. 6.1. Самоорганизация. 6.2. 
Инерциальные многообразия, оценка размерности аттрактора. 

Глава 7. Жесткая турбулентность и ее упрощенные модели. 7.1. Кратко об истории. 7.2. 

Kax выглядят пики жесткой турбулентности в QTDGL. 7.3. Нелинейное уравнение 

Шредингера и его автомодельные решения. 7.4. Автомодельная обработка и приближение 
«замороженной формы»: упрощенная модель ограничения пика по высоте. 7.5. 

Макроскопическое описание жесткой турбулентности. 7.6. О возможном статистическом 
описании жесткой турбулентности. 7.7. Жесткая турбулентность и переключающая 
перемежаемость, 7.8. Чем интересна жесткая турбулентность? 

Глава 8. Нейронные сети. 8.1. Нейронаука. 8.2. Элементарные предетавления о работе 
мозга. 8.3. Модель Хопфилда. 8.4. Смысл хаоса. 8.5. Многослойные нейронные сети. 

Глава 9, Энтропии и размерности аттракторов. 9.1. Энтропия динамической системы. 9.2. 
Размерности аттракторов динамических систем. 

Глава 10. Ляпуновские ноказатели. 10.1. Устойчивость и показатели Ляпунова. 10.2. 
Мультипликативная эргодическая теорема. 10.3. Некоторые свойства ляпуновских 
показателей. 10.4. Связь ляпуновских показателей с другими характеристиками. 10.5. Как 
вычисляют ляпуновские показатели? 

Глава 11. Реконструкция аттракторов IO временным рядам. 11.1. Временные ряды и их 
обработка. 11.2. Статистические методы обработки. 11.3. Идея реконструкции аттрактора. 
Теорема Такенса. 11.4. Выбор параметров реконструкции. 

Глава 12, Обработка временных рядов — важнейшие алгоритмы нелинейной динамики. 
12.1. Расчет фрактальной размерности аттрактора. 12.2. Свойства корреляционного 

интеграла. Оценка энтропий и другие полезные применения. 12.3. Предсказание временных 
рядов. 12.4. Оценка ляпуновских показателей по временному ряду. 12.5. Заключение. Что 
дали алгоритмы нелинейной динамики? 

Глава 13. Когда применимы алгоритмы велинейной динамики? 13.1. Проклятие 
размерности. 13.2. Порог фрактальности и трудности реконструкции. 13.3. Ложные соседи, 
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или почему динамика HE восстанавливается на больших масштабах? 13.4. Алгоритмы 
нелинейной динамики для временных рядов как способы решения некорректной задачи. 

Глава 14. Русла и джокеры, или как сопрячь динамику со статистикой? 14.1. 
Прогнозирование сложной динамики: почему мозг может, а реконструкции — нет? 14.2. 
Предикторы и трехслойные нейронные сети. 14.3. Когда сложная динамика может быть 
предсказуема? Русла и джокеры. 14.4. Как искать русла? 14.5. Что находится в конце 
русла? 14.6. Модельный пример. 14.7. Выводы и гипотезы. 

Задачи 

Список литературы 

Издательство УРСС специализируется на выпуске учебной ц научной литературы, 
в том числе монографий, журналов, трудов ученых Российской Академии Наук, 

научно-исследовательских институтов и учебных заведений. 
Полный каталог изданий представлен в Internet: hitp://urss.ru 

Среди недавно вышедших книг в Издательстве УРСС имеются: 

Малинецкий Г.Г., Потапов А.Б. Современные проблемы нелинейной динамики. 
Малинецкий Г.Г. Xaoc структуры. Вычислительный эксперимент. Введение в 

нелинейную динамику. : 

Пригожин Y., Стенгерс И. Время, хаос, квант. 
Пригожин И., Стенгерс И. Порядок из xaoca. 

Эбелинг В и др. Физика процессов эволюций. 

Табор M. Xaoc и интегрируемость в нелинейной динамике. 

Заинтересованный читатель может заказать 
книги наложенным платежом 

по тел. (095) 135-42-46 
или по электронной почте: E—mail: urss@urss.ru 
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DR НОНЕ Книжное обозрение 

Изв. вузов «ПНЛ», т.9, № 3, 2001 УДЦК 574 

УПРАВЛЕНИЕ РИСКОМ: 
риск, устойчивое развитие, синергетика 

B.A. Владимиров, Ю.Л. Воробьев, С.С. Салов, М.И. Фалеев, Н.И. Архипова, 

М.А. Капустин, С.А. Кащенко, C.A. Косяченко, И.В. Кузнецов, В. В. Кульба, 
Г.Г. Малинецкий, Н.А. Maxymos, В.Ф. Писаренко, А. В. Подлазов, 

C.A. Посашков, А.Б. Потапов, М.Г. Шнирман 

© Изд-во «Наука», 2000 

© Российская академия наук и изд-во «Наука», серия 
«Кибернетика: неограниченные BO3MOXHOCTH и воз— 
можные ограничения» (разработка, оформление), 1963 
(тод основания), 2000z 

M.: «Наука», 2000. 431 c. 
ISBN 5-02-008296-1 

В книге намечены контуры исследовательской программы, связанной с 

построением математической теории безопасности и риска, стратегии и практики 
управления рисками. Рассматриваются принципы развития гражданской защаты, опыт, 
накопленный МЧС. Для спедиалистов в области проблем безоласности, студентов и 
аспирантов. 

Введение 

Все, что_мы узнаем, — это какое-то прибли— 
жение, ибо мы 3HAEM, что не все ещё законы мы 
знаем. Все изучается лишь для того, чтобы 
снова стать непонятным или, 8 лучшем случае, 
потребовать исправления. 

Р. Фейнман 

Жизнь человека всегда была связана с опасностями. Почему же наука о риске 
рождается только сейчас? 

Дело в TOM, что в настоящее время, с одной стороны, человечеством осознана 

угроза, которую несут катастрофы и стихийные бедствия, а с другой стороны, развитие 
точных наук достигло необходимого уровня для содержательного анализа этой области. 

Говорят, что в период Карибского кризиса, в тяжелый момент американской 
истории Джоном Кеннеди были сказаны крылатые слова: «У меня есть тысячи 
специалистов, которые могут построить пирамиду, но нет ни одного, кто сказал бы, стойт 
ли ее строить», Или, говоря современным языком, в переломные момевты возникает 
особая нужда B системных аналитиках, в стратегическом анализе и планировании. 

Работы по стратегии управления рисками с привлечением HOBBIX подходов M3 
области фундаментальных ваук были начаты в 1997 г. по инициативе МЧС России, В них 
участвуют исследователи из Института прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН, 

Института машиноведения им. А.А. Благонравова РАН, Института проблем управления 
PAH, Международного института теории прогноза землетрясений и математической 

122



геофизики, Московского физико-технического института, Московского и Ярославского 
государственных университетов и другие ученые. 

Профессионалы, занимающиеся предупреждением и ликвидацией чрезвычайных 
ситуаций (ЧС), остро ощущают необходимость опираться на потенциал современной 
науки, а He действовать методом проб и ошибок. Жизнь ставит на повестку дня создание и 

разработку нового междисциплинарного подхода, который условно можно было бы назвать 
теорией риска. 

Цель этой книги — обратить внимание на проблемы стратегии управления рисками, 

поскольку стратегические ошибки являются самыми дорогими, Практикам oOHa 

показывает, какие научные идей, связанные с устойчивостью и безопасностью, 
развиваются сейчас в этой области, какие задачи разумно ставить перед научными 

коллективами. Ученых она знакомит с «социальным заказом», обусловленным острой 

общественной потребностью прогнозировать чрезвычайные ситуации, смягчать их 
последствия, повысить эффективность соответствующих социальных институтов и 
улучшить состояние гражданской защиты в обществе B делом. 

Особое внимание в ней уделено новым подходам, идеям, методам, ПОЯВИВШИМСЯ B 

нелинейной динамике, которые могут быть полезны в сфере управления риском. 
Намечены — контуры — исследовательской — программы,  связанной с — построением 
математической теории безопасности и риска. 

Концепция авторов сводится к тому, что на основе накопленного в России и в мире 

опыта, предшествующих разработок может быть построена новая наука — математическая 
теория безопасности и риска. Эта теория должна находиться между уровнем, на котором 

принимаются политические и стратегические решения, и уровнем разработки конкретных 
технических средств и систем. В качестве методической основы для создания такой теории 

может быть использована нелинейная динамика и компьютерное моделирование. 
Ряд - предварительных результатов в этой области, в частности, теория 

самоорганизованной критичности, теория нормальных аварий, теория прогнозирующих 

нейросетей, теория динамического хаоса и другие, заставляют изменить сам взгляд на 
предупреждение, прогноз и смягчение последствий чрезвычайных ситуаций. На 

современном этапе речь должна идти о создании новой парадигмы в области управления 
риском. Многие важные черты чрезвычайных ситуаций, на которые обращают внимание 
практики, должны быть учтены и в теории. 

Катастрофическое поведение внутренне присуще большинству сложных систем. 
Для них характерны общие закономерности, которые могут быть выявлены на основе 

нелинейной динамики и системного анализа. Здесь должна быть построена иерархия 
математических моделей и предложены эффективные стратегии управления. 

Обсуждение задач управления риском и подходов, предлагаемых авторами этой 
работы, на многих научных конференциях и семинарах, B дискуссиях с рядом экспертов по 

безопасности  природной и техногенной сферы  позволило  выделить — несколько 
принципиальных вопросов. Ответы на них отражают существо рассматриваемого подхода, 
взаимосвязи и логику решавшихся в ходе проведения исследований проблем. Эти вопросы и 
ответы на них нам представляется разумным обсудить во введении, 
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УДК 574 

УПРАВЛЕНИЕ РИСКАМИ И HAYKA 

Критический обзор: проблемы и перспективы 

Чл.-корр. РАН Ю.П. Попов 

Директор Института прикладной математики РАН 

В конце прошлого года в издательстве «Наука» в серии «Кибернетика: 
неограниченные возможности и возможные ограничения» вышла книга «Управление 
риском. Puck, устойчивое развитие, синергетика». Эта книга написана рядом ведущих 
специалистов N3 академических институтов и высшей IIKONLI и  несколькими 
руководителями МЧС России. Она, на мой взгляд, указывает на ряд важных тенденций B 

развитии научных исследований, B организации науки, B её взаимодействии с практикой. На 
них в этих заметках я бы и хотел обратить внимание. 

Новый этап развития науки и системный синтез 

В этом году и в Академии, и в Институте прикладной математики отмечался 90— 
летний юбилей основателя нашего института, выдающегося математика, механика, 

организатора науки, академика Мстислава Всеволодовича Келдыша. 
Институт создавался для решения проблем, имеющих стратегическое значение и 

непосредственно относящихся к национальной безопасности. Выбор этих проблем в 

первые годы его работы был достаточно очевиден — это проблемы создания, как теперь 

говорят, ракетно-ядерного щита. Прикладная математика, компьютерное моделирование 
сыграли здесь исключительно важную роль. 

Потом и в науке, и в ее организации в Академии наступил период специализации, 
новые науки и институты рождались «на стыке» научных дисциплин. От общего 
исследователи переходили к частному. Казалось, «время больших задач», под которые есть 

крупный государственный заказ, безвозвратно ушло. 

Однако времена меняются. Меняется социальный заказ, задачи, приоритеты. Все 

чаще и ученые, и политики TOBOPAT о системном кризисе, в котором оказалась наша 

страна. В это емкое понятие вкладывается, в частности, утрата перспективы, образа 

желаемого будущего. 
Естественно, ученые не могут оставаться в стороне от ключевых проблем, которые 

решает общество. Однако важно подчеркнуть, что сам тип этих проблем изменился. Все 
чаще ученых спрашивают, что надо сделать, чтобы вывести ту или иную сферу жизни 
общества из кризиса, какова государственная стратегия, 

Внимание к стратегии тоже понятно — стратегические ошибки оказываются самыми 
дорогими. Прежде всего потому, что их нельзя исправить действиями, предпринимаемыми 
на других уровнях. Коллективы исследователей, которые берутся за такие комплексные 
проблемы, создают своеобразный «сборочный цех». В них знания конкретных людей, 

предшествующие результаты, полученные, как правило, в различных дисциплинах, опыт 
практиков осмысливаются, обобщаются, синтезируются, ради того, чтобы решить 

конкретную задачу. Для исследовательской работы такого сорта часто употребляется 
удачное, на мой взгляд, словосочетание «системный синтез». 

Очевидно, системный синтез самым тесным образом связан с междисциплинарными 

исследованиями, которые всегда были сильной стороной отечественной науки. В нашем 
институте они в течение последних тридцати лет ведутся B научной школе чл.-корр. РАН 
С.П.Курдюмова, которого математики и физики, философы и экономисты, ПСИХОЛОГИ и 
востоковеды не случайно считают «своим». 

С библейских времен известно, что при строительстве капитальных сооружений (в 
первоисточнике приведен прекрасный пример с Вавилонской башней) особое значение 

имеет единый язык и, добавлю от себя, прочный фундамент. Что же является таким 

языком и таким фундаментом для междисциплинарных исследований, для системного 
синтеза? На мой взгляд — компьютерное моделирование и прогнозирование на основе 
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новых информационных технологий. Назову несколько причин этого, не вдаваясь B 
подробности. 

® Мы имеем дело с настолько болышим количеством факторов и процессов, что 
опенить их относительное значение можно, только построив модель и посмотрев, как 
различные явления и процессы меняют наблюдаемую картину. 

® Сопряжение теоретических представлений с конкретной сложной системой, как 
правило, невозможно без мониторинга, без постоянной подстройки параметров на основе 
обработки больших информационных потоков, без компьютеров. 

® Прогнозирование является одной из основных задач науки в целом. Уточнять нашу 
картину мира и развивать системы прогноза можно только предсказывая, ошибаясь, 
совершенствуя модели, алгоритмы, и постоянно выделяя главные, ведущие в данный 
момент факторы. 

За этими словами стоят не только надежды на будущие успехи и благие пожелания, 
но и конкретный опыт нашего Института и других организаций Академии наук. Под 
руководством М.В.Келдыша в течение многих лет давался прогноз развития космических 
исследований и ряда систем вооружений. Рассматривались различные сценарии, искались 
оптимальные варианты, и на этой основе осуществлялось стратегическое планирование. 
Наличие коллективов, которые могут решать задачи такого масштаба, сейчас стало 
неотъемлемой чертой науки развитых стран. 

Управление рисками. Надежды и реальность 

Многие привычные приметы нашей нынешней жизни даже при небольшом раздумье 
кажутся парадоксальными. Вот одна из них. Уже более 10 лет в России существует 
Министерство по чрезвычайным ситуациям. Это означает, что аварии, катастрофы, 

стихийные бедствия стали неотъемлемой частью жизни человечества. Возросли масштабы 
этих бед, расширился их спектр, возросло влияние этих неприятных неожиданностей на 

стратегию государств. Статистические данные показывают, что число пострадавших B 
результате техногенных катастроф и стихийных бедствий и величина ущербов 
приближаются к соответствующим показателям крупных вооруженных конфликтов. 

Заметим, что техногенные катастрофы, — это не только гигантский материальный 

ущерб и унесенные человеческие жизни. Это возможное изменение стратегии огромных 
отраслей экономики, «алгоритмов развития» цивилизации. Достаточно вспомнить 

знаковые катастрофы XX века — Чернобыль и «Челленджер». На мой взгляд, и атомная 
энергетика, и космонавтика до сих пор не вполне оправились от шока, вызванного этими 

трагическими событиями. 
Поэтому не случайно и в Россий, и в других развитых странах на рубеже XXI века 

стало ясно, что одной M3 основных технологий нашей цивилизации является технология 
управления рисками. Термин «управление рисками» пришел из страхового дела. 
Промышленники и страховщики YK€ давно осознали, что полвостью избежать риска не 

удастся, — неполадки, аварии, катастрофы, K сожалению, являются неизбежными 
спутниками нашей технологической цизвилизации. С точки зрения экономики, задача 
заключается в TOM, чтобы минимизировать эконоемический ущерб. Этому служат 

различные системы страхования, «размазывающие» риск, непосильный для одного 
экономического агента, на многих. Однако развитие атомной промышленности, опасных 
химических производств, транспортных систем заставляет взглянуть на проблему более 
широко. ' _ 

Достаточно очевидно, что без глубоких серьезных исследований здесь не обойтись. 

В частности, под руководством академика К.В.Фролова и чл.-корр. РАН Н.А.Махутова 
была сформирована Государственная научно-техническая программа «Безопасность». В 
ней на высоком инженерном и научном уровне решаются вопросы обеспечения 
безопасности различных технических объектов. Однако на сегодняшний день этого уже 
недостаточно. Системный кризис заставляет думать о стратегии, обо всем наборе 
опасностей и угроз, с которыми может столкнуться наше общество, о привлечении 
методов фундаментальных наук в эту сферу. 

При этом особое значение приобретает теория управления риском. Контуры этой 
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теории и намечаются в обсуждаемой книге. B ней много глав и много aBTOPOB, много 
организаций, которые они представляют. И все же ключевую роль в появлении этой книги, 

в теоретическом анализе поставленных B ней задач, на мой взгляд, сыграли два члена 

авторского коллектива. Первый заместитель Министра по чрезвычайным ситуациям 
России Юрий Леонидович Воробьев, поставивший ряд ключевых задач  перед 

исследователями, и заместитель директора Института прикладной математики РАН 

Георгий Геннадьевич Малинецкий, предложивший  исследовательскую — программу, 
связанную с теорией управления риском. В качестве «центра кристаллизации» для 

исследований, связанных с теорией управления риском, выступил Институт прикладной 
математики имени М.В.Келдыша PAH. Многие вопросы этой теорий обсуждались на 
институтских семинарах. Следует отметить, что и в Президиуме РАН, и в нашем 
Институте, и B ряде других институтов РАН установлены суперкомпьютеры, которые B 

принципе могут анализировать огромные объемы информации и анализировать редкие, 
крайне неблагоприятные сочетания факторов, влияющих на возникновение кризисных 

ситуаций в социально-технологических системах. 

Управление рисками. Новые аслекты 

Наука, в особенности фундаментальная, начинается тогда, когда на многое удается 
взглянуть с единых позиций, выработать универсальный подход к анализу явлений и 
процессов, сформулировать общие закономерности. Именно такие моменты делают эту 

книгу важным событием в отечественной научной литературе. Обращу внимание только на 
несколько идей, ни в коей Mepe He преуменьшая значения остальных. 

Привычными стали представления о базовых математических моделях. Однако, как 
показывают авторы книги, можно сделать следующий шаг — предложить универсальные 

компьютерные алгоритмы прогноза даже в тех случаях, когда еще не созданы теории и не 
построены математические модели. Грубо говоря, имея большую статистику, можно 
«научить» компьютер «предсказывать прошлое», а затем поручить ему обрабатывать 
текущую статистику. Такой подход с болышим успехом  применен  академиком 
В.И.Кейлисом-Бороком и его коллегами для прогноза землетрясений. В книге показано, 

что аналогичным образом можно действовать при прогнозировании кризисных явлений в 
социально-технологических системах, 

Функционирование любой сложной системы от организма до космического корабля 

связано с`балансом положительных и отрицательных обратных связей. Нарушение этого 
баланса и может приводить к катастрофе. В зависимости от того, как они нарушаются, и 
возникают разные концептуальные и математические модели  катастроф. Всли 
преобладающими становятся сильные положительные обратные связи, то может 
возникнуть — взрыв,  эпидемия. По этому — «катастрофическому» — закону — росло 

народонаселение Земли последние 100 тысяч лет. Особенно любопытно, что в некоторых 
системах с такими свойствами существуют «предвестники» — JIETKO вычисляемые 
параметры, показывающие, что рассматриваемый объект находится в опасном состоянии, 
Как важно было бы, имея это в виду, сделать шаг от теории K практике для многих 
конкретных систем... 

Другой механизм связан с увеличением времени запаздывания реакции объекта на 

возмущающие воздействия. И этот механизм достаточно универсален. Он характерен для 
самых разных объектов, от тяжелых поражений иммунной системы организма до 
нашествий саранчи и предкатастрофических режимов работы ядерных реакторов. 

Парадоксальным является поведение многих сложных CUCTEM, которые «сами идут к 

катастрофе», стремятся K критическому состоянию. Такие объекты рассматриваются в 

теории самоорганизованной критичности, обсуждаемой в книге. Поразительно, как много 
явлений и процессов описывает эта теория. Наводнения и биржевые крахи, землетрясения 
и инциденты с хранением ядерного оружия, ураганы и вспышки на Солнце, сели и утечка 
конфиденциальной информации. 

Теория управления риском существенно отличается от обычных естественно— 
научных теорий. Чтобы оказаться полезной, она должна быть понята и востребована не 
только исследователями, но и инженерами, управленцами, руководителями. Поэтому в 
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книге содержится болышой гуманитарный компонент. Это глубокое и серьезное 

обсуждение философии и социологии риска, тех коренных сдвигов в мировидении, которые 
принесли риски и катастрофы постиндустриальной эпохи. 

Ещеё одна интересная тенденция современной науки. Раныше «понимание» было 
основано на простейших физических моделях. Сейчас такими «объясняющими образами» 
становятся компьютеры, отдельные черты психики или системы организма. Например, 
авторы обсуждают вопрос, как же нам удается ориентироваться в сложном, быстро 
меняющемся мире, если возможности человека оперативно обрабатывать информацию 
весьма ограничены. Для объяснения этого феномена авторы выдвигают концегцию русел 
и джокеров. Русла — те области в пространстве переменных, которые мы наблюдаем, где о 
происходящем можно судить на основе небольшой информации. Здесь ситуацию можно 
«просчитать», строя простые модели. Ho есть и «области джокеров», где переменных 
слишком MHOTO и на передний план выходят вероятностные или игровые моменты. 
Авторам удалось перекинуть мостик от этих общих соображений к конкретным моделям и 
новым поколениям прогнозирующих систем. 

На пороге будущего 

В каждой книге, главных мыслей всегда немного. Наиболее важными мыслями этой 

книги MHE представляются следующие. 
Концепция устойчивого развития в условиях России тесно связана с управлением 

риском природных и техногенных катастроф, социальных нестабильностей. Повышение 
устойчивости общества относительно этих возмущений является необходимым условием 
для выхода M3 кризиса. Хочется надеяться, что понимание этого найдет отражение и B 
официальных документах разных уровней. 

Управление рисками, как наглядно показывает изложенная теория и подтверждает 
практика 10-летней работы МЧС России, является жизненно важной сферой для нашего 
общества. Кризис в Приморье подтвердил это в очередной раз. Считаю, что пришло время 

думать не об управлении рисками чрезвычайных ситуаций различного характера, а об 
управлении кризисными ситуациями в различных сферах жизнедеятельности. 

Проведенный авторами анализ показывает, что уровень управления рисками B 
России должен быть повышен. По-видимому, разумно воспользоваться американским 
опытом. У них аналогичная структура (FEMA) осуществляет прежде всего координацию 
действий различных служб, занимающихся прогнозом, предупреждением и ликвидацией 
последствий различных бедствий. Кроме того, эта организация обеспечивает деятельность 

президента США в кризисных ситуациях любого характера. Видимо, эволюция МЧС 
России в связи с увеличением „масштабов и сложности решаемых задач, должна 
происходить B TOM же направлении, ‘ 

Среди множества рисков, с которыми мы сталкиваемся в нашей реальности, 
наиболее существенны стратегические риски. Это те опасности, которые связаны с 
принятием решений (или отсутствием таковых), меняющих траекторию развития страны. 
По-видимому, назрела необходимость оценить стратегические риски широкого круга 
привнимаемых в стране решений 1, в частности, связанных с национальной безопасностью. 

Книга наглядно показывает, насколько велик масштаб задач, связанных с 
управлением риском. Эти задачи, если рассматривать только их научный аспект, гораздо 
шире тех проблем, за которые может взяться любой институт Академии. В определенном 

смысле это сверхзадача для всего научного сообщества, Ученые могут и должны уже 
сегодня на серьезной научной базе, на основе высоких технологий предупреждать 
общество об опасностях и угрозах, с которыми оно может столкнуться. Исследователи 
могут гораздо активнее, чем сейчас, участвовать в управлении рисками. Обсуждаемая 
книга это очень ярко показывает. 

Институт прикладной математики ‚ Поступила в редакцию 10.07.2001 
им. М. В.Келдыша PAH 
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Настоящий учебник содержит последовательное изложение OCHOB линейной 
теории  колебаний и волн. Начиная с простого линейного — осциллятора, 
рассматриваются последовательно усложняющиеся теоретические модели; осциллятор 
тод внешним воздействием, связанные осцилляторы й среда M3 осцилляторов, 
кинематика волн и неустойчивости, волны в неоднородных средах. Изложение 
иллюстрируется примерами из физики, химии, биологии, экономики. Наряду с этим 
ипредставлен математический аппарат, используемый в линейной теории колебаний и 

BOJIH. 
Для студентов и аспирантов физических и физико-технических специальностей 

BY30B, а также научных работников, интересующихся исследованиями колебательных и 
волвовых процессов. 

Введение 

Может показаться странным, что B наше время, к которому вполне подходит титул 
«нелинейное», появляется книга о линейных колебаниях и волнах. 

В своем известном эссе «Нелинейность» (Знание — сила. 1982, № 1. С. 34-36) 
Ю. А. Данилов пишет следующее: «Отпечаток распространенного некогда заблуждения 
относительно якобы главенствующей роли линейности в окружающем нас мире несет на 
себе сам термин «нелинейность»: его создатели сочли первичной линейность, @а 
нелинейность восприняли как нечто вторичное, производное от линейности и определили 
через ее отрицание». И далее: «Современный физик, доведись ему заново создавать 
определение столь важной сущности, как нелинейность, скорее всего поступил бы иначе и, 

отдав предпочтение нелинейности как более важной и распространенной, из двух 
противоположностей определил бы линейность как «не нелинейность». Однако есть и 
другое мнение, принадлежащее М.А.Миллеру (Волны, волны, волны... Препринт. Нижний 
Новгород, 1993. С. 36): «...я осмеливаюсь позволить себе высказать совсем YK смелую 

догадку, которая теперь уж выглядит почти как теоремка. Я утверждаю: описание любого 
нелинейного явления может быть сведено K набору (конечному или для страховки — K 

бесконечному!) линейных соотношений (уравнений или других  алгоритмических 
представлений — открытых или скрытых для непосредственных измерительных проверок). 
Кое-кто посчитает это сведение тривиальным, а кое-кто неверным. Пожалуйста, 
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определите свое место между этими крайними позициями, а может быть, вам удастся найти 
критерии (признаки), определяющие виды нелинейных связей, допускающих сведение к 
конечным комбинациям линейных». 

Обе гипотезы красивы и допустимы, HO существует классическая линейная теория 
колебаний и волн, существует линейное мировоззрение, тесно связанное с математическим 
аппаратом. Этот аппарат весьма разработан, вполне адекватен многим задачам естество— 
знания, а иногда и задачам из гуманитарных наук. Так что, следуя все той же работе 

М.А. Миллера, хочется воскликнуть: «Все линейное от Бога, а нелинейное от Лукавого!» 

Главная идёя книги показать единство колебательных и волновых процессов 
совершенно различной природы, интересуясь, в первую очередь, свойствами STHX 
процессов, а не деталями поведения системы, связанными с проявлениями €€ природы 
(физической, биологической, химической и т.д.). Общие свойства реальных систем 

устанавливаются на основе анализа моделей, основная из которых классический линейный 
осциллятор и его модификации. В гл. 1 рассматривается линейный гармонический 
осциллятор. В качестве примеров анализируются математический маятник, колебательный 
контур, система хищник-жертва, химический и экономический «маятники». TaM же 
определенное внимание уделено неизохронным колебаниям. Осциллятор как динамическая 
система, поведение которой исследуется с помощью фазовой плоскости, является героем 
гл. 2. Анализ различных состояний равновесия для линейного осциллятора с затуханием 
продолжен в гл. 3, где вводится понятие нормальных колебаний, неоднократно исполь- 
зуемое на протяжении всей книги. Изучение фазовой плоскости завершает гл. 4, где 
рассматривается осциллятор с отрицательным трением и дана общая классификация 
особых точек на фазовой плоскости. Здесь же кратко обсуждается понятие бифуркации. 

Первое усложнение модели — осциллятор под действием внешней силы (гл. 5 и 6). 
Следующий шаг состоит в рассмотрении осциллятора с изменяющимися во времени 
параметрами и параметрического резонанса (гл. 7). Важным в этой главе представляется 
изложение математического аппарата, связанного с исследованием уравнения Матье, 
методом усреднения, приближением Вентцеля — Крамерса — Бриллюэзна и нахождением 
адиабатических инвариантов. 

В последующих двух главах модель осциллятора используется как «кирпичик» для 
построения более сложных систем: двух связанных осцилляторов и цепочки связанных 
осцилляторов (гл. 8 и 9). В гл. 8 вводятся важные лонятия собственных мод и собственных 
частот колебаний, связанности колебаний, рассматривается влияние граничных условий на 
собственные частоты. Гл. 9 начинает часть книги, посвященную волновым явлениям. 
Последовательно проведен переход в цепочке связанных осцилляторов к одномерной 
сплошной среде, подробно обсуждаются понятие волны и причины существования B среде 
пространственной и временной дисперсии. 

Волны в системах с границами и резонанс волновых систем рассмотрены в гл. 10. В 
следующих двух главах обсуждаются линейные волны в реальных средах — в жидкости (гл. 
11) и в плазме (гл. 12). В частности, описаны гравитационные и капиллярные волны на 
поверхности идеальной несжимаемой жидкости (в случае капиллярных волн указывается 
на связь с моделью атомного ядра), рассмотрены особенности волн в стратифицированной 
жидкости (внутренние волны Россби), волны от мгновенного источника на поверхности 
воды и система волн за движущимся источником. 

Для плазмы приводится гидродинамическое описание и элементы кинетической тео- 
рии. Рассмотрены плазменные ленгмюровские колебания, плазма в продольном поле и 
затухание Ландау. 

Важные вопросы о способах введения понятий групповой скорости, фазовой 
скорости и скорости распространения энергии составляют содержание гл. 13. Примеры 
волновых неустойчивостей в различных системах приведены в гл. 14. В ней же на примере 
задачи о двух взаимодействующих электронных потоках вводятся и обсуждаются понятия 
абсолютной и конвективной неустойчивостей. В главе об энергии и импульсе волн (гл. 15) 
на примере уравнения Клейна — Гордона получено уравнение переноса усредненной 
плотности энергии волнового пакета в диспергирующей среде. Приводится изящный 
способ вычисления плотности электромагнитного поля в среде с дисперсией, принадле— 
жащий М. Л. Левину. ПЦостаточно подробно изложен вариационный принцип Уизема 

получения уравнения, характеризующего перенос усредненной плотности энергии 
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волновым пакетом B средах с дисперсией без «привязки» K конкретному уравнению. Волны 
с положительной и отрицательной энергией B электронике, физике плазмы и 

гидродинамике описаны в гл. 16. Там же устанавливается их связь с нормальным и 

аномальным эффектами Доплера. Рассмотрен метод связанных волн и его приложение к 
задачам сверхвысокочастотной электроники. Завершает книгу глава о волнах в плавно 
неоднородных средах и нерезонансных параметрических процессах. Рассмотрено 
приближение теометрической оптики и выход за его рамки. Изложено решение задачи о 
поведении  электроматнитной волны вблизи точки поворота при отражении от 

неоднородного диэлектрического слоя. Кратко обсуждается взаимодействие линейных 

BOJIH. 
B книге довольно много математики, HO это не математика ради математики, 

Авторы, — используя — математический — аппарат, — руководствовались — следующим 
высказыванием Л.И.Манделыштама (восьмая лекция из книги «Лекции по теории 
колебаний» (М.: Hayka, 1972. С. 73)), относящимся к обсуждению лимитационного 

движения материальной точки MO желобку определенной формы: «Здесь наглядные 
рассуждения ничего не дают, а необходимо математическое исследование. Без него вы не 
получите серьезного ответа. Начинающему очень часто кажется: к чему вся эта 

математика? Ему кажется, что и «так все ясно». Но в действительности какой-нибудь 

существенный пункт при этом может остаться неясным. Соблюдать меру требуемой 
математической строгости — самое трудное для физика. Правильнее будет сказать так: ему 

необходимо уметь определять эту меру». 

Сумели ли авторы этого добиться, судить читателю. 
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Волны. Дисперсия. 9.1. Вводные замечания. 9.2. Что же такое волна? 9.3. Напоминание o 
волновой терминологии. Общее линейное уравнение. Дисперсионное соотношение. Дис— 
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среде? Пространственная и временная дисперсия. 

Глава 10. Волны в распределенных системах с гранинами. 10.1. Влияние граничных 
условий. Отражение и прохождение волны в среде со скачкообразным изменением 
параметров. 10.2. Струна с закрепленными концами. 10.3. Волны в одномерном резо- 
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Глава Н. Линейные волны в жидкости. 11.1. Основные уравнения гидродинамики 
идеальной жидкости. Звуковые волны. Акустический эффект Доплера. 11.2. Основные 
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стратифицированной жидкости. Линейные волны Россби. 

Глава 12. Линейные волны в плазме, 12.1. Общие сведения o unasme. 12.2. 

Гидродинамическое описание плазмы (основные уравнения плазменной гидродинамики). 
12.3. Цисперсионное уравнение для плазменных ленгмюровских колебаний. и анализ 
важных частных случаев. 12.4. Элементы кинетической теории плазмы (плазма в 
продольном электрическом поле; плазменные колебания и затухание Ландау). 12.5. 

Дисперсия волн в двухжидкостной гидродинамике. Ионно-звуковые волны. 

Глава 13. Кинематика волнового движения. 13.1. О различных способах введения 
понятия групповой скорости. Скорость распространения энергии. 13.2. Цва парадокса Л.И. 
Мандельштама. 13.3. Фазовая, групповая и скорость распространения энергии волн в 
некоторых сплошных средах. 

Глава 14. Введение в теорию устойчивости и неустойчивости волновых систем. 14.1. 

Общие замечания. 14.2. Примеры волновых неустойчивостей. 14.3. Абсолютная и 
конвективная неустойчивости (метод характеристик). Волновые неустойчивости двух 

‚ взаимодействующих электронных потоков. 14.4. Неустойчивость Гельмгольца. 14.5. 
Усиление и непропускание. Критерий разделения. Еще примеры неустойчивостей. 

Глава 15. Энергия и импульс волн. 15.1. Уравнение переноса плотности энергии для 

волнового пакета в диспергирующей среде. 15.2. Вариационный принцип Уизема. 15.3. 
Плотность энергии электромагнитного поля в среде с дисперсией. 15.4. Что же такое 

волновая энергия для линейных волн? 15.5. Импульс волнового пакета. 

Глава 16. Волны с отрицательной энергией. Связанные волны. 16.1. Общие замечания. 
16.2. Волны с положительной и отрицательной энергией. 16.3. Связанные волны, синхро— 
низм. Нормальный и аномальный эффект Доплера. 

Глава 17. Волны в неоднородных средах. 17.1. Приближение геометрической оптики. 
17.2. Образование каустик и рефракция. 17.3. Градиентный диэлектрический волновод. 
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