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20 сентября 2024 года исполняется 50 лет доктору физико-математических наук, профессору
Александру Евгеньевичу Храмову — блестящему ученому, общепризнанному специалисту в об-
ласти радиофизики, нелинейной динамики и теории сложных сетей, биофизики, нейронауки,
искусственного интеллекта и его приложений в анализе данных и биомедицине. Предстоящий
юбилей является поводом и возможностью взглянуть на многогранную и очень плодотвор-
ную научную деятельность Александра Евгеньевича и на основные вехи его научного пути.
Мне выпала честь сделать это.

Научная карьера Александра Евгеньевича Храмова началась на кафедре электроники,
колебаний и волн физического факультета Саратовского государственного университета, который
он окончил в 1996 году. Александр Евгеньевич — пример настоящего университетского человека.
Как он рассказывал, впервые переступив порог университета, он понял — это то место, с которым
он хотел бы связать свою жизнь и карьеру. Так и случилось, и университет стал для него фактиче-
ски вторым домом. В 1999 году Храмов А. Е. под руководством доктора физико-математических
наук, профессора Юрия Дмитриевича Жаркова и кандидата физико-математических наук Василия
Геннадиевича Анфиногентова защищает диссертацию на соискание ученой степени кандидата
физико-математических наук по специальности «Радиофизика», а уже через 6 лет — диссертацию
на соискание ученой степени доктора физико-математических наук по той же специальности;
научным консультантом по ней выступал член-корреспондент РАН, доктор физико-математических
наук, профессор Дмитрий Иванович Трубецков. В 2008 году Храмову А. Е. присвоено ученое
звание профессора кафедры электроники, колебаний и волн Саратовского государственного
университета.

©Куркин С. А., 2024
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С коллегами по кафедре электроники, колебаний и волн СГУ (2008). Во втором ряду слева направо: А. Е. Храмов,
С. В. Гришин, М. И. Перченко, Р. А. Филатов, В. Н. Скороходов, М. В. Белоглазкина, Е. Н. Егоров, А. А. Коронов-
ский, В. Н. Титов, А. Е. Храмова, А. В. Стародубов, А. В. Муштаков, С. А. Куркин. В первом ряду слева направо:
В. М. Аникин, Ю. Д. Жарков, Ю. А. Калинин, Д. И. Трубецков, О. И. Москаленко, И. С. Ремпен, Ю. Г. Гамаюнов,
П. В. Попов

Старшие коллеги Александра Евгеньевича — Жарков Юрий Дмитриевич, Трубецков Дмит-
рий Иванович, Лёвин Юрий Иванович, Калинин Юрий Александрович и многие другие — все
они оказали заметное влияние на его научный стиль и высокую научную культуру как во время
его обучения в университете, аспирантуре, подготовке диссертаций, так и в процессе совместной
плодотворной научной работы. Александр Евгеньевич фактически перенял и продолжил славные
традиции Саратовской школы нелинейной динамики и электроники.

В конце 1990-х и начале 2000-х годов первые научные исследования и интересы Храмо-
ва А. Е. лежали на стыке электроники и нелинейной динамики и касались изучения моделей
систем со сверхкритическим электронным потоком и приборов на их основе, так называемых вир-
каторных систем, а также ряда других СВЧ-устройств (ЛБВ, ЛОВ, гироприборов и др.) В данной
области им с коллегами были получены важные пионерские результаты, позволившие продвинуть-
ся в понимании сложной нелинейной динамики подобных систем, включая развитие хаотических
режимов, синхронизации и различных типов неустойчивостей, а также предложить способы повы-
шения эффективности работы рассматриваемых устройств [1–5]. Также большой пласт его работ
в то время посвящен фундаментальным вопросам нелинейной динамики: исследованию сложной
динамики, перехода к хаосу, процессов мультистабильности и управления в модельных системах;
изучению хаотической динамики и образования структур в пространственно-распределенных
системах; исследованию синхронизации, в том числе хаотической, в системах с малым числом
степеней свободы и пространственно-распределенных средах [6, 7].

Александр Евгеньевич посвящал себя не только науке, он также много сил и энергии тратил
на преподавательскую деятельность в то время преимущественно на факультете нелинейных
процессов, на кафедре электроники, колебаний и волн Саратовского государственного универ-
ситета. Здесь хочется, например, отметить его написанный в соавторстве с Д. И. Трубецковым
2-томник «Лекции по сверхвысокочастотной электронике для физиков» [8], который фактически
стал настольной книгой для многих студентов и молодых специалистов, начинающих изучение
СВЧ-электроники, в том числе и для меня. Также в 2003 году совместно с профессором, докто-
ром физико-математических наук А. А. Короновским они издают первую в России монографию,
посвященную вейвлет-анализу [9]. Эти книги до сих пор остаются общепризнанными.
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Прекрасными качествами Александра Евгеньевича являются стратегическое видение об-
щей картины развития науки в области нелинейной физики, теории сложных систем и методов
ИИ, а также способность выделять наиболее перспективные тенденции. Александр Евгеньевич
с легкостью развивает новые плодотворные коллаборации как внутри страны, так и за рубежом.
Всё это приводит к тому, что области научных интересов Александра Евгеньевича со време-
нем расширяются, пополняются всё новыми современными и востребованными направлениями.
Так, с 2006 г. совместно с коллегами из Университета Неймегена (Нидерланды) и Института
высшей нервной деятельности и нейрофизиологии РАН Александр Евгеньевич начинает исследо-
вания эпилептиформной активности на животных моделях эпилепсии [10], а также разработку
методов для предсказания приступов абсансной эпилепсии [11]; с 2008 г. совместно с коллегами из
Университета Лафборо (Великобритания) начинает исследования сложной динамики и процессов
генерации субтерагерцовых сигналов в полупроводниковой сверхрешетке [12].

Отмечу ещё несколько наиболее значимых и длительных коллабораций профессора Хра-
мова, результатом которых стало множество замечательных работ: с коллегами из Индийского
статистического института и Джадавпурского университета (Индия) — по исследованию сложных
сетей модельных нейронов, в том числе химерного состояния в таких сетях [13]; Института
сложных систем (Италия) и Берлинского университета имени Гумбольдта (Германия) — по изу-
чению модельных сложных сетей, в том числе процессов синхронизации в них, и разработке
методов анализа сетей [14, 15]; Нижегородского государственного университета — по разра-
ботке различных биоморфных систем; Национального медико-хирургического центра имени
Н. И. Пирогова — по исследованию эпилепсии и другим биомедицинским направлениям [16];
Северозападного политехнического университета (Китай) — по исследованию и моделированию
сетевых структур в мозге [17]; Мадридского политехнического института (Испания) — по ис-
следованию когнитивных процессов с использованием различных методов нейровизуализации,
в особенности МЭГ [18], а также по изучению эффекта когерентного резонанса в живых системах
и стохастических процессов в нейронной сети головного мозга. Результаты его исследований по
последним двум направлениям были обобщены совместно с работами других авторов в обзорных
статьях Александра Евгеньевича, опубликованных в престижных физических журналах [19, 20].

С 2014 года фокус исследований Александра Евгеньевича всё сильнее начинает смещаться
в область нейронауки, преследуя основную цель — продвинуться в понимании функционирования
такой бесконечно сложной системы, как мозг человека. Эта область исследований представлена
в группе Александра Евгеньевича разнообразными актуальными направлениями: от фундамен-
тальных исследований восприятия человеком информации, включая неоднозначные визуальные
стимулы [21], изучения механизмов запоминания информации и процесса обучения [22], форми-
рования мозгом воображаемых моторных образов [23] до развития интерфейсов мозг-компьютер
(ИМК). Глубокое понимание состояния развития ИМК в мировой науке и их разностороннее
изучение естественным образом привело Александра Евгеньевича к опубликованию значимой
обзорной статьи по данной тематике в одном из самых престижных физических журналов [24].

В последние годы исследования Александра Евгеньевича в области нейронауки преимуще-
ственно проводятся в контексте решения актуальных задач биомедицины, связанных с ранней
диагностикой и реабилитацией различных нейродегенеративных, неврологических и психиатри-
ческих нарушений. При этом здесь его интересуют не только фундаментальные исследования,
но и прикладные аспекты развития и внедрения систем поддержки принятия врачебных решений.

Это лишь основная часть направлений исследований, которые юбиляр когда-либо проводил,
и в развитие каждого из них он с коллегами внес огромный вклад. Его работы активно цитируются
как в нашей стране, так и за рубежом, о чем свидетельствуют высокие наукометрические показа-
тели Александра Евгеньевича в базах данных научного цитирования. Александр Евгеньевич явля-
ется автором более 15 коллективных монографий, являлся приглашенным редактором большого
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числа специальных выпусков журналов и материалов научных конференций. Им опубликовано
более 500 научных рецензируемых статей.

Александр Евгеньевич является членом редколлегии журналов Chaos, Solitons & Fractals,
«Врач и информационные технологии», Journal of Pediatric Neuroscience, Applied Science,
«Информационно-управляющие системы», Russian Open Medical Journal, Russian Journal of Nonli-
near Dynamics, Digital Diagnostics и др. Профессор Храмов является членом наблюдательного
совета Международного общества «Физика и управление» (IPACS), членом Института инжене-
ров электротехники и электроники (IEEE), Японского нейронаучного сообщества, академиком
Болгарской академии наук и искусств.

Отличительный чертой исследовательского подхода Александра Евгеньевича является раз-
работка оригинальных, часто пионерских, методов для решения поставленных задач. Например,
примечательным является развитие им вейвлетного анализа для различных приложений: от задач
нелинейной динамики до нейронауки. Последнее направление оказалось особенно востребован-
ным, что привело к написанию монографии по данной теме, опубликованной в 2015 г. престижным
издательством Springer [25], которая была отмечена наградой издательства как самая цитируемая
книга в 2015–2019 гг. и затем была переиздана в переработанном и дополненном виде в 2021 г.
Не менее важными и востребованными оказываются и развиваемые Александром Евгеньевичем
подходы к анализу и моделированию сложных систем на основе теории сетей. Особенно органично
данные методы дополнили инструментарий изучения головного мозга человека. Разностороннее
видение Александром Евгеньевичем данных вопросов, а также современного состояния в этой об-
ласти науки нашли своё отражение в примечательном обзоре по функциональным сетям головного
мозга [26]. В настоящее время в области теории сетей наибольший интерес у Александра Евге-
ньевича вызывает перспективное направление, связанное со взаимодействиями высоких порядков
между элементами сети [27] — таким образом, анализ смещается в область теории гиперграфов.

Наконец, в последние годы Александр Евгеньевич активно развивает инновационные под-
ходы на базе методов ИИ и машинного обучения, основной целью которых является предсказание
поведения динамических систем, а также эффективная диагностика по данным нейровизуали-
зации нейродегенеративных и психиатрических заболеваний. Здесь отмечу несколько наиболее
ярких примеров: применение графовой нейронной сети для диагностики большого депрессивного
расстройства по функциональной сети головного мозга, восстановленной по данным фМРТ [28];
резервуарные вычисления для предсказания динамики систем на примере сетей Курамото [29]
и сетей нейроподобных осцилляторов ФитцХью–Нагумо [30]; совершенствование моделей ма-
шинного обучения для диагностики эпилепсии у людей и выделения эпилептических приступов
на ЭЭГ [16]; контрастивное машинное обучение для диагностики расстройств аутистического
спектра у детей [31]. Визионерское видение профессором Храмовым развития информационных
технологий, вычислительных систем и искусственного интеллекта в медицине отражено в его
недавней монографии, подготовленной совместно с академиком РАН, генеральным директором
Пироговского центра, профессором, доктором медицинских наук О. Э. Карповым [32]. Особый
интерес у Александра Евгеньевича вызывают вопросы интерпретируемости и объяснимости
методов ИИ в задачах биомедицины.

Шло время, менялись должности Александра Евгеньевича, а иногда и места работы
(за время своей научной деятельности он успел поработать в Саратовском государственном
университете, Саратовском государственном техническом университете, Университете Иннополис,
а в настоящее время является руководителем Балтийского центра нейротехнологий и искусственно-
го интеллекта БФУ им. И. Канта и приглашенным ведущим ученым в лаборатории исследований
тактильной коммуникации, созданной в рамках программы мегагрантов в Институте русско-
го языка им. А. С. Пушкина), но неизменным у юбиляра остается одно — настоящая любовь
к Науке, тяга к познанию и изучению неисследованного. Результатом такой самоотдачи делу
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После защиты А. К. Куцем диссертации на соискание ученой степени к.ф.-м.н. в совете по специальности
«Биофизика» (председатель — А. Е. Храмов) на базе БФУ им. И. Канта (декабрь 2023, Калининград, Россия).
Слева направо: Е. Б. Постников, В. В. Клиньшов, А. В. Андреев, В. В. Грубов, С. А. Куркин, В. Б. Казанцев,
В. А. Максименко, С. Ю. Гордлеева, А. К. Куц, В. В. Рафальский, Н. Н. Шушарина, А. Е. Храмов, А. А. Бадарин.
Сзади на экране, слева направо, сверху вниз: Д. Г. Захаров, А. С. Караваев, С. А. Лобов, М. Д. Прохоров,
М. В. Иванченко

и увлеченности стало то, что к Александру Евгеньевичу всегда тянулись талантливые ученики.
Первую лабораторию — физики нелинейных явлений НИИ Естественных наук Саратовского
государственного университета — Александр Евгеньевич создал и возглавил уже в 2004 году.
Со временем она переросла «обычную» лабораторию и эволюционировала в динамично раз-
вивающуюся научную школу, которая стабильно пополняется талантливой и мотивированной
молодежью и готовит уже зрелых ученых — кандидатов и докторов наук. Так, под руководством
Храмова А. Е. защитилось 17 кандидатов и 3 доктора наук, а один из учеников, Максименко В. А.,
был удостоен в 2020 г. престижной научной премии Президента РФ в области науки и инноваций
для молодых учёных. Научная школа Храмова А. Е. была признана на самом высоком российском
уровне и трижды становилась победителем конкурса по государственной поддержке ведущих
научных школ Российской Федерации — в 2018, 2020 и 2022 годах.

Александр Евгеньевич — не просто наш коллега и руководитель, а Учитель, наставник,
друг и просто очень хороший человек, к которому всегда можно обратиться с вопросом или
просьбой и который никогда не откажет в поддержке. Своими мудрыми советами, глубокими
познаниями в различных областях и бесконечным энтузиазмом он вдохновляет и мотивирует
коллег и учеников на постижение новых научных высот.

Коллеги и друзья от души поздравляют Александра Евгеньевича с 50-летием и желают ему
крепкого здоровья, вдохновения, новых научных идей и энергии на их реализацию,

много талантливых учеников и удачи во всех начинаниях!

Куркин С. А.
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Аннотация. Цель работы — развитие теории взаимной синхронизации двух генераторов с жестким возбуждением,
связанных с задержкой. Учет запаздывания сигнала, распространяющегося в канале связи, принципиально необходим,
в частности, при анализе синхронизации на сверхвысоких частотах, когда расстояние между генераторами не мало по
сравнению с длиной волны. Методы. Проводится строгий бифуркационный анализ взаимной синхронизации двух
генераторов с жестким возбуждением в амплитудно-фазовом приближении. Результаты бифуркационного анализа
сопоставляются с результатами численного моделирования системы дифференциальных уравнений с запаздыванием.
Результаты. Построена полная бифуркационная картина взаимной синхронизации на плоскости «частотная рас-
стройка — параметр связи». Показано, что в случае малых расстроек и слабой связи с увеличением параметра
связи неподвижные точки, которые соответствуют режимам с доминированием одного из генераторов, сливаются
с седловыми неподвижными точками и исчезают. В случае больших расстроек одна из таких точек либо исчезает,
либо теряет устойчивость в результате обратной (субкритической) бифуркации Андронова–Хопфа. Другая из этих
точек остается устойчивой при любых значениях параметра связи, причем амплитуды колебаний обоих осцилляторов
постепенно сравниваются, а разность фаз стремится к нулю, то есть режим колебаний с доминированием одного из
осцилляторов постепенно трансформируется в режим синфазной синхронизации. Установлено, что в системе двух
генераторов с жестким возбуждением, связанных с задержкой, при увеличении параметра связи происходит трансфор-
мация бассейна притяжения устойчивой нулевой неподвижной точки, в результате которой, если в начальный момент
времени колебания генераторов близки к противофазным, колебания затухают при любых начальных амплитудах.
Заключение. Изучена картина синхронизации в системе генераторов с жестким возбуждением, связанных с задержкой.
Обнаружено, что помимо режимов взаимной синхронизации с примерно равными амплитудами колебаний, возмож-
ны также стационарные режимы с подавлением колебаний одного генератора другим. Изучены бифуркационные
механизмы появления и исчезновения мультистабильности в системе.

Ключевые слова: связанные генераторы, автоколебательные системы с жестким возбуждением, синхронизация, запаз-
дывание, амплитудно-фазовое приближение.
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Abstract. Aim of this work is to develop the theory of mutual synchronization of two oscillators with hard excitation
associated with a delay. Taking into account the delay of a coupling signal is necessary, in particular, when analyzing
synchronization at microwave frequencies, when the distance between the oscillators is large compared to the wavelength.
Methods. A bifurcation analysis of the mutual synchronization of two generators with hard excitation in the amplitude-phase
approximation is carried out. The results of the bifurcation analysis are compared with the results of numerical simulation of
the system of differential equations with delay. Results. A complete bifurcation pattern of mutual synchronization on the plane
“frequency mismatch — coupling parameter” is presented. In the case of small mismatch and weak coupling, the fixed points,
which correspond to modes with dominance of one of the oscillators, merge with saddle fixed points and disappear when the
coupling parameter increases. In the case of large mismatch, one of these points either vanishes or loses stability as a result of
a subcritical Andronov–Hopf bifurcation. The other of these points remains stable at any values of the coupling parameter, and
the oscillation amplitudes of both oscillators gradually equalize and the phase difference tends to zero, i.e., the oscillation
mode with dominance of one of the oscillators gradually transforms into the in-phase synchronization mode. It has been found
that with an increase in the coupling parameter, a transformation of the basin of attraction of a stable zero fixed point occurs.
As a result of this transformation, if at the initial moment of time the oscillations of the generators are close to antiphase, the
oscillations decay at any initial amplitudes. Conclusion. The synchronization pattern in the system of delay-coupled oscillators
with hard excitation has been studied. It was discovered that in addition to mutual synchronization modes with approximately
equal oscillation amplitudes, stationary modes with suppression of oscillations of one generator by another are also possible.
The bifurcation mechanisms of the appearance and disappearance of multistability in the system have been examined.

Keywords: coupled generators, self-oscillating systems with hard excitation, synchronization, delay, amplitude-phase
approximation.
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Введение

Исследование синхронизации в ансамблях связанных автоколебательных систем является
актуальной задачей радиофизики и электроники. Как известно, взаимная синхронизация свя-
занных сверхвысокочастотных (СВЧ) генераторов широко применяется в системах сложения
мощностей [1]. Отметим, что при изучении синхронизации связанных СВЧ-генераторов принци-
пиальную роль играет запаздывание, которое обусловлено конечным временем распространения
сигнала от одного генератора к другому. Запаздывание существенно влияет на картину син-
хронизации связанных генераторов [2, 3]. Интерес вызывает задача о взаимной синхронизации
двух генераторов с жестким возбуждением, связанных с задержкой. Поскольку генератор с жест-
ким возбуждением демонстрирует бистабильность, картина синхронизации в такой системе
значительно усложняется по сравнению со связанными системами с мягким самовозбуждением.
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В частности, появляется мультистабильность синхронных режимов. Подобное поведение ха-
рактерно и для задач о вынужденной синхронизации генераторов с жестким возбуждением
(см., например, [4–8]).

В первой части данной работы [9] анализ синхронизации системы двух генераторов с жест-
ким возбуждением, связанных с задержкой, был проведен в фазовом приближении, которое
справедливо при слабой связи и при малых расстройках. В этом случае связь практически
не изменяет амплитуды колебаний взаимодействующих подсистем, так что можно ограничить-
ся исключительно анализом динамики разности фаз, что существенно упрощает рассмотрение.
Синхронизация наступает в результате седлоузловой бифуркации (такой механизм обычно называ-
ют частотным или фазовым захватом, см., например, [10, 11]). В [9] были получены обобщенные
уравнения Адлера, из которых следуют простые аналитические формулы для условий седлоузло-
вых бифуркаций. Найдены условия, при которых связь является чисто консервативной или чисто
диссипативной, что позволило проследить переход от одного типа связи к другому при изменении
управляющих параметров.

Однако фазовое приближение дает лишь упрощенное описание процессов синхронизации
в области малых расстроек и, соответственно, слабой связи. В данной части статьи представ-
лено построение более полной картины синхронизации в рамках системы амплитудно-фазовых
уравнений.

1. Основные уравнения и классификация неподвижных точек

В [9] была введена в рассмотрение модель генераторов с жестким возбуждением, связан-
ных с задержкой, которая в случае, когда время задержки мало по сравнению с характерным
временем установления колебаний, описывается системой уравнений для медленно меняющихся
комплексных амплитуд следующего вида:

𝑑𝐴1

𝑑𝑡
+

𝑖∆
2
𝐴1 =

(︁
σ+ (1 + 𝑖𝑏) |𝐴1|2 − |𝐴1|4

)︁
𝐴1 + ρ𝑒−𝑖ψ𝐴2,

𝑑𝐴2

𝑑𝑡
− 𝑖∆

2
𝐴2 =

(︁
σ+ (1 + 𝑖𝑏) |𝐴2|2 − |𝐴2|4

)︁
𝐴2 + ρ𝑒−𝑖ψ𝐴1.

(1)

Здесь σ — параметр возбуждения, 𝑏 — параметр неизохронности, ∆ — нормированная расстройка
собственных частот, ρ — коэффициент связи, ψ — набег фазы сигнала, распространяющегося
в канале связи. Режим жесткого возбуждения реализуется при −1/4 < σ < 0.

Несмотря на то, что (1) представляет собой систему обыкновенных дифференциальных
уравнений, в ней опосредованно учитываются эффекты запаздывания, поскольку набег фазы ψ
определяется временем задержки. Условия применимости данного приближения более подробно
обсуждаются в [12].

Разделив систему (1) на уравнения для вещественных амплитуд и фаз, полагая 𝐴1,2 =
= 𝑅1,2 exp(𝑖31,2), можно в итоге прийти к системе трех уравнений первого порядка

�̇�1 =
(︀
σ+𝑅2

1 −𝑅4
1

)︀
𝑅1 + ρ𝑅2 cos (ψ+ 3) ,

�̇�2 =
(︀
σ+𝑅2

2 −𝑅4
2

)︀
𝑅2 + ρ𝑅1 cos (ψ− 3) ,

3̇ = −∆+ 𝑏
(︀
𝑅2

2 −𝑅2
1

)︀
+ ρ

[︂
𝑅1

𝑅2
sin (ψ− 3)− 𝑅2

𝑅1
sin (ψ+ 3)

]︂
,

(2)

где 3 = 31 − 32 — разность фаз, точка сверху означает дифференцирование по времени 𝑡. Отме-
тим, что близкие по структуре уравнения возникают в задачах, где рассматриваются связанные
осцилляторы различной (физической, химической, биологической) природы [6, 13–15].
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a b

Рис. 1. Проекция неподвижных точек и предельных циклов системы (2) на плоскость 𝑅1, 𝑅2 при σ = −0.16, 𝑏 = 0,
ψ = 0.2π, ρ = 0.02, ∆ = 0.5 (a) и ∆ = 0 (b) (цвет онлайн)

Fig. 1. Projection of the fixed points and limit cycles of the system (2) onto the 𝑅1, 𝑅2 plane at σ = −0.16, 𝑏 = 0, ψ = 0.2π,
ρ = 0.02, ∆ = 0.5 (a) и ∆ = 0 (b) (color online)

Перейдем к анализу неподвижных точек (состояний равновесия) данной системы. Как
известно, в случае отсутствия связи (автономные генераторы) решения системы (2) имеют вид

𝑅2
1,2 = 𝑅2

± =
1±
√
1 + 4σ
2

. (3)

Решение 𝑅+ является устойчивым, а 𝑅− — неустойчивым [10]. Помимо этого, при σ < 0
устойчивым является также нулевое решение 𝑅1,2 = 0. Выберем параметр возбуждения равным
σ = −0.16, так чтобы 𝑅+ =

√
0.8 ≈ 0.894, 𝑅− =

√
0.2 ≈ 0.447.

При введении слабой связи в фазовом пространстве образуются четыре предельных цикла.
На рис. 1, a приведен пример проекции неподвижных точек и циклов на плоскость 𝑅1, 𝑅2, постро-
енный для случая ∆ = 0.5 и малой связи ρ = 0.02. Горизонтальные и вертикальные штриховые
линии соответствуют значениям 𝑅1,2 = 𝑅±. Как видно из рис. 1, a, имеется цикл с примерно
равными амплитудами 𝑅1,2 = 𝑅+, который будем обозначать 𝐶+ и цикл 𝐶− с амплитудами при-
мерно равными 𝑅1,2 = 𝑅−. Первый из этих циклов является устойчивым, второй — неустойчивым.
Существует также еще два неустойчивых цикла, для которых 𝑅1 ≈ 𝑅+, 𝑅2 ≈ 𝑅− и наоборот.
Их будем обозначать 𝐶± и 𝐶∓ соответственно.

Как и в случае изолированных генераторов, существует устойчивое нулевое решение 𝑂.
Помимо этого, имеется еще четыре неподвижных точки. Для первой пары таких точек ампли-
туда одного генератора близка к 𝑅+, а второго — к нулю, и наоборот. Будем обозначать их 𝑈1,2

соответственно. Данные точки будут устойчивыми, поскольку, как уже отмечалось выше, 𝑅+ —
устойчивое решение в случае изолированных генераторов. Для второй пары точек, которые будем
обозначать 𝑃1,2, амплитуда одного генератора близка к нулю, а второго — к 𝑅−, и наоборот.
Эти точки, очевидно, будут неустойчивыми, поскольку 𝑅− — неустойчивое состояние. Таким об-
разом, в фазовом пространстве существует две устойчивые точки и устойчивый цикл, отвечающий
режиму биений.

При уменьшении расстройки между генераторами на циклах 𝐶∓, 𝐶±, 𝐶−, 𝐶+ происходят
седлоузловые бифуркации, в результате которых последовательно рождаются пары точек 𝑆2 и 𝑆4,
𝑆1 и 𝑆3, 𝐼− и 𝐴−, 𝐼 и 𝐴 соответственно (см. рис. 1, b)1. На рисунке темными кружками отмечены
устойчивые точки, светлыми — неустойчивые. Следуя [9], точки 𝐴, 𝐴−, 𝐼 и 𝐼− будем называть

1Более строго, в данном случае имеет место исчезновение предельного цикла и рождение пары состояний равновесия
в результате бифуркации петли сепаратрисы седлоузла [16].
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Таблица. Классификация неподвижных точек
системы (2)

Table. Classification of fixed points of the
system (2)

𝑅1 = 0 𝑅1 = 𝑅− 𝑅1 = 𝑅+

𝑅2 = 0 𝑂 𝑃1 𝑈1

𝑅2 = 𝑅− 𝑃2 𝐼−, 𝐴− 𝑆1,3

𝑅2 = 𝑅+ 𝑈2 𝑆2,4 𝐼, 𝐴

симметричными, поскольку для них значения
𝑅1 и 𝑅2 близки. Остальные точки будем назы-
вать несимметричными, для них значения 𝑅1 и
𝑅2 сильно отличаются. Точки 𝑆𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3, 4
всегда неустойчивы, как и симметричные точ-
ки 𝐼− и 𝐴−. Точки 𝐼 и 𝐴 соответствуют ре-
жимам синфазной и противофазной синхро-
низации.

Таким образом, в случае малых расстро-
ек и слабой связи в фазовом пространстве су-
ществует 13 неподвижных точек. Для удобства

составим Таблицу, в которой в первой строке приведены значения амплитуды первого генератора
в отсутствие связи, в первом столбце — значения амплитуды второго, а в остальных ячейках
Таблицы показаны обозначения для неподвижных точек системы (2), которые возникают при
ненулевой связи.

Отметим, что при ∆ = 0 для симметричных точек 𝐼 , 𝐴, 𝐼−, 𝐴− значения 𝑅1 и 𝑅2 равны,
в то время как пары несимметричных точек 𝑈1,2, 𝑃1,2, 𝑆1,2 и 𝑆3,4 инвариантны относительно
замены

(𝑅1, 𝑅2,3)→ (𝑅2, 𝑅1,−3).

2. Бифуркационный анализ

Бифуркационный анализ системы (2) в амплитудно-фазовом приближении был проведен
при помощи пакета XPPAUT [17]. Как показано в работах [2, 3, 9], картина синхронизации
во многом определяется набегом фазы в канале связи ψ. В зависимости от ψ связь может носить
либо диссипативный, либо консервативный характер. В случае, когда доминирует диссипативная
связь, синхронизация возможна только на синфазной моде. Когда доминирует консервативная
связь, в системе появляется фазовая бистабильность, то есть появляются области противофазной
синхронизации. Для начала будем считать осцилляторы изохронными (𝑏 = 0) и рассмотрим
ситуацию, когда набег фазы ψ = 0.2π. В этом случае связь носит по преимуществу диссипатив-

Рис. 2. Границы седлоузловых бифуркаций (𝑆𝑁) и бифур-
каций Андронова–Хопфа (𝐴𝐻) на плоскости параметров
∆, ρ при σ = −0.16, ψ = 0.2π, 𝑏 = 0. Области устойчиво-
сти синхронных режимов закрашены различными цветами
(цвет онлайн)

Fig. 2. Boundaries of saddle-node bifurcations (𝑆𝑁) and
Andronov–Hopf bifurcations (𝐴𝐻) on the parameter plane
∆, ρ at σ = −0.16, ψ = 0.2π, 𝑏 = 0. Domains of stability of
synchronous modes are shaded in different colors (color online)

ный характер [2–4]. На рис. 2 построены линии
седлоузловых бифуркаций 𝑆𝑁 и бифуркаций
Андронова–Хопфа 𝐴𝐻 на плоскости парамет-
ров ∆, ρ.

Как было показано в [9], в системе свя-
занных генераторов с жестким возбуждением
наряду с режимом синхронизации, в котором
амплитуды колебаний в обеих подсистемах
примерно равны (ему в данном случае отве-
чает неподвижная точка 𝐼 на рис. 1, b), воз-
можны также синхронные режимы, в которых
амплитуда одного генератора значительно боль-
ше, чем другого (неподвижные точки 𝑈1,2 на
рис. 1, b). Соответственно, на рис. 2 различ-
ными цветами закрашены области плоскости
параметров, где система (2) имеет одно (го-
лубой), два (розовый) или три (фиолетовый)
устойчивых решения. Белым цветом показа-
на область биений, где режим синхронизации
отсутствует.
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Из рис. 2 видно, что области устойчивости синхронных режимов имеют сложную структуру,
которая значительно отличается от случая связанных генераторов с мягким самовозбуждением,
рассмотренного в работе [3]. В частности, области биений оказываются замкнутыми. Отметим, что
похожая структура на плоскости параметров наблюдалась в задаче о синхронизации двухмодовой
автоколебательной системы внешним сигналом [18].

Далее рассмотрим более подробно случаи малых и больших расстроек.

2.1. Случай малых расстроек. Рассмотрим вначале случай малых расстроек, когда имеют
место седлоузловые бифуркации, которые были подробно проанализированы в первой части
настоящей работы [9]. Динамику системы наглядно иллюстрируют однопараметрические бифур-
кационные диаграммы, построенные для различных значений расстройки собственных частот
(рис. 3). Сплошными линиями показаны устойчивые состояния, штриховыми — неустойчивые.
Обозначения особых точек введены в соответствии с Таблицей.

На рис. 3, 𝑎 приведена бифуркационная диаграмма для амплитуды колебаний первого
генератора 𝑅1 в случае ∆ = 0. Видно, что существует пять седлоузловых бифуркаций, соответ-
ствующих слиянию разных неподвижных точек. При ρ ≈ 0.028 происходят две седлоузловые
бифуркации, в результате которых устойчивые точки 𝑈1 и 𝑈2 сливаются с седловыми точками 𝑆1

и 𝑆2, соответственно и исчезают. Таким образом, вместо четырех устойчивых режимов остаются
два: режим синхронизации на синфазной моде (точка 𝐼) и точка 𝑂 в начале координат.

При ρ ≈ 0.071 неустойчивые точки 𝑃1 и 𝑃2 сливаются с точкой 𝐼−. Далее эта точка
при ρ ≈ 0.197 сливается с точкой 𝑂 в начале координат, которая теряет устойчивость. После
этого единственным устойчивым режимом остается синфазная синхронизация. Кроме того,
при ρ ≈ 0.098 точки 𝑆3 и 𝑆4 сливаются с точкой 𝐴, а затем при ρ ≈ 0.111 — с точкой 𝐴−.

Условие потери устойчивости точкой 𝑂 нетрудно найти аналитически. Проводя стандартную
процедуру линеаризации уравнений (1) относительно малых возмущений, придем к характеристи-
ческому уравнению, которое имеет вид

(𝑝− σ)2 + (∆/2)2 = ρ2𝑒−2𝑖ψ. (4)

Поскольку на границе потери устойчивости корень характеристического уравнения является
чисто мнимым, 𝑝 = 𝑖ω, разделяя (4) на вещественную и мнимую части и исключая из полученных
соотношений ω, получим выражение, определяющее границу устойчивости на плоскости ∆, ρ:(︂

∆
2

)︂2

= ρ2 cos 2ψ+
ρ4 sin2 2ψ

4σ2
− σ2. (5)

a b

Рис. 3. Бифуркационные диаграммы при σ = −0.16, 𝑏 = 0, ψ = 0.2π, ∆ = 0 (a) и ∆ = 0.07 (b). Сплошными линиями
показаны устойчивые точки, пунктирными — неустойчивые (цвет онлайн)

Fig. 3. Bifurcation diagrams at σ = −0.16, 𝑏 = 0, ψ = 0.2π, ∆ = 0 (a) and ∆ = 0.07 (b). Stable points are plotted by solid
lines, unstable points — dotted lines (color online)
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На рис. 2 эта граница показана штриховой линией 𝑂𝑁 .
Из полученного соотношения видно, при ψ→ π/2, то есть когда связь приобретает чисто

реактивный характер, граница устойчивости смещается в область больших значений ρ. При чисто
реактивной связи нулевое решение всегда устойчиво. Действительно, при ∆ = 0 из (5) нетрудно
найти

ρ = |σ|
√︀
2 (1− cos 2ψ)

sin 2ψ
, (6)

откуда видно, что ρ → ∞ при ψ = π/2. При ψ = 0, когда связь чисто диссипативная, получа-
ем ρ = |σ|.

Обсудим теперь особенности синхронизации при ненулевой расстройке. На рис. 3, 𝑏
построена бифуркационная диаграмма для ∆ = 0.07. Видны некоторые отличия от случая ∆ = 0.
Прежде всего, как уже отмечалось выше, при малых значениях ρ в фазовом пространстве
существует четыре предельных цикла, один из которых устойчив (см. рис. 1, a). При увеличении
связи происходят четыре седлоузловые бифуркации, в результате которых последовательно
рождаются пары точек: 𝑆2 и 𝑆4; 𝑆1 и 𝑆3; 𝐼− и 𝐴−; 𝐼 и 𝐴. При дальнейшем увеличении параметра
связи видно, что вместо тройного слияния точек 𝑃1,2 и 𝐼− (см. рис. 3, a) происходит слияние точек
𝐼− и 𝑃2, а точка 𝑃1 сливается с точкой 𝑂 при ρ ≈ 0.21 (при ∆ < 0, наоборот, точка 𝐼− сливается
с 𝑃1, а 𝑂 — с 𝑃2). Аналогично вместо бифуркации, в результате которой одновременно сливаются
точки 𝑆3, 𝑆4 и 𝐴, при ρ ≈ 0.073 сливаются точки 𝑆3 и 𝐴, а при ρ ≈ 0.109 — точки 𝑆4 и 𝐴−.

На рис. 4 в увеличенном масштабе построена наиболее сложно устроенная часть плоскости
параметров рис. 2, соответствующая малым значениям расстройки и связи. На этом рисунке
обозначено, какие точки рождаются или исчезают при тех или иных седлоузловых бифуркациях.

Рис. 4. Увеличенный фрагмент плоскости параметров ∆, ρ
в области малых расстроек. Параметры те же, что на рис. 2
(цвет онлайн)

Fig. 4. Enlarged fragment of the ∆, ρ parameter plane in the
domain of small mismatch. The other parameters are the same
as in 2 (color online)

Области устойчивости точек 𝑈1,2, то есть обла-
сти устойчивости режимов, в которых один из
генераторов доминирует, при малых расстрой-
ках ограничены сверху линиями, на которых
происходит слияние точек 𝑆1 − 𝑈1 и 𝑆2 − 𝑈2,
а при больших расстройках — линиями бифур-
каций Андронова–Хопфа 𝐴𝐻2. Эти линии за-
канчиваются на линиях седлоузловых бифурка-
ций 𝐼−−𝐴− (сверху), 𝑆1−𝑆3 и 𝑆2−𝑆4 (снизу
слева и справа соответственно). Линии бифур-
каций Андронова–Хопфа 𝐴𝐻1 заканчиваются
на линиях бифуркаций 𝐼−𝐴 (сверху), 𝑆1−𝑈1 и
𝑆2 −𝑈2 (снизу слева и справа соответственно).
В точках коразмерности два, где соединяются
линии 𝐴𝐻1 и 𝐼 −𝐴, имеет место бифуркация
Богданова–Такенса [10,19]. Ситуация в точках
соединения линий 𝐴𝐻1 и 𝑆1 − 𝑆3 и 𝑆2 − 𝑆4

требует более детального изучения.

2.2. Случай больших расстроек. Теперь обратимся к случаю больших расстроек. На рис. 5
приведены бифуркационные диаграммы для амплитуд колебаний первого 𝑅1 и второго 𝑅2 генера-
торов в случае ∆ = 1.8. Как уже отмечалось выше (см. рис. 1), при слабой связи существует два
устойчивых состояния 𝑈1,2, две неустойчивые точки 𝑃1,2, устойчивое нулевое решение 𝑂 и четыре
предельных цикла. Области существования цикла 𝐶+ показаны на рис. 5 серым цветом, области
существования циклов 𝐶−, 𝐶± и 𝐶∓ — штриховкой. Инвариантные многообразия неустойчивых
циклов 𝐶−, 𝐶± и 𝐶∓ разграничивают бассейны притяжения четырех существующих аттракторов
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a b

Рис. 5. Бифуркационные диаграммы для амплитуды первого (а) и второго (b) генераторов при σ = −0.16, ψ = 0.2π
и ∆ = 1.8. Серым показана область существования устойчивого предельного цикла, штриховкой — неустойчивых
(цвет онлайн)

Fig. 5. Bifurcation diagrams for the amplitude of the first (а) and second (b) oscillators at σ = −0.16, ψ = 0.2π and ∆ = 1.8.
The domain of existence of a stable limit cycle is plotted in gray, and unstable ones are hatched (color online)

(точки 𝑂, 𝑈1,2 и цикл 𝐶+). Анализ показывает, что при увеличении ρ вначале (при ρ ≈ 0.39)
происходит слияние циклов 𝐶+ и 𝐶±, а затем — слияние циклов 𝐶− и 𝐶∓.

Как видно из бифуркационных диаграмм, при ρ ≈ 0.381 режим, когда второй генератор
доминирует над первым, исчезает в результате слияния точек 𝑈2 и 𝑃2. Что касается режима,
в котором доминирует первый генератор (точка 𝑈1), то он сохраняет устойчивость при любых
значениях параметра связи. Однако стоит отметить, что с увеличением ρ амплитуда колебаний
второго генератора 𝑅2 увеличивается и становится примерно такой же, как 𝑅1, а разность фаз
при этом приближается к нулю. Таким образом, при больших расстройках режим с сильно
различающимися амплитудами колебаний плавно переходит в режим синфазной синхронизации
и существует при любом значении параметра связи.

Более сложное поведение имеет место при меньших значениях расстройки, когда, двигаясь
вверх по плоскости параметров ∆, ρ, мы пересекаем линии бифуркаций Андронова–Хопфа.
На рис. 6 приведены бифуркационные диаграммы для случая ∆ = 1.0. При слабой связи ситуация
такая же, как и при ∆ = 1.8: в фазовом пространстве существует пять неподвижных точек

a b

Рис. 6. Бифуркационные диаграммы для первого (а) и второго (b) генераторов при σ = −0.16, ψ = 0.2π и ∆ = 1.0.
Серым закрашена область существования устойчивых предельных циклов (цвет онлайн)

Fig. 6. Bifurcation diagrams for the first (а) and second (b) oscillators at σ = −0.16, ψ = 0.2π and ∆ = 1.0. The domain of
existence of stable limit cycles is shaded in gray (color online)
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и четыре предельных цикла. Отличие состоит в том, что с увеличением ρ циклы 𝐶∓ и 𝐶−
уменьшаются в размерах и стягиваются к точкам 𝑈2 и 𝑃2. На рис. 6 они показаны кружками2.
При ρ ≈ 0.269 происходит обратная бифуркация Андронова–Хопфа: цикл 𝐶∓ сливается с точкой
𝑈2, в результате чего она теряет устойчивость (линия 𝐴𝐻2 на рис. 2). Неустойчивый цикл 𝐶−
сливается с точкой 𝑃2 при ρ ≈ 0.301. Что касается циклов 𝐶+ и 𝐶∓, то они сливаются друг
с другом и исчезают так же, как и при ∆ = 1.8. После этого устойчивыми остаются только
режим синхронизации, в котором доминирует первый осциллятор (точка 𝑈1), и режим отсутствия
колебаний (точка 𝑂).

Однако при дальнейшем увеличении происходит бифуркация образования еще одной пары
предельных циклов из сгущения фазовых траекторий (ρ ≈ 0.327). Один из этих циклов является
устойчивым, другой — неустойчивым. Будем обозначать их 𝐶𝑠 и 𝐶𝑆 соответственно. Когда
мы пересекаем линию 𝐴𝐻1 на рис. 2 (ρ ≈ 0.377), цикл 𝐶𝑈 в результате обратной бифуркации
Андронова–Хопфа сливается с точкой 𝑈1 и она теряет устойчивость. Однако устойчивым остается
режим биений, которому соответствует цикл 𝐶𝑆 . Этот цикл при ρ ≈ 0.536 стягивается к точке 𝑈1,
в результате чего она снова становится устойчивой. Таким образом, при обратном движении по
параметру наблюдается нормальная (суперкритическая) бифуркация Андронова–Хопфа.

3. Численное моделирование

Результаты, полученные в рамках бифуркационного анализа, были проверены путем непо-
средственного численного интегрирования системы уравнений (2). Рассмотрим случай малых
расстроек, который представляет наибольший интерес. Выберем значения параметров, при кото-
рых в фазовом пространстве имеется четыре устойчивые точки. На рис. 7 приведены примеры
зависимостей амплитуд первого и второго генераторов от времени. Если обе начальные амплитуды
достаточно велики (превышают 𝑅−), в системе установится синфазный режим синхронизации
(рис. 7, a). Этому режиму соответствует устойчивая точка 𝐼 . Если начальная амплитуда одного из
генераторов превышает значение 𝑅−, а у другого — нет, будет происходить подавление колебаний
одного из генераторов и установление режимов, которым соответствуют устойчивые точки 𝑈1

или 𝑈2. Данную ситуацию иллюстрируют рис. 7, b, c. Если же начальная амплитуда обоих
генераторов меньше, чем 𝑅−, происходит затухание колебаний (см. рис. 7, d).

Как было показано выше (см. рис. 3, b), при увеличении параметра связи происходят
седлоузловые бифуркации, в результате которых исчезают точки 𝑈1,2. Однако следует отметить
еще одно важное обстоятельство. При дальнейшем увеличении ρ происходит седлоузловая бифур-
кация, в результате которой сливаются точки 𝐴− и 𝑆3 или 𝑆4 (линии 𝐴−−𝑆3 и 𝐴−−𝑆4 на рис. 4).
При этом бассейн притяжения точки 𝐼 трансформируется таким образом, что при начальной
разности фаз 3(0) ≈ π фазовая траектория стремится к точке 𝑂, независимо от того, каковы были
значения начальных амплитуд. Эту ситуацию иллюстрирует рис. 8. Если начальная разность фаз
является неблагоприятной, даже при начальных значениях амплитуд 𝑅1,2(0) > 𝑅−, сигнал одного
генератора начинает поступать в колебательную систему другого в противофазе, в результате чего
происходит полное взаимное подавление колебаний обоих генераторов (см. рис. 8, a). Однако при
небольшом изменении начальной разности фаз устанавливается режим взаимной синхронизации
(см. рис. 8, b). Таким образом, в данном случае мы имеем специфический случай эффекта гибели
колебаний, который, в отличие от известного (см., например, [11,19]), обусловлен не увеличением
эффективной диссипации, а изменением структуры бассейнов притяжения. Аналогичное поведе-

2Программный пакет XPPAUT позволяет построить максимальные и минимальные значения переменных, отвечаю-
щие предельному циклу. Поскольку мы анализируем уравнения (2), где в качестве одной из переменных выступает
разность фаз 3, на бифуркационные диаграммы можно нанести только стягиваемые циклы, то есть такие, для которых
3 изменяется в конечных пределах.
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a b

c d

Рис. 7. Зависимости амплитуд первого и второго генератора от времени при σ = −0.16, ψ = 0.2π, ρ = 0.02, ∆ = 0.02
и различных начальных условиях: (𝑎) 𝑅1,2 > 𝑅1 — режим взаимной синхронизации; (𝑏, 𝑐) 𝑅1 > 𝑅−, 𝑅2 < 𝑅−, (𝑐)
𝑅1 < 𝑅−, 𝑅2 > 𝑅− — режимы подавления одного генератора другим; (𝑑) 𝑅1,2 < 𝑅− — затухание колебаний (цвет
онлайн)

Fig. 7. Time dependences of the amplitudes of the first and second oscillators at σ = −0.16, ψ = 0.2π, ρ = 0.02, ∆ = 0.02
and different initial conditions: (𝑎) 𝑅1,2 > 𝑅1 — mutual synchronization; (𝑏, 𝑐) 𝑅1 > 𝑅−, 𝑅2 < 𝑅−, (𝑐) 𝑅1 < 𝑅−,
𝑅2 > 𝑅− — suppression of one generator by another; (𝑑) 𝑅1,2 < 𝑅− — oscillation damping (color online)

a b

Рис. 8. Зависимости амплитуд первого и второго генератора от времени при σ = −0.16, ψ = 0.2π, ∆ = 0.02 ρ = 0.15
и различных начальных условиях: (𝑎) 𝑅1(0) = 0.5, 𝑅2(0) = 0.55, 3(0) = 0.98π — гибель колебаний; (𝑏) начальные
амплитуды те же, а 3(0) = 0.97π — режим взаимной синхронизации (цвет онлайн)

Fig. 8. Time dependences of the amplitudes of the first and second oscillators at σ = −0.16, ψ = 0.2π, ∆ = 0.02 ρ = 0.15
and different initial conditions: (𝑎) 𝑅1(0) = 0.5, 𝑅2(0) = 0.55, 3(0) = 0.98π — oscillation death; (𝑏) initial amplitudes are
the same and 3(0) = 0.97π — mutual synchronization (color online)
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ние наблюдалось и в случае вынужденной синхронизации генератора с жестким возбуждением
внешним сигналом [7].

Ясно, что с практической точки зрения зависимость от начальной разности фаз, которая,
вообще говоря, является случайной величиной — явление нежелательное. Поэтому целесообразно
выбирать параметры таким образом, чтобы находиться ниже границы седлоузловой бифуркации,
в результате которой сливаются точки 𝐴 и 𝑆3 или 𝑆4 (см. рис. 4), или же в области, где нулевое
состояние уже потеряло свою устойчивость.

4. Влияние неизохронности

Выше рассматривался случай, когда осцилляторы являются изохронными (𝑏 = 0). Рассмот-
рим, какое влияние на картину синхронизации оказывает неизохронность, выбрав для определен-
ности значение 𝑏 = 0.1. На рис. 9, a построены границы седлоузловых бифуркаций и бифуркаций
Андронова–Хопфа на плоскости параметров для этого случая.

В целом представленная картина синхронизации аналогична изохронному случаю, за исклю-
чением того, что границы седлоузловых бифуркаций 𝑆𝑁3 и 𝑆𝑁4 выходят не из начала координат,
а из точек ∆ = ±

√
1 + 4σ, как было показано в работе [9]. На рис. 9, b приведен увеличенный

фрагмент в области малых расстроек.
Отметим, что границы седлоузловых бифуркаций 𝑆𝑁1−4 достаточно хорошо согласуются

с результатами анализа в фазовом приближении [9], что иллюстрирует рис. 10.
Когда параметр ψ принимает такие значения, что инерционная связь становится суще-

ственной, возникает устойчивый режим противофазной синхронизации с примерно равными
амплитудами. Это подтверждает рис. 11, на котором построены области устойчивости синхрон-
ных режимов на плоскости параметров ∆, ρ в случае ψ = 0.4π. Видно, что появляется область
противофазной синхронизации, которая локализована в области малых расстроек. Она в основном
ограничена линией бифуркации Андронова–Хопфа 𝐴𝐻3. Бифуркационный механизм появления
и исчезновения режима противофазной синхронизации аналогичен описанному в [3] для связан-
ных генераторов с мягким самовозбуждением, поэтому останавливаться подробно на его анализе
мы не будем.

a b

Рис. 9. Границы седлоузловых бифуркаций (𝑆𝑁 ) и бифуркаций Андронова–Хопфа (𝐴𝐻) на плоскости параметров
∆, ρ при σ = −0.16, ψ = 0.2π и 𝑏 = 0.1 (𝑎) и ее увеличенный фрагмент в области малых расстроек (𝑏). Области
устойчивости синхронных режимов закрашены различными цветами (цвет онлайн)

Fig. 9. Boundaries of saddle-node bifurcations (𝑆𝑁 ) and Andronov–Hopf bifurcations (𝐴𝐻) on the parameter plane ∆, ρ at
σ = −0.16, ψ = 0.2π and 𝑏 = 0.1 (𝑎) and its enlarged fragment in the domain of small mismatch (𝑏). The stability domains
of synchronous modes are shaded in different colors (color online)
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Рис. 10. Границы седлоузловых бифуркаций (𝑆𝑁 ) на плоскости параметров ∆, ρ при σ = −0.16, ψ = 0.2π и 𝑏 = 0.1.
Сплошными линиями показаны результаты бифуркационного анализа с помощью XPPAUT, штриховыми — результаты
анализа в рамках фазового приближения [9] (цвет онлайн)

Fig. 10. Boundaries of saddle-node bifurcations (𝑆𝑁 ) on the parameter plane ∆, ρ at σ = −0.16, ψ = 0.2π and 𝑏 = 0.1.
The results of bifurcation analysis with XPPAUT and analysis within the phase approximation [9] are plotted by solid and
dashed lines, respectively (color online)

a b

Рис. 11. Границы седлоузловых бифуркаций (𝑆𝑁 ) и бифуркаций Андронова–Хопфа (𝐴𝐻) на плоскости параметров
∆, ρ при σ = −0.16, ψ = 0.4π и 𝑏 = 0.1 (𝑎) и ее увеличенный фрагмент в области малых расстроек (𝑏). Области
устойчивости синхронных режимов закрашены различными цветами (цвет онлайн)

Fig. 11. Boundaries of saddle-node bifurcations (𝑆𝑁 ) and Andronov–Hopf bifurcations (𝐴𝐻) on the parameter plane ∆, ρ for
σ = −0.16, ψ = 0.4π, and 𝑏 = 0.1 (𝑎) and its enlarged fragment in the domain of small mismatch (𝑏). The stability domains
of synchronous modes are shaded in different colors (color online)

Заключение

В статье представлен анализ взаимной синхронизации системы двух генераторов с жестким
возбуждением, связанных с задержкой.

При слабой связи в фазовом пространстве имеется пять неподвижных точек, из которых
три (две, отвечающие режимам с доминированием одного из генераторов, и точка 𝑂, отвечающая
отсутствию колебаний) являются устойчивыми, а также четыре предельных цикла, один из
которых является устойчивым. При увеличении связи на четырех упомянутых циклах происходят
седлоузловые бифуркации, в результате чего число неподвижных точек увеличивается до 13,
из которых 4 устойчивы.

Показано, что в случае малых расстроек и слабой связи наблюдается картина, хорошо
согласующаяся с фазовым приближением [9]. С увеличением параметра связи неподвижные точки
𝑈1,2, которые соответствуют режимам с доминированием одного из осцилляторов, сливаются
с седловыми неподвижными точками 𝑆1−4 и исчезают.
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При дальнейшем увеличении ρ происходит трансформация бассейна притяжения точки 𝑂,
в результате которой, если в начальный момент времени колебания генераторов близки к противо-
фазным, колебания затухают при любых начальных амплитудах. Это своеобразная разновидность
эффекта гибели колебаний, которая обусловлена не увеличением эффективной диссипации,
а изменением структуры бассейнов притяжения.

Показано, что с увеличением параметра связи точка 𝑂 в начале координат теряет устойчи-
вость, сталкиваясь c одной из седловых точек 𝑃1 или 𝑃2. После этого единственным устойчивым
режимом является режим взаимной синхронизации. Такое поведение обусловлено увеличением
эффективной добротности колебательной системы. Таким образом, с практической точки зрения
наиболее благоприятная ситуация реализуется в том случае, когда параметр превышает значение,
при котором нулевое решение теряет устойчивость.

В случае больших расстроек устройство плоскости параметров во многом определяется
поведением упомянутых выше предельных циклов. При слабой связи устойчивы два режима с
доминированием одного из осцилляторов (точки 𝑈1,2) и режим биений (предельный цикл 𝐶+).
С увеличением параметра связи цикл 𝐶+ теряет устойчивость не в результате седлоузловой
бифуркации, как в случае малых расстроек, а сливается с циклом 𝐶∓ и исчезает. Что касается точек
𝑈1,2, то одна из них либо сливается с одной из седловых точек 𝑃1,2, либо теряет устойчивость
в результате обратной (субкритической) бифуркации Андронова–Хопфа. Другая из этих точек
остается устойчивой при любых значениях параметра связи, причем амплитуды колебаний обоих
осцилляторов постепенно сравниваются, то есть режим колебаний с доминированием одного из
осцилляторов постепенно трансформируется в режим синфазной синхронизации.
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Аннотация. Цель. Распознавание причинно-следственных связей является фундаментальной функцией нейронных
сетей, обучающихся целенаправленному поведению, осуществляющих планирование действий и формирующих мо-
дели динамики внешнего мира. Эта функциональность особенно важна для реализации обучения с подкреплением.
В контексте импульсных нейронных сетей события представлены в виде импульсов (спайков), испускаемых нейро-
нами сети или входными узлами. Обнаружение причинно-следственных связей между этими событиями является
необходимым для эффективной реализации обучения с подкреплением. Методы. В данной работе представлен но-
вый подход к распознаванию причинно-следственных связей с использованием импульсного бинарного нейрона.
Этот подход основан на специально разработанных простых и эффективных правилах синаптической пластично-
сти. При этом учитываются временные аспекты обнаруженных причинно-следственных связей, а также то, что
спайковые сигналы могут иметь вид как одиночных импульсов, так и плотных последовательностей импульсов
(всплесков), как это наблюдается в биологическом мозге. Кроме того, в данном исследовании уделяется большое вни-
мание вопросу эффективной реализации предложенных моделей на современных и перспективных нейропроцессорах.
Результаты. В сравнении с точными методами машинного обучения, такими как алгоритмы деревьев решений и
сверточные нейронные сети, наш нейрон демонстрирует удовлетворительную точность, несмотря на свою простоту.
Заключение. В данной работе представлена архитектура импульсной нейронной сети, включающая нейроны описывае-
мого типа, которая может эффективно применяться в более сложных информационных окружениях, что делает ее
перспективным кандидатом для реализации обучения с подкреплением в импульсных нейронных сетях.

Ключевые слова: импульсные нейронные сети, бинарный нейрон, зависящая от времени спайков пластичность,
модулированная дофамином пластичность, анти-Хеббовская пластичность, обучение с подкреплением, нейроморфная
аппаратура.
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Abstract. Purpose. Causal relationship recognition is a fundamental operation in neural networks aimed at learning behavior,
action planning, and inferring external world dynamics. This operation is particularly crucial for reinforcement learning (RL).
In the context of spiking neural networks (SNNs), events are represented as spikes emitted by network neurons or input
nodes. Detecting causal relationships within these events is essential for effective RL implementation. Methods. This research
paper presents a novel approach to realize causal relationship recognition using a simple spiking binary neuron. The proposed
method leverages specially designed synaptic plasticity rules, which are both straightforward and efficient. Notably, our
approach accounts for the temporal aspects of detected causal links and accommodates the representation of spiking signals
as single spikes or tight spike sequences (bursts), as observed in biological brains. Furthermore, this study places a strong
emphasis on the hardware-friendliness of the proposed models, ensuring their efficient implementation on modern and future
neuroprocessors. Results. Being compared with precise machine learning techniques, such as decision tree algorithms and
convolutional neural networks, our neuron demonstrates satisfactory accuracy despite its simplicity. Conclusion. We introduce
a multi-neuron structure capable of operating in more complex environments with enhanced accuracy, making it a promising
candidate for the advancement of RL applications in SNNs.

Keywords: spiking neural network, binary neuron, spike timing dependent plasticity, dopamine-modulated plasticity, anti-
Hebbian plasticity, reinforcement learning, neuromorphic hardware.
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Введение

Если мы стремимся создать интеллектуальную систему на основе нейронных сетей, способ-
ную формировать адаптивное поведение для достижения определенных целей, необходимо наде-
лить ее способностью идентифицировать и фиксировать в ее структуре причинно-следственные
связи между событиями, происходящими как внутри сети, так и во внешней среде. Эти свя-
зи могут включать в себя последовательности однородных паттернов, образующих единый
пространственно-временной паттерн, команды, генерируемые сетью, и реакции внешней среды
на них или события, предшествующие вознаграждению, и само вознаграждение. Поэтому способ-
ность различать причины и следствия должна рассматриваться как базовая функциональность
нейросетевых структур или отдельных нейронов. В большинстве сценариев обучаемая сеть не име-
ет доступа к априорным знаниям, описывающим причинно-следственные связи в ее окружении, —
она должна выводить их из наблюдаемых временных закономерностей появления различных
событий, исходя из предположения, что если событие B часто наблюдается в определенном
временном интервале после события A, то A служит причиной, а B — следствием.

В данном исследовании рассматривается реализация описанной выше функциональности
в рамках импульсной нейронной сети (ИмНС), а если более точно, одного конкретного нейро-
на как части сети. В контексте ИмНС информация кодируется последовательностями спайков,

*The paper presents materials of a talk given at the conference “Neuroinformatics — 2023”.
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что делает необходимым формулирование задачи в этих терминах. Формализуем задачу отно-
сительно одного конкретного нейрона (назовем его детектором причинно-следственных связей).
Этот нейрон принимает сигналы в виде спайков от пресинаптических нейронов. Будем считать,
что срабатывание некоторого заранее неизвестного набора пресинаптических нейронов соответ-
ствует событию А (причина), тогда как активация некоторого другого нейрона соответствует
событию В (следствие). Предположим, что событие B почти всегда происходит в течение времени
𝑇𝑝 после события А, тогда задача нейрона-детектора состоит в том, чтобы срабатывать каждый раз
при выявлении активности набора нейронов, соответствующих наступлению события А. Подобно
другим задачам обучения нейросетей, будем решать эту с помощью изменения синаптических
весов нейрона-детектора (синаптической пластичности). Важно отметить особенность, которая
существенно ограничивает применимость большинства существующих на сегодняшний день
моделей синаптической пластичности, основанных на относительной задержке между отдельны-
ми пре- и постсинатпическими спайками: нейрон-детектор и пресинаптические нейроны могут
генерировать как единичные спайки, так и их плотно сгруппированные и продолжительные
последовательности, так что невозможно сказать, какой из спайков был раньше или позже — пре-
или пост-синаптический. Описанная ниже модель синаптической пластичности учитывает это
обстоятельство.

Многочисленные исследования демонстрируют, как ИмНС могут выявлять причинно-
следственные связи между различными событиями. Однако данное исследование предлагает
уникальное сочетание трех отличительных атрибутов.

1. Причинно-следственные связи между событиями распознаются единственным нейроном-
детектором, а не сетью.

2. Учитывается временной аспект причинно-следственных связей, при котором события-
причины происходят за определенное время до соответствующих им событий-последствий.

3. Используются специально разработанные локальные правила синаптической пластичности
для обучения.

В большинстве работ, имеющихся на сегодняшний день, данная задача рассматривается вне вре-
менного аспекта — для такого типа задач часто используется термин Байесовский вывод (Bayesian
inference). Эта задача близко связана с обучением с учителем, где сеть должна определить наи-
более достоверные факторы, независимо или в сочетании указывающие на принадлежность
определенного объекта к целевому классу. В статьях [1–3] представлены примеры исследований,
в которых применяются различные подходы для решения таких задач. Следует отметить, что
обычно в задачах обучения с учителем время явно не учитывается. Даже когда объектом обуче-
ния являются временные ряды, каждый временной ряд рассматривается как единая сущность,
относимая к некоторому целевому классу. В отличие от этого, данное исследование более тес-
но связано с обучением с подкреплением, где все сигналы (входные сигналы, команды сети и
вознаграждение/наказание) существуют в непрерывном времени и временные интервалы имеют
большое значение.

Наш подход может быть важен с точки зрения концепции свободной энергии Фристона [4],
поскольку понимание, что является «ожидаемым событием», важно для количественной оценки
величины «неожиданности» событий в терминах свободной энергии. Настоящее исследование
заостряет внимание на распознавании причинно-следственных связей в контексте времени, что
имеет особое значение для динамических систем.

Следует отметить, что рассматриваемая исследовательская задача перекликается с еще
одной обширной областью машинного обучения — прогнозированием временных рядов. Подходы
прогнозирования временных рядов направлены на предсказание будущих значений определенных
переменных (дискретных или непрерывных) на основе их текущих и недавних значений, а также,
возможно, значений других связанных переменных. Естественно, если возможно определить
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причинно-следственные связи между значениями определенных переменных или состояний объек-
та и значениями определенных параметров в будущем — это дает инструмент для прогнозирования
будущих значений. Однако наша основная цель отличается от традиционного прогнозирования
временных рядов, поскольку мы не сосредоточены на предсказании конкретного точного значения
определенной переменной в определенный момент времени. Вместо этого наша цель — вывести
причинно-следственные правила, которые указывают на то, что после события A ожидается, что
событие B произойдет в интервале времени длиной 𝑇𝑝. Следовательно, задача может быть более
точно характеризована как прогнозирование будущих событий, а не временных рядов.

Примечательно, что на сегодняшний день относительно немного применений ИмНС для
решения подобных задач. Один из подходов, описанный в [5], использует систему NeuCube [6],
которая основана на так называемой машине с жидким состоянием (Liquid State Machine, LSM) [7].
LSM — это большая хаотичная непластичная ИмНС, разработанная для преобразования комбина-
ции временных рядов и статических (или медленно изменяющихся) параметров в многомерное
представление в виде частот генерации спайков нейронами внутри LSM. Благодаря большому
количеству нейронов в LSM, представления различных пространственно-временных паттернов
в форме нейронной активности LSM с высокой вероятностью являются линейно сепарабельны-
ми. Следовательно, задачи классификации, связанные с такими представлениями, могут быть
эффективно решены с помощью простых линейных классификаторов. Как описано в [5], были
продемонстрированы несколько примеров применения NeuCube для прогнозирования редких
событий. Один конкретный пример — прогнозирование инсультов, рассматривается более по-
дробно в [8]. Хотя подход на основе LSM продемонстрировал успех в широком диапазоне задач,
у него есть заметный недостаток в том, что для достижения эффективности LSM она должна
быть большой и, следовательно, требовать значительных вычислительных мощностей. В отличие
от этого, подход, предложенный в данном исследовании, эффективно решает аналогичную задачу,
используя всего один нейрон, что является более ресурсоэффективным решением.

В статье [9] показано, как специальные структуры ИмНС могут использоваться для по-
лучения графа причинно-следственных связей, но опять же, без учета временного аспекта, как
упоминалось ранее.

Наконец, существует еще одно направление исследований ИмНС, тесно связанное с нашим
исследованием. Как описано ниже, для решения задачи выявления причинно-следственных связей
используется комбинация двух моделей синаптической пластичности, обычно называемых, хотя
и в очень приблизительном смысле, Хеббовской и дофаминовой пластичностью. Хеббовский
принцип пластичности, когда он применяется к пластичности импульсных нейронов, часто обо-
значается как модель STDP (Spike Timing Dependent Plasticity) [10], а дофаминовая пластичность
обычно связана с эффектами, связанными с вознаграждением. Коллективное терминологическое
обозначение для этих объединенных моделей пластичности — R-STDP (Reward Spike Timing
Dependent Plasticity). Различные модели R-STDP изучались в многочисленных работах (напри-
мер, [11–14]), некоторые из которых уже были протестированы в реальных приложениях [15].
В настоящее время нет единого мнения о том, как лучше объединять эти два типа синаптической
пластичности, так что спектр рассматриваемых моделей остается весьма широк. Кроме того,
в отличие от нашего подхода, где вознаграждение имеет форму спайкового сигнала, эти модели
обычно представляют вознаграждение как глобальную вещественную переменную. Насколько нам
известно, ни одна из предшествующих работ не использовала подобные правила синаптической
пластичности для цели обнаружения причинно-следственных связей.

Кроме того, цель данного исследования заключалась в создании достаточно простой модели
пластичности для ее эффективной реализации на современных и будущих нейропроцессорах.
Согласно работе [16], существует явный тренд в появлении и развитии программных и аппа-
ратных систем, которые основаны не на преобразовании традиционных сверточных нейронных
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сетей в форму ИмНС, а на использовании «нативных» моделей импульсных нейронов и правил
пластичности, открывая возможность для непрерывного обучения ИмНС.

В следующем разделе будет подробно описана наша инновационная модель синаптической
пластичности, которая объединяет Хеббовскую (фактически анти-Хеббовскую) и дофаминовую
пластичность. После этого будет рассмотрено применение модели к задаче предсказания возна-
граждений в обучении с подкреплением (reinforcement learning, RL), используя в качестве примера
задачу предсказания вознаграждений в задаче «Пинг-понг». В заключение мы опишем наше виде-
ние того, как нейроны такого рода могут формировать сетевые структуры, способные выводить
сложные графы причинно-следственных связей, необходимые для построения моделей внешнего
мира в RL. Далее, будут оценены преимущества и ограничения данного подхода и определен
план будущих исследований.

1. Методы и материалы

В данном исследовании рассматривается процесс обучения одного импульсного нейрона
в контексте выявления причинно-следственных связей между событиями. Этот нейрон (рис. 1)
связан с группой пресинаптических нейронов, образующих множество 𝐶, чья активность пред-
ставляет различные события. Будем интерпретировать эти события как потенциальные триггеры
для другого события, которое назовем «целевым событием». Это целевое событие соответствует
спайку от отдельного пресинаптического нейрона, обозначаемого как 𝑆, который не является
частью множества 𝐶. Момент времени 𝑗-й генерации спайка 𝑖-м пресинаптическим нейроном
из множества 𝐶 обозначим как 𝑡𝑖𝑗 . Моменты времени, когда нейрон 𝑆 генерирует спайк, будем
обозначать как 𝑡𝑆𝑗 . Мы говорим, что некоторое событие является причиной целевого события,
если целевое событие часто наблюдается не позднее времени 𝑇𝑝 после этого события. Как уже
упоминалось, возможные причины целевого события определяются специфической активностью
пресинаптических нейронов, которую должен попытаться распознать обучаемый нейрон-детектор.

Рис. 1. Схематичная модель бинарного импульсного нейрона и временная диаграмма его входных и выходных спайков
(для обученного состояния)

Fig. 1. The schematic model of binary spiking neuron and the temporal diagram of its pre- and postsynaptic spikes (for the
trained state)
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𝑇𝑝 — это временная константа, фиксирующая временной масштаб конкретной задачи. Предполага-
ется, что целевые события редкие — это означает, что 𝑇𝑝 намного меньше минимального значения
интервалов между спайками 𝑡𝑆𝑗 − 𝑡𝑆𝑗−1. Это единственное важное предположение — без него наша
задача поиска причинно-следственных связей, по-видимому, теряет смысл.

Введем также понятие «целевой период», охватывающее временной интервал длиной 𝑇𝑝,
предшествующий каждому 𝑡𝑆𝑗 . Обучаемый нейрон должен помечать целевые периоды своей
активностью (спайками, испускаемыми им в моменты времени 𝑡*𝑗 ). Если он научится делать
это с достаточной точностью, это означает, что он успешно распознает причинно-следственную
связь между конкретным событием (активностью пресинаптических нейронов, которая вызывает
срабатывание нейрона) и целевым событием. Для оценки точности этого распознавания введем
понятие «предсказанный период». Каждый предсказанный период начинается в момент времени 𝑡*𝑗
и заканчивается либо через время 𝑇𝑝 от этого момента, либо в один из моментов 𝑡𝑆𝑗 — в зависимо-
сти от того, что произойдет раньше. Общая продолжительность времени 𝑇𝑒𝑟𝑟, в течение которого
целевые периоды и предсказанные периоды не пересекаются, служит естественной метрикой
для измерения неточности предсказания целевого события. Целью обучаемого нейрона является
максимизация метрики, представленной формулой

𝑅 = 1− 𝑇err

𝑇tar
, (1)

где 𝑇tar обозначает общую продолжительность целевых периодов.
В данном исследовании используется самая простая модель нейрона, называемая «би-

нарным нейроном». Этот нейрон работает в дискретном времени. В каждый квант времени он
получает спайки через свои пластичные синапсы с весами 𝑤𝑖. Предполагается, что величина
этих квантов — порядка возможного времени рассогласования входных спайков из множества 𝐶,
индицирующих событие-причину, так что значительная часть этих спайков приходит в рамках
одного кванта. Если сумма весов синапсов, получивших спайки в данный квант, больше порого-
вого значения 𝐻 , то нейрон генерирует спайк. Выбор столь простой модели делает наш результат
общим — фактически он не зависит от конкретной модели нейрона. После соответствующей
дискретизации времени любая модель импульсного нейрона может быть приближена бинарным
нейроном, который сохраняет основное свойство — нейрон срабатывает, когда несколько силь-
ных возбуждающих синапсов получают спайки в течение короткого временного периода. Чтобы
сделать веса 𝑤𝑖 безразмерными, мы устанавливаем 𝐻 = 1.

1.1. Общая идея метода и правила синаптической пластичности, используемые в иссле-
довании. Предполагается, что информация о потенциальных событиях-причинах, приводящих
к целевому событию, закодирована в спайках, исходящих от пресинаптических нейронов из
множества C. Синапсы, отвечающие за передачу этих импульсов, являются пластичными, и их
синаптические веса должны корректироваться таким образом, чтобы заставить постсинаптический
нейрон-детектор срабатывать во время целевого периода.

Активность обучаемого постсинаптического нейрона-детектора и корректировка его синап-
тических весов должны быть связаны следующим образом.

a. Необученный нейрон должен быть неактивен — механизм пластичности должен усиливать
те синапсы, которые заставляли бы нейрон генерировать спайки в правильное время. По этой
причине мы устанавливаем веса всех пластичных синапсов равными 0 в начале обучения.

b. Если нейрон генерирует спайк в неправильное время (вне целевых периодов), то синапсы,
которые помогли ему сгенерировать ложный спайк, должны быть подавлены.

c. Если нейрон генерирует спайк в правильное время, то с его синаптическими весами ничего
не должно происходить, в противном случае их изменение может вывести его из обученного
состояния.
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Это достигается благодаря специфическому выбору правил синаптической пластичности. Важно,
что свойства пластичных синапсов полностью отличны от единственного синапса, через который
подключен пресинаптический нейрон 𝑆. Мы называем его «дофаминовым» синапсом, потому что
спайки, поступающие на него, контролируют пластичность всех остальных синапсов.

Принципы A, B и C, указанные выше, выполняются благодаря комбинации двух правил
пластичности.

1. Дофаминовая пластичность. Каждый раз, когда обучаемый нейрон получает спайк от
нейрона 𝑆, все пластичные синапсы, получившие спайки в течение времени 𝑇𝑝 перед этим
«дофаминовым» спайком, усиливаются.

2. Анти-Хеббовская пластичность. Все синапсы, способствующие срабатыванию нейрона,
подавляются.

Очевидно, что в случае баланса между дофаминовой и анти-Хеббовской пластичностью условия
A, B и C удовлетворяются, обеспечивая успешное обучение и функционирование нейрона.

1.2. Модель синаптической пластичности в деталях. Аналогично нашим предыдущим
исследованиям [17, 18], используемые в данной работе правила синаптической пластичности
являются аддитивными и применяются к переменной, называемой «синаптический ресурс»,
обозначаемой как 𝑊 , а не непосредственно к синаптическому весу, обозначаемому как 𝑤. Функ-
циональная зависимость между 𝑊 и 𝑤 выражается формулой

𝑤 = 𝑤min +
(𝑤max − 𝑤min) ·max(𝑊, 0)

𝑤max − 𝑤min +max(𝑊, 0)
, (2)

где 𝑤min и 𝑤max — константы. Очевидно, что значения 𝑤 пробегают диапазон [𝑤min, 𝑤max),
когда 𝑊 изменяется от −∞ до +∞. В данном исследовании 𝑤min < 0, а 𝑤max > 0, так что
синаптическая пластичность может сделать возбуждающий синапс тормозным и наоборот.

Как уже упоминалось ранее, модель синаптической пластичности состоит из двух отдельных
и независимых компонент. Они описаны в подразделах 1.2.1 и 1.2.2.

1.2.1. Анти-Хеббовская пластичность. Стандартная модель STDP [10] утверждает, что
спайки, поступающие за короткое время до срабатывания постсинаптического нейрона, усили-
вают синапсы, которые их получают. Эта концепция соответствует принципу Дональда Хебба,
который утверждает, что синаптическая пластичность должна отражать причинно-следственные
связи между срабатываниями нейронов — синапсы, ответственные за генерацию спайков пост-
синаптическим нейроном, должны быть усилены. Этот принцип был подтвержден множеством
нейрофизиологических наблюдений. Однако глубокие исследования пластичности в биологи-
ческих нейронах показали, что в природе существуют и несколько альтернативных моделей
синаптической пластичности [19, 20]. Кроме того, в различных организмах были обнаружены
примеры правил пластичности, действующих в направлении, противоположном Хеббовскому
принципу (анти-Хеббовская пластичность) [21]. Это позволяет заключить, что различные виды
синаптической пластичности подходят для решения разных задач. Кроме того, стандартная мо-
дель STDP теряет смысл в случае (который довольно распространен в биологическом мозге),
когда мы имеем дело не с одиночными пре- и постсинаптическими спайками, а с их плотно
сгруппированными во времени последовательностями. В этом случае бессмысленно говорить
о конкретной последовательности прихода пресинаптического и постсинаптического спайков,
потому что есть множество постсинаптических спайков в непосредственной близости до и после
момента прихода конкретного пресинаптического спайка.

По этой причине нами был разработан новый вариант модели анти-Хеббовской пластично-
сти, рассмотренный ниже.
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Как уже упоминалось, изменения весов в стандартной модели STDP связаны с одиноч-
ными пре- и постсинаптическими спайками. Однако в случае плотных последовательностей
спайков эти правила теряют свою применимость. В нашей модели синаптическая пластич-
ность связана с последовательностями постсинаптических спайков, а не с отдельными спайками.
Назовем эти последовательности «плотными спайковыми последовательностями» (англ. tight spike
sequences, TSS). Принимая постоянную ISImax (ISI — inter-spike interval) как меру «плотности»
TSS, определим TSS как последовательность спайков, соответствующую следующим критериям.

1. Отсутствуют спайки в течение времени ISImax до первого спайка в TSS.
2. Интервалы между всеми соседними спайками в TSS не превышают ISImax.
3. Отсутствуют спайки в течение времени ISImax после последнего спайка в TSS.

В данной работе ISImax устанавливается равным 𝑇𝑝.
Предлагаемая модель анти-Хеббовской пластичности задается следующими правилами.

1. Ресурс любого синапса может изменяться не более одного раза в течение одной TSS. Здесь
и далее понятие TSS относится к постсинаптическим спайкам.

2. Изменяются ресурсы только тех синапсов, которые получают хотя бы один спайк в течение
TSS.

Все синаптические ресурсы изменяются (уменьшаются) на одно и то же значение 𝑑𝐻 , независимо
от точного времени пресинаптических импульсов.

1.2.2. Дофаминовая пластичность. Описываемый нейрон-детектор имеет синапс (соеди-
ненный с нейроном S), модулирующий пластичность остальных синапсов. Когда он получает
спайк, синаптические ресурсы всех пластичных синапсов, получивших хотя бы один пресинапти-
ческий спайк в течение временного интервала 𝑇𝑝 до этого спайка, изменяются (увеличиваются)
на одно и то же значение 𝑑𝐷.

Подчеркнем, что дофаминовая пластичность и анти-Хеббовская пластичность — это два
совершенно логически независимых механизма. Хотя их сочетание как раз и дает желаемый
эффект обучения нейрона.

1.2.3. Стабильность нейрона. В нашей модели пластичность синапсов 𝑑𝐻 и 𝑑𝐷 не яв-
ляется постоянной. В начале обучения значения 𝑑𝐻 и 𝑑𝐷 должны быть достаточно большими.
Однако для уже обученного нейрона, который постоянно делает точные предсказания, они должны
стремиться к нулю. Эта адаптация важна для предотвращения дальнейших изменений синап-
тических весов нейрона, которые могут нарушить его обученное состояние. Чтобы учесть эту
адаптивную функцию, в состояние нейрона вводится дополнительный компонент 𝑠, называемый
«стабильностью». Значения пластичности синапсов экспоненциально уменьшаются до нуля при
росте значения стабильности в соответствии с уравнениями

𝑑𝐻 = 𝑑𝐻 ·min(2−𝑠, 1), 𝑑𝐷 = 𝑑𝐷 ·min(2−𝑠, 1). (3)

Здесь 𝑑𝐻 и 𝑑𝐷 являются константами модели нейрона. Чтобы сбалансировать анти-Хеббовскую
и дофаминовую пластичность (что необходимо для выполнения условия C из подраздела 2.1,
мы устанавливаем 𝑑𝐻 = 𝑑𝐷 . Значение стабильности нейрона изменяется в двух случаях.

1. Уменьшается на константу 𝑑𝑆 при каждом TSS.

2. Меняется на величину 𝑑𝑠 ·max
(︁
2− |𝑡TSS−ISImax|

ISImax
,−1

)︁
при приходе дофаминового спайка.

Здесь 𝑡TSS — временной интервал между началом последнего TSS и дофаминовым спайком.

Очевидно, что если TSS начался ровно ISImax(= 𝑇𝑝) времени назад до дофаминового спайка
(то есть целевого события), то увеличение стабильности нейрона будет максимальным и равным
𝑑𝑆 — если учесть его уменьшение на 𝑑𝑆 в соответствии с правилом 1. Это соответствует наи-
более точному предсказанию целевого события и служит показателем того, что нейрон обучен.
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Напротив, если дофаминовый спайк происходит в момент, когда нейрон находился в неактив-
ном состоянии в течение продолжительного времени — это признак недостаточной обученности
нейрона, в результате чего его стабильность уменьшается на 𝑑𝑆 , чтобы облегчить дальнейшее
обучение.

1.3. Тестовая задача — найти причину получения вознаграждения в игре «Пинг-понг»
из набора тестов ATARI. Описанный подход обладает большим потенциалом в области обу-
чения с подкреплением (RL). В то время как обучение с учителем может рассматриваться как
определение причинно-следственных связей между предикторами в качестве причин и целевым
значением в качестве следствия, задачи RL охватывают более широкий спектр определения
причинно-следственных связей, явно включая элемент времени. Сигналы вознаграждения могут
поступать редко и, возможно, со значительной задержкой по отношению к состояниям мира или
действиям агента, которые они оценивают. Чтобы преодолеть проблемы недостаточной частоты
сигналов оценки, необходимо использовать механизм промежуточных целей, который также
основан на выводе причинно-следственных связей.

Более того, ключевой момент для реализации наиболее развитого варианта RL, известного
как RL, основанное на моделях (model-based RL), заключается в создании агентом внутренней
модели динамики внешнего мира и реакций мира на действия агента. Механизм создания моде-
ли неизбежно включает нахождение сети причинно-следственных связей между изменениями
состояния мира и действиями агента. Таким образом, вполне разумно утверждать, что вывод
причинно-следственных связей является одной из основных операций в RL.

Исходя из этого, для проверки возможностей модели нейрона была выбрана одна из задач
RL из часто используемого тестового набора игр ATARI [22]. Эта задача связана с компьютерной
игрой «Пинг-понг», где мяч перемещается внутри квадратной области, отскакивая от ее стен.
Область имеет только три стены. Вместо левой стены — ракетка, которая движется в вертикальном
направлении по левой границе этой квадратной области. Ракеткой управляет агент, который может
двигать ее вверх и вниз. Когда мяч попадает в ракетку и отскакивает назад, агент получает сигнал
вознаграждения. Если мяч пересекает левую границу без попадания в ракетку, то агент получает
сигнал наказания, и мяч возвращается в случайную точку средней вертикальной линии квадратной
области, получая случайное направление движения и скорость, и игра продолжается. Используя
полученные сигналы вознаграждения/наказания, агент должен понять, что его цель — отразить
мяч и обучиться этому.

В нашем примере сеть (фактически один нейрон) должна решить первую задачу — понять,
какие условия приводят к получению вознаграждения в ближайшем будущем.

Информация, поступающая на пластичные синапсы нейрона, в этой задаче включает теку-
щие положения мяча и ракетки, скорость мяча. В то время как в окончательной формулировке
этой задачи нейронная сеть должна работать с первичной растровой информацией (изображением
на экране), предмет данной статьи лежит не в области компьютерного зрения, а состоит в нахож-
дении причинно-следственных связей. Поэтому мы предполагаем, что входные слои нейросети
уже обработали первичные растровые данные и преобразовали их в спайковое представление,
подающееся на пластичные синапсы нейрона — детектора причинно-следственных связей.

Входные узлы (источники спайков) подразделяются на следующие секции.

1. Координата X мяча. Состоит из 30 узлов, отображающих горизонтальное положение мяча.
Горизонтальное измерение разбито на 30 равных непересекающихся интервалов. Когда мяч
находится в интервале 𝑖, 𝑖-й узел генерирует спайки с частотой 300 Гц. Чтобы установить
пространственные и временные масштабы, мы предполагаем, что размер квадратной области
составляет 10×10 см (так что координаты границ равны ±5 см), а дискретный шаг эмуляции
времени составляет 1 мс.
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2. Координата Y мяча. Состоит из 30 узлов, фиксирующих вертикальное положение мяча.
Аналогично X, но для вертикальной оси.

3. Компонента X скорости мяча. Состоит из 9 узлов, соответствующих горизонтальной скоро-
сти мяча. Когда мяч вбрасывается в середине квадратной области, его скорость устанавли-
вается равной случайному значению из диапазона [10, 33.3] см/с. Его исходное направление
движения также случайно, но выбирается таким образом, чтобы абсолютное значение его
компоненты X не была меньше 10 см/с. Весь диапазон возможных значений компоненты
скорости X мяча разбит на 9 интервалов таким образом, чтобы вероятности обнаружить мяч
в случайный момент времени в каждом из этих интервалов были примерно равны. Пока
компонента X скорости мяча находится в каком-то интервале, соответствующий входной
узел генерирует спайки с частотой 300 Гц.

4. Компонента Y скорости мяча. Состоит из 9 узлов, фиксирующих вертикальную скорость
мяча. Та же логика, что и для компоненты X скорости.

5. Координата Y ракетки. Состоит из 30 узлов, фиксирующих вертикальное положение ракетки.
Аналогично Y координате мяча. Размер ракетки составляет 1.8 см, поэтому ракетка занимает
чуть больше 5 вертикальных интервалов.

6. Относительное положение мяча и ракетки в ближней зоне. Состоит из 25 узлов, соответ-
ствующих положениям мяча, близким к ракетке. Квадратное поле зрения размером 3×3 см
перемещается вместе с ракеткой, так что центр ракетки всегда находится в центре левой
границы этого поля. Поле зрения разбито на 5×5 квадратных зон. Когда мяч находится
в какой-то зоне, соответствующий входной узел генерирует спайки с частотой 300 Гц.

Таким образом, всего имеется 133 входных узла, передающих свои спайки обучаемому нейрону.
Цель нейрона — распознать условия, приводящие к получению сигнала вознаграждения в течение
100 мс, и, соответственно, мы устанавливаем 𝑇𝑝 = 100 мс.

1.4. Выбор параметров нейрона с использованием генетического алгоритма. Хотя
модель нейрона кажется относительно простой, она включает несколько параметров, требующих
настройки. Их четыре.

� Максимальное изменение синаптического ресурса 𝑑𝐻 . Этот параметр контролирует ско-
рость обучения. Низкие значения делают обучение медленным, высокие могут сделать его
нестабильным.

� Минимальное значение веса синапса 𝑤min. Оно отрицательное.
� Максимальное значение веса синапса 𝑤max.
� Скорость изменения стабильности 𝑑𝑆 .

Оптимальные значения 𝑑𝐻 и 𝑑𝑆 определяются силой причинно-следственных связей — в случае
слабого детерминизма или высокого уровня шума большие значения этих параметров приведут
к нестабильности обучения. 𝑤min и 𝑤max должны быть выбраны на основе среднего потока
входных спайков — количества входных узлов и средней частоты спайков на узел.

Хотя общие принципы для установки этих параметров достаточно ясны, было принято
решение найти их оптимальные значения, используя генетический алгоритм и очень широкие
диапазоны поиска: [0.03, 1] для 𝑑𝐻 ; [0.003, 1] для 𝑤min; [0.03, 1] для 𝑤max; [0.003, 3] для 𝑑𝑆 .
Для установки их случайных значений использовалось лог-равномерное распределение. Размер
популяции был выбран равным 300; уровень элитарности составлял 0.1; вероятность мутации
на каждую хромосому была равна 0.5. Критерием оптимизации был 𝑅 (1). Он измерялся за
последние 600 секунд 2000-секундной записи игры в пинг-понг, где ракетка двигалась хаотично.
Общее количество вознаграждений составило 951. Генетический алгоритм завершался, когда три
последовательных поколения не показывали увеличения 𝑅.
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2. Результаты и обсуждение

Лучший результат, достигнутый в ходе наших экспериментов, был получен в 17-м поколе-
нии генетического алгоритма. Значение 𝑅 составило 0.553. Оптимальные значения параметров:
𝑑𝐻 = 0.056; 𝑤min = −0.017 (нулевое значение слегка снижает 𝑅); 𝑤max = 0.48 (то есть для
срабатывания требуется не менее трех входных спайков); 𝑑𝑆 = 0.23.

Учитывая значительную неопределенность взаимосвязи между текущим состоянием мира
и получением вознаграждения из-за дискретного описания мира и хаотичного движения ракетки,
полученное значение 𝑅 представляется удовлетворительным. Чтобы объективно оценить этот
результат, было произведено сравнение нашей техники с традиционными методами машинного
обучения. Чтобы обеспечить корректное сравнение, было выбрано два алгоритма машинного
обучения абсолютно разной природы: дерево решений и сверточная нейронная сеть. Все алго-
ритмы обучались на тех же двоичных сигнальных данных от входных узлов; каждый шаг (квант
времени) эмуляции служил отдельным обучающим примером. В качестве целевой переменной
использовалось булевское значение, индицирующее нахождение в целевом периоде. Алгоритмы
машинного обучения применялись к тем же данным, что и наш нейрон (первые 1 400 000 ша-
гов), и создавали модели оценки вероятности того, что текущий шаг принадлежит к целевому
периоду. Кванты времени, когда возвращаемое моделью значение превышало некоторый порог
(чье значение определялось с помощью оптимизационной процедуры), рассматривались аналогич-
но срабатыванию нейрона. По тем же правилам, описанным в начале раздела 2, на последних
600 000 шагах определялись предсказанные периоды и рассчитывалось значение 𝑅. Оптимальное
значение порога находилось из условия максимизации значения 𝑅 на первых 1 400 000 шагах.
Алгоритм дерева решений использовал критерий расщепления на взаимной информации. Свер-
точная сеть включала 2 сверточных слоя ReLU.

Максимальное значение 𝑅, полученное деревом решений, равно 0.742, сверточная сеть дала
результат 𝑅 = 0.731. Наблюдаемая близость результатов, показанных очень разными методами,
доказывает корректность нашего подхода к определению теоретического предела для значения 𝑅

в текущей задаче. Таким образом, оценка этого предела, равная 0.75, кажется реалистичной.
Хотя результат, достигнутый описанным единичным нейроном (74% от теоретического

максимума), можно рассматривать как скромный, мы считаем нашу модель успешной. Рассмат-
риваемая модель нейрона очень проста — ей соответствует предиктивная модель, содержащая
только 133 степени свободы. В отличие от этого, например, модель дерева решений включает
51 уровень и 403 нетерминальных узла. По сути, функция нашего нейрона аналогична конъюнк-
ции логических значений, соответствующих нескольким его сильнейшим синапсам (см. ниже).
Совпадение этих факторов рассматривается как причина целевого события. Однако очевидно,
что получению вознаграждения в нашем примере могут предшествовать несколько существенно
разных условий. Поэтому хорошая предсказательная модель — это скорее дизъюнкция нескольких
конъюнкций. Таким образом, весьма вероятно, что сеть, состоящая из описываемых нейронов,
могла бы давать гораздо более точный прогноз вознаграждения, и мы рассмотрим возможную
структуру такой сети ниже.

Рассмотрим процесс обучения и его результаты несколько более подробно. Динамика ак-
тивности нейрона, его стабильности и общего изменения весов (суммы абсолютных значений
изменений весов каждого синапса) представлены на рис. 2. Поскольку исходные веса всех пластич-
ных синапсов были равны нулю, сначала работала только дофаминовая пластичность. В течение
первых 100 секунд нейрон не генерировал спайков. После 250 секунд частота генерации спайков
стабилизировалась. Из-за механизма стабилизации весов (как видно из рис. 2, стабильность
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Рис. 2. Динамика частоты спайков, стабильности и изменения веса обучающегося нейрона (цвет онлайн)

Fig. 2. The time course of firing frequency, stability and weight changes of the learning neuron (color online)

нейрона почти линейно растет) синаптические веса не менялись после 400 секунд. В целом
процесс обучения занял 400 секунд вместо запланированных 1400 секунд.

Результаты обучения представлены на рис. 3, который отражает значения синаптических
ресурсов обучающегося нейрона на 2000-й секунде. Самый левый график соответствует 30 вход-
ным узлам, кодирующим координату X мяча. Вертикальная ось всех графиков, кроме самого
правого, отражает значение синаптического ресурса. Второй график соответствует 30 входным
узлам, кодирующим координату Y мяча (синяя линия) и ракетки (оранжевая линия). Следующие
два графика представляют 9+9 входных узлов, кодирующих горизонтальную и вертикальную
составляющую скорости мяча. На правом графике показана цветовая кодировка значений синап-
тических ресурсов 25 входных узлов, соответствующих местоположению мяча внутри сетки 5×5,
которая движется с ракеткой. Распределение значений синаптических ресурсов на этих графиках
выглядит разумным и соответствует ожиданиям.

Итак, можно сделать заключение, что представленный нейрон способен обнаруживать
причинно-следственные связи между наблюдаемыми событиями. Однако, как уже обсуждалось,
даже при достаточной длительности обучения, одиночный нейрон не может точно предсказать
наступление целевого события в реальных задачах. Это связано с тем, что целевое событие
может быть вызвано несколькими совершенно разными по своей природе событиями. Для более
точных прогнозов требуется сеть нейронов, способных распознавать причинно-следственные
связи и учитывать несколько значимых причин.

Рис. 3. Синаптические ресурсы обученного нейрона (цвет онлайн)

Fig. 3. The synaptic resource of the neuron trained (color online)
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Рис. 4. Возможная нейросетевая структура, состоящая из нескольких нейронов, распознающих причинно-следственные
связи, для предсказания целевого события, возникающего в результате разных причин. Синие стрелки — возбуждающие
связи, черные — блокирующие, пунктирные — дофаминовые (цвет онлайн)

Fig. 4. The proposed structure of an SNN, which includes several neurons recognizing causal relationships for predictions
of target events caused by several other events. The blue arrows depict excitatory connections, the black arrows — blocking
connections, the dashed lines — dopamine connections (color online)

Можно предположить возможную архитектуру такой сети (рис. 4). В этой сети нейроны,
распознающие различные причины целевого события (синие круги L), входят в колончатую
структуру, где каждая колонка соответствует отдельной причине. Эти колонки конкурируют
за распознавание событий-причин за счет латеральных блокирующих связей между их нейронами
по принципу «победитель забирает все» (“winner-takes-all”, WTA). «Победивший» (сработавший
первым) нейрон блокирует не только другие нейроны WTA, но и нейроны GATE в других колонках.
Если один нейрон L генерирует спайк, то другие нейроны L не должны этого делать, потому что
нейроны L должны распознавать различные причинные связи. Если какой-то нейрон L генерирует
спайк после победителя, то он не получит сигнала вознаграждения, потому что этот сигнал
не пройдет через GATE, заблокированный победителем. Синапсы, вызвавшие его спайк, будут
подавлены анти-Хеббовской пластичностью, чтобы эта ситуация не повторилась в следующий
раз. Если победивший нейрон правильно генерировал спайк, то он будет вознагражден, так
как его GATE не заблокирован. На наш взгляд, такой архитектурный подход имеет потенциал
для распознавания сложных сетей причинно-следственных связей, что и планируется проверить
в дальнейших исследованиях.

Заключение

Неоспоримо, что способность распознавать причинно-следственные связи в динамиче-
ских потоках данных является фундаментальной функциональностью для любой самообучаю-
щейся системы, работающей в реальном мире. В данном исследовании продемонстрирована
возможность реализации этой критически важной функции на уровне отдельного нейрона бла-
годаря предложенному сочетанию анти-Хеббовской и дофаминовой пластичности. Учитывая
ключевую роль таких механизмов в контексте реализации обучения с подкреплением в ИмНС,
описанная модель была проверена на простой, но нетривиальной задаче обучения с подкреп-
лением — компьютерной игре «Пинг-понг» из набора тестов ATARI. Полученные результаты,
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включая оценку теоретического верхнего предела точности прогнозирования в этой зада-
че, подтверждают эффективность предложенной модели нейрона для определения причинно-
следственных связей.

Наряду с этим, очевидно, что описанный в работе нейрон сам по себе недостаточно
сложен, чтобы описывать причинно-следственные связи между многими различными фактора-
ми. В этом смысле имеется прямая аналогия с традиционными нейронными сетями. Известно,
что уже единичный нейрон обладает ограниченной возможностью аппроксимировать узкий
класс многомерных нелинейных функций, однако для аппроксимации широкого класса функ-
ций требуется многослойная сеть таких нейронов. Поэтому в работе представлена возможная
архитектура ИмНС, в которой используются нейроны описанного типа, которая должна быть
способна выводить комплексы причинно-следственных связей непосредственно из сырых дан-
ных. В последующих исследованиях планируется тщательно проверить и настроить эту ИмНС
структуру. Планируется также расширить возможности этой ИмНС для учета временных аспектов
причинно-следственных связей, переходя от вопроса «Каковы возможные последствия данных
событий?» к более сложному — «Когда эти последствия могут проявиться?». Полагаем, что данное
исследование является существенным шагом в развитии импульсных нейронных сетей, которые
могут моделировать и понимать сложную причинно-следственную динамику реального мира.
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Аннотация. Цель настоящей работы состоит в создании и изучении динамики функционирования биорелевантной
системы визуальной навигации. Методы. В работе используются системы одновременной навигации и составления
карты RatSLAM и Orb-SLAM. RatSLAM является биорелевантной моделью визуальной навигации в гиппокампе
грызунов. Orb-SLAM представляет собой систему одновременной навигации и составления карты, работающую
по принципу поиска и отслеживания изменения положения особых точек на изображении. Результаты. В статье
представлена версия модифицированной системы визуальной навигации. Система состоит из модуля визуальной
одометрии на основе системы Orb-SLAM, а также модуля составления карты и замыкания циклов на основе системы
RatSLAM. Это позволяет сочетать точность локализации систем, работающих по принципу отслеживания особых точек
на изображении, и нейронную фильтрацию биорелевантных систем. С помощью построенной системы были получены
оценки местоположения на публичных и новых наборах данных. Заключение. Построенная система визуальной
навигации дает оценку местоположения субъекта (видеокамеры) в пространстве, хорошо согласующуюся с истинными
данными о местоположении.
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Abstract. The purpose of this work is to create and study the dynamics of the functioning of a biorelevant visual navigation
system. Methods. The work uses simultaneous navigation and mapping systems RatSLAM and Orb-SLAM. The RatSLAM
system is a biorelevant model of visual navigation in the rodent hippocampus. The Orb-SLAM system is a simultaneous
navigation and mapping system that works on the principle of searching and tracking changes in the position of key points in
the image. Results. The article presents a version of a modified visual navigation system. The system consists of a visual
odometry module based on the Orb-SLAM system, as well as a mapping and loop closure module based on the RatSLAM
system. This allows you to combine the localization accuracy of systems operating on the principle of tracking key points
in the image and neural filtering of biorelevant systems. Using the constructed system, location estimates were obtained on
public and new data sets. Conclusion. The constructed visual navigation system determines the location of the subject (video
camera) in space, which is in good agreement with the ground truth location data.
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Введение

Способность ориентироваться в пространстве и определять положение вещей важна для вы-
живания людей и животных. В последние десятилетия исследования в области пространственного
восприятия особенно успешны и становятся предметом интереса нейробиологии [1–10]. Данные
исследования позволили понять некоторые механизмы, используемые животными в процессе
навигации, и определили набор типов клеток, ответственных за обработку пространственной
информации. Это позволяет приблизиться к пониманию функционирования нейронных сетей,
лежащих в основе этой фундаментальной когнитивной способности.

Для изучения механизмов работы навигации в нейронных системах и проверки гипотез
об их функционировании представляется разумным создание вычислительных моделей. Подобные
модели существуют и называются биоморфными моделями систем навигации [11]. Данные модели
принимают на вход те же данные, которые доступны биологическим системам навигации, а на вы-
ходе дают оценку положения субъекта в пространстве относительно других объектов. Выходные
данные этих систем возможно изучать статистическими методами, получая метрики качества
работы систем для их сравнения. Разработке одной из версий подобной системы и настройке
режимов её работы посвящена данная работа.

Визуальная навигация в биологических системах. Эдвард Толман выдвинул и доказал
гипотезу о том, что у животных есть так называемая когнитивная карта — ментальная картина
окружающей среды, несущая информацию о нахождении различных ключевых ориентиров

*The paper presents materials of a talk given at the conference “Nonlinear dynamics in cognitive research — 2023”.
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и их соотношении друг с другом. Эта картина поддерживает ориентацию в сложной изменяющейся
обстановке [1]. Кроме того, было показано, что животные при определении местоположения
полагаются на вычисление пройденного расстояния. Таким образом, животные могут двигаться
между двух локаций в отсутствии информации об окружающей среде, например, в темноте,
по мере того как они интегрируют свои внутренние сигналы об изменении местоположения [2].
Примерами таких сигналов являются сигналы вестибулярной системы, отслеживающей движения,
а также проприоцепция (ощущение собственной позы в пространстве).

У животных есть несколько навигационных стратегий. Взаимодействие этих стратегий
позволяет уменьшить ошибку локализации и позволяет использовать новые возможности. Многие
животные могут определять местоположение при помощи интеграции пути [3], при которой
животное производит непрерывный мониторинг своего текущего направления и расстояния от
некоторой контрольной точки по мере удаления от неё. Зная свое текущее местоположение,
животное может определять относительные положения других мест, координаты интеграции
пути которых ему известны с точностью, пропорциональной той, с которой он оценивает свое
положение с помощью интеграции пути. Кроме того, известно, что в пределах знакомой местности
неизбежную ошибку, связанную с интеграцией пути, можно уменьшить за счет информации,
полученной при распознавании ориентиров. Etienne et al [4] сообщили о первых поведенческих
доказательствах этой гипотезы, показав, что хомяки используют визуальные ориентиры для сброса
ошибок своего внутреннего интегратора пути.

Важным аспектом исследования является понимание биологических основ, элементов
системы. Основными физиологическими областями познания окружающей среды и навигации
в мозге является гиппокамп и его окружение [12–14]. Джон О’Киф в серии экспериментов со
свободно двигающимися грызунами, во время которых проводилась внеклеточная регистрация
активности, обнаружил, что активность некоторых клеток областей Са1 и Са3 гиппокампа была
почти точно предсказана пространственным положением животных. Данные нейроны были
названы клетками места [5].

Клетки места обычно имеют низкую активность, но сильно увеличивают ее, когда животное
находится в области пространства, в котором находится область активации нейрона. Различные
клетки места чувствительны к разным областям окружающего пространства, так что в любом ме-
сте активна только небольшая группа таких клеток, выполняя таким образом точное кодирование
местоположения животного. Более того, на популяционном уровне клетки места предоставляют
своего рода «карту» среды, подобную когнитивной карте, предложенной Толманом [1]. Для одной
локации активация нейронов места постоянна во времени, что позволяет основным ориентирам
оставаться постоянными. Однако в другой области нейроны места могут изменять место своей ак-
тивности или прекращать активность вообще. Этот процесс назван ремаппингом. Таким образом,
для любой области нейрон места будет иметь определенную репрезентацию пространства. Тем не
менее на больших пространствах нейрон места может кодировать несколько пространственных
областей [15]. Нейроны места способны полагаться на информацию, полученную при интеграции
пути. Кроме того, нейроны места также играют роль и в эпизодической памяти [16].

Клетки направления головы были вторым классом пространственно реагирующих нейронов,
обнаруженных у грызунов. Об этих нейронах впервые сообщил Ранк [8], который был одним
из первых нейробиологов, успешно записавших отдельные нейроны из мозга свободно двига-
ющихся животных. Мотивированный недавним открытием О’Кифа клеток места в гиппокампе
он исследовал части мозга, афферентные к гиппокампу, и обнаружил в постсубикулуме (также
называемом дорсальным пресубикулумом) преобладание нейронов, чье возбуждение заметно
усиливалось, когда животное поворачивалось лицом в определенном направлении. В 1984 году
он опубликовал реферат с сообщением об их открытии и поставил перед своим аспирантом
Таубе задачу охарактеризовать эти нейроны [6]. В дальнейшем Таубе и его коллеги проследили
связи постсубикулярных нейронов направления головы и обнаружили широкую и сложную схему,
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включающую как низкоуровневые структуры ствола мозга, так и высокоуровневые корковые
структуры [7].

Каждая клетка направления головы имеет свое собственное предпочтительное направление
активации, и вся популяция вместе охватывает все 360 градусов горизонтального пространства [7].
Примечательной особенностью системы является тот факт, что сигнал нейронов имеет одну из
самых резких кривых настройки среди нейронов мозга и очень когерентен, то есть активация
нейронов в любой точке сети согласована с тем, в какую сторону обращено животное в данный
момент времени. Любые манипуляции с окружающей средой или самим животным, искажающие
обработку направления, затрагивают все клетки вместе, и не получается изменить направление
активации одной клетки без изменения направления активации всех остальных. Такая высокая
степень согласованности привела к предположению, что сеть имеет взаимосвязи, гарантирующие,
что каждая клетка управляется не только входящими сенсорными сигналами, но и активно-
стью других нейронов направления головы в сети. Этот тип сети получил название «сеть с
непрерывным кольцевым аттрактором» [8]. Такая сеть обеспечивает возможность обновления
сигнала при повороте головы животного в другую сторону — для этого нужен только механизм,
который связывает поворот в определенную сторону со сдвигом активности аттракторной сети
на определенный угол [8].

Мей-Бритт и Эдвард Мозеры в 2005 году открыли ещё один вид нейронов, которые ис-
пользуются в процессе обработки пространственной информации — решетчатые нейроны [9].
Подобно нейронам места, этот тип нейронов активировался при нахождении в определенной
области пространства. Однако данные клетки активировались на всей площади повторяющимся
треугольным рисунком по принципу «замощения». На основе регулярного и повторяющегося
паттерна активации эти нейроны получили свое название [9]. Решетчатые нейроны считаются
одними из самых многочисленных клеток в поверхностных слоях средней энторинальной коры,
хотя они встречаются и в более глубоких слоях. Решетчатый нейрон может быть описан тремя
координатами: периодом (расстоянием между соседствующими полями активации), ориентацией
(по отношению к некоторому опорному направлению) и фазой (двухмерным смещением осей
решетки к внешней базовой точке отчета). Более того, решетчатые нейроны анатомически органи-
зованы в модули, которые имеют схожий период и ориентацию, но их фазы смещены на разные
значения. Фаза активации сигнала такого нейрона может меняться в зависимости от того, в какой
среде оказывается животное, но, как с нейронами направления головы, они могут активироваться
во всех средах [10]. Сейчас известно, что с наибольшей вероятностью решетчатые нейроны
являются субстратом для интеграции пути и влияют на активность нейронов места.

Таким образом, известны различные биологические модули, выполняющие функции, свя-
занные с навигацией, но конкретный механизм обработки информации до сих пор плохо изучен.
Гиппокамп может интегрировать путь и направлять животных к цели по неизвестному маршруту.
Как гиппокамп выполняет эти расчеты, до сих пор неясно [17–19]. Текущие исследования в обла-
сти нейробиологии сосредоточены на деталях механизма передачи информации от решетчатых
клеток к клеткам места, но не рассматривают работу всей системы навигации в совокупно-
сти [20–24]. Однако интерес представляет также и динамика всей системы. Для её изучения на
основе описанных биологических фактов представляется разумным создать функциональную
модель биологической системы навигации.

1. Техническая реализация системы визуальной навигации

В первую очередь отметим весьма перспективные универсальные модели, предложенные
В. Д. Цукеманом [25–29]. В них для описания операций навигации в различных пространствах
используются реляционные нейроноподобные сети с четным циклическим торможением. Однако
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для оптимизации выполняемой на данном этапе разработки и более наглядного сопоставления
с тестовыми результатами ранее разработанных технических систем [11, 30] в описываемой здесь
разработке был выбран подход, получивший название система одновременной локализации и кар-
тирования (SLAM). Данные технические системы, аналогичные системам визуальной навигации
в живых прототипах и работающие на основе обработки изображений, быстро развиваются
в последние годы. В основе большинства подходов лежит обнаружение обычных визуальных
признаков, таких как SIFT или SURF, извлеченных из монокулярных или стереоизображений с от-
носительно высоким разрешением [30]. Среди данных систем существуют и более биологически
релевантные системы, например, RatSLAM [11] — альтернативная система SLAM, основанная на
нейронных процессах, лежащих в основе навигации в мозге грызунов. Нейронная фильтрация
системы, которая строит гипотезы о локализации путем накопления сенсорных данных, позволяет
ей функционировать даже при неоднозначности их восприятия.

1.1. Система RatSLAM. Система состоит из трех основных модулей — клеток позы, клеток
локального вида и карты опыта, также возможно добавление четвертого модуля — визуальной
одометрии. Данная система функционирует в составе операционной системы для роботов (Robot
operating system — ROS) [31], что позволяет использовать модульную архитектуру программ,
облегчает использование многозадачности и позволяет пользоваться стандартизированными
методами обмена информацией (темы и сообщения) между программными модулями. Структура
системы представлена на рис. 1.

Рис. 1. Структура узлов и сообщений для OpenRatSLAM [32]. Если одометрия уже предоставлена набором данных или
роботом, узел Visual Odometry не требуется, как показано пунктирными линиями

Fig. 1. Structure of nodes and messages for OpenRatSLAM [32]. If odometry is already provided by the dataset or robot, the
Visual Odometry node is not required, as shown by the dotted lines

1.2. Клетки позы. Клетки позы представляют собой непрерывную аттракторную сеть
(CAN) из модулей [33], соединенных возбуждающими и тормозными связями, похожую по
своим характеристикам на навигационный нейрон, встречающийся у многих млекопитающих
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и называемый решетчатым нейроном [9]. Сеть имеет конфигурацию трехмерной призмы, клетки
которой соединены с соседними клетками возбуждающими связями, которые проходят через все
границы сети. Сеть представлена на рис. 2.

Координаты массива клеток номинально соответствуют трехмерному положению наземного
робота — 𝑥, 𝑦 и θ. Динамика сети клеток в позе такова, что стабильным состоянием является
один кластер активированных клеток, называемый пакетом активности или энергетическим
пакетом. Центроид этого пакета кодирует наилучшую внутреннюю оценку текущей позы робота.
Такое динамическое поведение достигается с помощью локально возбуждающих и глобально
тормозящих связей, описываемых распределением ε:

𝜀𝑎,𝑏,𝑐 = 𝑒−(𝑎2+𝑏2)/𝑘𝑒𝑥𝑐𝑝 𝑒−𝑐2/𝑘𝑒𝑥𝑐𝑑 − 𝑒−(𝑎2+𝑏2)/𝑘𝑖𝑛ℎ
𝑝 𝑒−𝑐2/𝑘𝑖𝑛ℎ

𝑑 , (1)

где 𝑘𝑝 и 𝑘𝑑 — константы дисперсии для места и направления соответственно, а 𝑎, 𝑏 и 𝑐 — расстояния
между клетками в координатах 𝑥, 𝑦 и θ соответственно. Константы дисперсии фиксированы
в результате настройки и не должны изменяться. Связи охватывают все шесть граней сети клеток
позы, как показано более длинными стрелками на рис. 2. Изменение уровня активности клетки
∆𝑃 , вызванное внутренней динамикой, определяется следующим образом:

∆𝑃𝑥′,𝑦′,θ′ =

𝑆𝑥𝑦−1∑︁
𝑖=0

𝑆𝑥𝑦−1∑︁
𝑗=0

𝑆𝑧−1∑︁
𝑘=0

𝑃𝑖,𝑗,𝑘𝜀𝑎,𝑏,𝑐 − 3, (2)

где 𝑆𝑥𝑦 — длина стороны квадрата (𝑥, 𝑦) плоскости сети клеток позы, 𝑆𝑧 — высота сети,
а φ — величина глобального торможения.

Информация о собственном движении, предоставляемая одометрическим входом, смещает
активность в сети клеток позы для представления движения робота на основе номинального
пространственного масштаба для каждой клетки позы. Возбуждающие связи от клеток локального
вида обеспечивает механизм для выполнения замыкания цикла.

Рис. 2. Основные модули системы RatSLAM [32]

Fig. 2. Basic modules of the RatSLAM system [32]
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1.3. Клетки локального вида. Клетки локального вида представляют собой расширяемый
массив блоков, каждый из которых соответствует отдельной визуальной сцене в окружающей
среде. При появлении новой визуальной сцены создается новая клетка локального вида, которая
ассоциируется с пиксельными данными этой сцены. Кроме того, создается возбуждающая связь β
(однократное обучение) между этой клеткой локального вида и центроидом доминирующего
пакета активности в сети клеток позы в данный момент времени. Когда система снова видит эту
сцену, клетка локального вида активируется и увеличивает активность соответствующей клетки
позы через эту возбуждающую связь:

∆𝑃𝑥′,𝑦′,θ′ = δ
∑︁
𝑖

β𝑖,𝑗,𝑘𝑉𝑖 , (3)

где константа δ определяет силу влияния визуальных подсказок на оценку позы робота.
Процесс насыщения гарантирует, что каждый визуальный шаблон может вводить активность

только в течение короткого периода времени, чтобы избежать ложной повторной локализации,
когда робот неподвижен. Активация клеток локального вида, связанных с конкретным визуальным
шаблоном, является нелинейным процессом, таким образом, изменение представления о место-
положении субъекта в сети клеток позы, вызываемое визуальными шаблонами, также является
нелинейным процессом. Если достаточно длинная последовательность знакомых визуальных сцен
протекает в правильном порядке, постоянное возбуждение клетки позы приводит к релокализации,
то есть доминирующий пакет активности переходит в то же положение, что и при первом показе
сцены.

После предварительной обработки изображения, поступающего с камеры (обрезки неинфор-
мативных областей кадра, нормализации яркостей, перевода в монохромный вид и сжатия) модуль
клеток локального вида сравнивает полученный визуальный шаблон, представляющий текущее
изображение с камеры, со всеми ранее изученными шаблонами. Вычисляется мера сходства на
основе суммы абсолютных разностей (SAD) между текущим визуальным шаблоном и каждым
ранее изученным визуальным шаблоном. Если наименьшая разница меньше порогового значения,
то выбирается соответствующий имеющийся шаблон. В противном случае текущий визуальный
шаблон добавляется в базу данных шаблонов. Схема работы модуля представлена на рис. 3.

Данная операция является нелинейной, так как имеет пороговое значение. Кроме того, сеть
клеток позы имеет конечные размеры, но соединение противоположных краев сети означает, что
теоретически сетью может быть отображена бесконечная область пространства, что подразумевает,
что некоторые клетки позы отвечают за несколько точек в пространстве.

Карта опыта — это графическая карта, которая оценивает уникальную оценку позы робота
путем объединения информации из клеток позы и клеток локального вида. Каждая точка карты
опыта может быть определена тремя переменными:

𝑒𝑖 =
{︀
𝑃 𝑖, 𝑉 𝑖, 𝑝𝑖

}︀
, (4)

где 𝑃 𝑖 и 𝑉 𝑖 — состояния активности в ячейках позы и локального представления соответственно
в момент формирования опыта, а 𝑝𝑖 — расположение опыта в пространстве карты опыта (про-
странство, в котором выполняется распределение ошибки по графу). Новый опыт создается, когда
текущее состояние активности в ячейках позы 𝑃 𝑖 и локального вида 𝑉 𝑖 не совпадает с состоянием,
связанным с любым из существующих опытов. Для сравнения того, насколько близко текущие
состояния позы и локального вида соответствуют состояниям, связанным с каждым опытом,
используется метрика 𝑆, задаваемая следующим образом:

𝑆𝑖 = µ𝑝
⃒⃒
𝑃 𝑖 − 𝑃

⃒⃒
+ µ𝑣

⃒⃒
𝑉 𝑖 − 𝑉

⃒⃒
, (5)

где µ𝑝 и µ𝑣 — веса соответствующих вкладов кодов позы и локального вида в оценку соот-
ветствия. Если min(𝑆) ⩾ 𝑆max, создается новый опыт, определяемый текущими состояниями
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Рис. 3. Блок-схема обработки видеоданных в модуле клеток локального вида

Fig. 3. Block diagram of video data processing in a local view cells module

активности ячеек позы и локального вида. Алгоритм распределения ошибки распределяет одомет-
рическую ошибку по всему графу, создавая карту окружения объекта, которая может быть легко
интерпретирована человеком. Изменение местоположения опыта определяется

∆𝑝𝑖 = α

⎡⎣ 𝑁𝑓∑︁
𝑗=1

(𝑝𝑗 − 𝑝𝑖 − ∆𝑝𝑖𝑗) +
𝑁𝑡∑︁
𝑘=1

(𝑝𝑘 − 𝑝𝑖 − ∆𝑝𝑘𝑖)

⎤⎦ , (6)
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где α — константа скорости коррекции, равная 0.5, 𝑁𝑓 — количество связей от опыта 𝑝𝑖 к другим
опытам, и 𝑁𝑡 — количество связей от других опытов к опыту 𝑝𝑖.

1.4. Визуальная одометрия. Модуль визуальной одометрии определяет движение каме-
ры путем сравнения последовательных изображений. Скорость вращения оценивается путем
определения относительного горизонтального смещения двух последовательных профилей интен-
сивности изображения с минимальной средней абсолютной разницей между двумя профилями.
Профили интенсивности создаются путем суммирования интенсивностей пикселей изображения в
вертикальном направлении. Скорость перемещения оценивается путем умножения минимальной
разницы на масштабный коэффициент и ограничивается максимальным значением для предотвра-
щения искажения результатов при больших изменениях освещенности.

1.5. Дополнительный модуль визуальной одометрии. Система RatSLAM имеет в своем
составе модуль визуальной одометрии, однако данный модуль имеет низкую точность опреде-
ления местоположения. Использование данного модуля в качестве источника одометрической
информации является одним из вариантов работы системы. При этом также возможно использо-
вание внешних источников одометрии, таких как сигнал скорости с колес робота. Таким образом,
возможно повысить точность работы системы, применив внешнюю визуальную одометрию,
основанную на более современных технологиях.

В качестве источника визуальной одометрии высокой точности может использоваться систе-
ма ORB-SLAM2, работа которой основана на поиске особых точек на изображении с видеокамеры,
отслеживании их перемещения между кадрами видеопотока и построении их предположительного
положения и положения субъекта в трехмерном пространстве [30]. В данной системе используют-
ся особые точки FAST с дескрипторами ORB [34].

Для вычисления перемещения видеокамеры между кадрами видеопотока применяется алго-
ритм Bundle Adjustment [35], а для замыкания петель применяется DBoW [36]. Данная система
является полноценной системой навигации и построения карты, то есть создает глобальную
карту и выполняет замыкание петель (сброс ошибки интегрирования пути при попадании в из-
вестные области пространства). Следовательно, для использования данной системы в качестве
системы визуальной одометрии достаточно отключить систему замыкания петель и преобразовать
(произвести дифференцирование по времени) выходные данные системы ORB-SLAM.

Таким образом, в модифицированной системе визуальную одометрию определяет блок,
представляющий собой систему ORB-SLAM, а составление карты местности (в виде визуальных
шаблонов, соответствующих определенным точкам пространства) и замыкание петель выпол-
няет система RatSLAM, что должно позволить совместить метрическую точность ORB-SLAM
и нейронную обработку RatSLAM.

2. Тестирование разработанной системы

Результатом работы алгоритма SLAM является предполагаемая траектория камеры вместе
с оценкой полученной карты. Несмотря на то, что оценка качества полученной карты возможна,
получение точных карт пространства проблематично из-за влияния различных неконтролируемых
факторов. Например, алгоритмы, работающие с ключевыми точками на изображении, состав-
ляют карту размещения в пространстве ключевых точек, однако нахождение реальных точек,
соответствующих особым точкам карты, может быть затруднительно. Поэтому анализ основы-
вается в основном на качестве предполагаемой траектории, полученной из последовательности
изображений RGB. Для оценки мы предполагаем, что выход алгоритма представляет собой
последовательность положений из предполагаемой траектории 𝑃1, ...., 𝑃𝑛 ∈ 𝑆𝐸 и из реальной
траектории 𝑄1, ...., 𝑄𝑛 ∈ 𝑆𝐸.
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2.1. Абсолютная ошибка траектории (ATE). Абсолютная ошибка траектории (ATE —
Absolute Trajectory Error) оценивается путем сравнения абсолютных расстояний между расчетной
и истинной траекторией. Поскольку обе эти траектории могут быть заданы в произвольных
системах координат, для начала их необходимо выровнять. Это делается в закрытой форме при
помощи метода Хорна [37], который определяет преобразование твердого тела 𝑆, соответствующее
решению методом наименьших квадратов, которое отображает предполагаемую траекторию 𝑃1 : 𝑛
на реальную траекторию 𝑄1 : 𝑛. Абсолютную ошибку траектории на временном шаге 𝑖 можно
рассчитать как

𝐹𝑖 = 𝑄−1
𝑖 𝑆𝑃𝑖 . (7)

Оценивая среднеквадратичную ошибку (RMSE) по всем временным показателям компонентов
перевода, получаем

RMSE (𝐹1:𝑛) =

(︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

‖trans (𝐹𝑖)‖2
)︃1/2

. (8)

2.2. Относительная ошибка положения (RPE). Относительная ошибка положения (RPE —
Relative Position Error) измеряет локальную точность траектории за фиксированный интервал
времени ∆𝑡. Таким образом, относительная погрешность положения соответствует дрейфу траек-
тории, что полезно для оценки систем визуальной одометрии. Мы определяем относительную
ошибку позы на временном шаге 𝑖 в качестве

𝐸𝑖 =
(︀
𝑄−1

𝑖 𝑄𝑖+∆
)︀−1(︀

𝑃−1
𝑖 𝑃𝑖+∆

)︀−1
. (9)

Из последовательности 𝑛 поз камеры таким образом получается 𝑚 = 𝑛−∆𝑡 (где ∆𝑡 — количество
кадров) отдельных относительных значений ошибки позы внутри последовательности. На основе
этих значений вычисляется среднеквадратичная ошибка (RMSE) по всем временным индексам
компонента перемещения как

RMSE (𝐸1:𝑛,∆) =

(︃
1

𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

‖trans (𝐸𝑖)‖2
)︃1/2

, (10)

где trans (𝐸𝑖) относится к компоненту перемещения относительной ошибки позы 𝐸𝑖. Возможно
оценивать среднюю ошибку, поскольку она более устойчива к выбросам. Некоторые используют
медиану вместо среднего, что приписывает выбросам еще меньшее влияние. Для систем визу-
альной одометрии, которые соответствуют последовательным кадрам, параметр времени ∆𝑡 = 1,
что является интуитивным выбором; RMSE (𝐸1:𝑛) в таком случае определяет дрейф за кадр. Для
систем, которые используют более одного предыдущего кадра, большие значения ∆ также могут
быть уместными. Поэтому имеет смысл усреднять по всем возможным интервалам времени ∆𝑡,
то есть вычислить

RMSE (𝐸1:𝑛) =
1

𝑛

𝑛∑︁
∆=1

RMSE (𝐸1:𝑛,∆). (11)

RPE можно использовать для оценки глобальной ошибки траектории путем усреднения по
всем возможным интервалам времени. RPE оценивает как поступательные, так и вращательные
ошибки, в то время как ATE оценивает только поступательные ошибки. Таким образом, метрика
RPE дает нам возможность объединить вращательные и поступательные ошибки в одну меру.
Однако ошибки вращения также косвенно фиксируются ATE, поскольку они проявляются в
неправильных переносах. С практической точки зрения ATE имеет интуитивно понятную визуали-
зацию, облегчающую визуальный осмотр. Тем не менее эти два показателя сильно коррелированы.
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Поскольку в исследуемой системе используются исключительно монокулярные (использующие
одну камеру) алгоритмы, определение точного масштаба карты без дополнительной информации
невозможно. Таким образом, вычисление ошибки масштаба невозможно, и все метрики будут
получены для нормированного масштаба карты.

2.3. Используемые для тестирования наборы данных. Для тестирования используются
следующие наборы данных:

1) KITTI Dataset [38];
2) последовательности НН (видеопоток, снятый авторами).

Набор данных KITTI представляет собой последовательности изображений, полученных сте-
реокамерой (в данной работе используются изображения только с одного объектива), размещенной
на автомобиле, поэтому все последовательности сняты вне помещений. Камеры откалиброваны,
имеется точная информация о положениях кадров, полученная с помощью LiDAR и GPS датчика.
Никакая другая информация не использовалась. Все последовательности сняты со скоростью
10 FPS. Для тестирования были взяты последовательности под номерами 0, 2 [38].

2.4. Запись набора данных «Последовательности НН». Работа системы также проверена
на новых тестовых последовательностях, записанных в Нижнем Новгороде с камеры смартфо-
на, установленного за лобовым стеклом автомобиля. Полученные изображения имеют размер
1280×960 точек, в течение последовательностей происходит несколько замыканий петель.

Для создания набора данных для тестирования систем визуальной навигации необходимо,
чтобы изображения из данного набора были достаточно высокого разрешения, а также чтобы
в поле зрения камеры не было объектов, мешающих обзору пространства (при размещении
за лобовым стеклом автомобиля — бликов на стекле, деталей конструкции автомобиля и т. д.).
Кроме этого, необходимо также выполнение требований, специфичных для систем визуальной
навигации.

Для возможности проведения оценки точности работы системы необходимо записывать ис-
тинную траекторию движения. Для данной системы возможно использование сигнала
с GPS/ГЛОНАСС, поскольку погрешность получаемого от них сигнала о местоположении меньше
погрешности определения местоположения данной системы. Кроме того, поскольку в составе
системы присутствует модуль, работающий с ключевыми точками, получаемыми из изображений,
необходимо было дополнительно выполнить устранение дисторсии изображений для правильной
работы данного модуля. Для устранения дисторсии необходимо знать параметры дисторсии
камеры, то есть необходимо было произвести калибровку камеры.

Используемый модуль визуальной одометрии, работающий с ключевыми точками, получа-
емыми из изображений, не позволяет применять камеры с автоматической настройкой фокуса.
Таким образом, изображения записывались без автоматической настройки фокуса.

Поскольку в данной системе ориентирами на карте маршрута являются визуальные шаб-
лоны, формируемые непосредственно из пиксельных данных изображения, желательно иметь
наибольшую вариабельность изображения в течение последовательности: разный тип застройки,
разный тип улиц и т. д.

Таким образом, возможно использование камеры смартфона при условии её предваритель-
ной калибровки, а также отключения функции автоматической настройки фокусного расстояния
и параллельной записи местоположения, определяемого через GPS. Данные требования были
выполнены при использовании открытых программных продуктов Android camera calibration
tool и Android dataset recorder, созданных Robot Perception and Navigation Group, University of
Delaware. Данные программы используются для калибровки камеры и записи набора данных
соответственно. Записанный набор данных далее переводился в формат сообщений ROS (Robot
Operating System).
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3. Результаты настройки и их обсуждение

3.1. Система визуальной навигации. В качестве основной системы выбрана реализация
системы RatSLAM в библиотеке OpenRatSLAM [32]. Данная система была собрана и проте-
стирована на наборе данных от разработчиков системы, а также на тестовых наборах данных.
Были подтверждены корректное отображение положения камеры и работа системы замыкания
петель. В ходе работы были добавлены возможность работы системы RatSLAM с изображениями
с битовым форматом rgb8, вывод траектории после окончания работы, вычисление и вывод
сообщения одометрии в ORB-SLAM2, а также было доработано средство просмотра визуальных
шаблонов и текущего вида. Кроме того, в систему ORB-SLAM2 была добавлена возможность
пропуска событий замыкания циклов. Скриншот работы системы приведен на рис. 4

Рис. 4. Скриншот системы OpenRatSLAM [32]. Верхний ряд слева направо: карта, построенная системой; визуализация
процессов активации в сети клеток позы; изображение, подаваемое на вход системы. Внизу: вид сверху на испытатель-
ный полигон (цвет онлайн)

Fig. 4. Screenshot of the OpenRatSLAM system [32]. Top row from left to right: map built by the system; visualization of
activation processes in the network of pose cells; input image. Bottom image is a top view of the test site (color online)

3.2. Метрики работы систем. При проверке работы системы на наборе данных KITTI
были получены метрики, представленные в Таблице.

Таблица. Метрики работы систем (м)

Table. Model performance metrics (m)

Последовательность Метрики Параметры
Система

Ratslam Модифицированная система

Kitti-00

APE

Max 98.51 42.17
Mean 39.81 19.68
Median 35.81 19.90
Min 0.57 6.03

RPE

Max 5.38 8.17
Mean 1.75 2.83
Median 1.58 2.57
Min 0.05 0.17
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a b

Рис. 5. Визуализации распределения ошибки работы систем на траектории движения: a — оригинальная система
Ratslam, b — модифицированная система (цвет онлайн)

Fig. 5. Visualizations of the error distribution of systems along the motion trajectory: a — original Ratslam system,
b — modified system (color online)

Рис. 6. Зависимость средней абсолютной ошибки локали-
зации от веса возбуждающей связи между клеткам локаль-
ного вида и клетками позы

Fig. 6. Dependence of the average absolute localization error
on the weight of the excitatory connection between local view
cells and pose cells

Рис. 7. Зависимость средней абсолютной ошибки лока-
лизации от веса пространственной дискретности работы
системы

Fig. 7. Dependence of the average absolute localization
error on the weight of the spatial discreteness of the system
operation

На рис. 5 представлены визуализации распределения абсолютной ошибки локализации
систем на траектории движения (слева — оригинальная система Ratslam, справа — для модифи-
цированной системы). Кроме того, были построены графики зависимости среднего значения
ошибки определения местоположения от силы возбуждающей связи от клеток локального вида,
которая определяет порог нелинейного процесса — события замыкания цикла, а также от про-
странственной дискретности работы системы. Данные графики представлены на рис. 6, 7.

Заключение

В соответствии с поставленной целью были рассмотрены возможные пути создания версии
сложной нелинейной системы управления, выполняющей биологически релевантные операции
визуальной навигации. Для собранного прототипа были выбраны необходимые метрики, оценива-
ющие точность работы этой системы. Ориентируясь на эти метрики, была проведена настройка
некоторых параметров системы-прототипа, позволившая оптимизировать её функционирование.
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В полученной системе реализованы навигационные стратегии, подобные используемым
в биологических протопах. В сети клеток позы, функционально подобной сетям решетчатых
нейронов в мозге млекопитающих, выполняется интегрирование пути, позволяющее определять
местоположение в незнакомых областях пространства, что согласуется с экспериментами [3].
В процессе интегрирования пути накапливается ошибка интегрирования, которая, как и в биоло-
гических системах, сбрасывается при попадании в знакомые области пространства, при узнавании
знакомых мест [4].

В полученной системе подобное узнавание происходит при совпадении видимого изображе-
ния и знакомого визуального шаблона. Однако методы, применяемые для сравнения изображений,
слабо релевантны предполагаемым биологическим аналогам. Биологические методы имеют более
высокую устойчивость при изменении освещенности, угла обзора и на длительных временных
интервалах. Поэтому в дальнейшем планируется применение более биологически релевантных
методов [39]. Кроме того, получаемая карта одинаково подробна на часто и редко посещае-
мых областях, что не соответствует современным представлениям [40]. Поэтому в дальнейшем
планируется применение модели пространства, расширяемого с опытом [40]. Также в будущих
исследованиях возможно применение методов одометрии, более релевантных биологическим
аналогам.
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Новый подход к определению физиологической стоимости нагрузки:
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Аннотация. Цель этой работы — предложить подход к оценке аллостатической нагрузки, основанный на антиноцицеп-
тивном эффекте, возникающем, очевидно, вследствие изменения активности эндогенной опиоидной системы; сравнить
оценки, полученные путем измерения болевого порога и расчета индекса респираторного влияния на вариабельность
ритма сердца (ВРС). Метод измерения болевого порога основан на фиксации латентного времени термоноцицептивной
реакции (ЛВТР). Респираторное влияние измеряется путем графического определения минимума нормализованной
мощности быстрой составляющей ВРС в диапазоне 0.16...0.67 Гц, соответствующем частоте дыхательного паттерна.
Результаты. На экспериментальных данных малого объема (4 спортсмена и 4 эпизода физической активности)
рассчитано квадратичное уравнение двухфакторной регрессии для ЛВТР, факторов респираторного влияния и стресса.
Продемонстрирована высокая корреляция между ЛВТР и респираторным влиянием на ВРС для одного обследован-
ного спортсмена. Заключение. На примере спорта показана возможность отслеживать физиологическую стоимость
деятельности через ЛВТР. Неудобства и субъективизм процедуры измерения ЛВТР можно обойти, если заменить ее
нормализованным числовым индексом, учитывающим влияние дыхания на ВРС и стресс-индекс. Предложенный под-
ход демонстрирует на исследованной группе наличие референсных значений, однако требует дальнейших специально
спланированных клинических исследований.

Ключевые слова: эндогенная опиоидная система, антиноцицепция, латентное время термоноцицептивной реакции,
нормализация вариабельности ритма сердца, индекс аналгезии/ноцицепции, аллостатическая нагрузка.
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Abstract. Purpose of this work is to propose an approach to the assessment of allostatic load based on the antinociceptive effect,
which appears, obviously, due to changes in the activity of the endogenous opioid system (EOS); to compare the estimates
obtained by measuring the pain threshold and calculating the index of respiratory effects on heart rate variability (HRV).
The method of measuring the pain threshold is based on fixing the latent time of the thermonociceptive reaction (LTTR).
The respiratory effect is measured by graphically determining the minimum normalized power of the fast HRV component
in the range of 0.16...0.67 Hz, corresponding to the frequency of the respiratory pattern. Results. Based on small-volume
experimental data (4 athletes and 4 episodes of physical activity), a quadratic two-factor regression equation was calculated
for LTTR, respiratory effects factor and stress. A high correlation was demonstrated between the respiratory effect on HRV
and the LTTR for one studied athlete. Conclusion. Using the example of sports, it is shown that it is possible to track the
physiological cost of activities through LTTR. The inconveniences and subjectivity of the LTTR measurement procedure can
be circumvented by replacing it with a normalized numerical index that considers the effect of breathing on HRV and the
stress index. The proposed approach demonstrates the presence of reference values in the studied group, but requires further
specially planned clinical studies.

Keywords: endogenous opioid system, antinociception, latent time of thermonociceptive reaction, normalization of heart rate
variability, analgesia/nociception index, allostatic load.
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Введение

В данной работе предлагается простая идея стандартизации измерения аллостатической
нагрузки (АН). Аллостатическая нагрузка — суть физиологической стоимости конкретной дея-
тельности для организма. При превышении разумного уровня АН закономерно возникают срыв
адаптации и болезнь.

Предлагаемый метод оценки АН основан на измерении вызванного физической нагрузкой
антиноцицептивного эффекта, который, очевидно, возникает вследствие изменения активности
эндогенной опиоидной системы. Полученные результаты позволяют предположить возможность
замены исследования порога боли более простым (легкодоступным) анализом нормализованной
вариабельности ритма сердца (ВРС).

Существующие стандартные методы анализа ВРС [1–5] неоднозначны и требуют ком-
петенций интерпретатора, искусственных условий для записи кардиоритмограммы, индивиду-
ального подхода, динамического наблюдения и учета контекста деятельности. Предлагаемый
метод предоставляет нормализованный числовой индекс. Индекс вычисляется по временнóму

*The paper presents materials of a talk given at the conference “Nonlinear dynamics in cognitive research — 2023”.
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анализу ВРС, выявляющему респираторное влияние на ВРС. Логика обработки кардиоинтерва-
лограммы (КИГ), записываемой мобильным устройством, основана на логике расчета индекса
аналгезии/ноцицепции, предложенном группой французских исследователей в 2006 году [6, 7].
Нормализованный числовой индекс может рассчитываться в реальном времени.

Цель настоящего исследования — продемонстрировать на примере спорта возможность
объективного численного мониторинга аллостатической нагрузки, а также сравнить способы
оценки АН по латентному времени термоноцицептивной реакции (ЛВТР) и вариабельности
ритма сердца.

1. Методика

1.1. Теоретические предпосылки метода. Предлагаемая простая идея стандартизации
оценки нагрузки стала логическим объединением следующих известных положений.

1. В 1991 году Дросте отметил, что после физической нагрузки с любыми характеристиками
возникает антиноцицептивный эффект [8]. Исследования на людях и животных «показали,
что физические упражнения приводят к временной гипоалгезии. Снижение чувствитель-
ности к боли проявляется не только после упражнений на длинные дистанции (например,
марафонского бега), но также во время и после интенсивных физических упражнений.
Гипоалгезия сохраняется после прекращения нагрузки, демонстрируя, что системный аналь-
гетический эффект вызван процессом упражнений» [8].

2. Данный эффект упражнений можно объяснить активацией эндогенной опиоидной системы
(ЭОС) в ответ на их стрессогенное действие, поскольку опиоиды обладают анальгетиче-
ским свойством. Трехкомпонентная теория стресса С. Б. Парина [9] позиционирует ЭОС
как стресс-лимитирующую систему, ограничивающую активацию симпатоадреналовой и
гипоталамо-гипофизарно-адреналовой систем. ЭОС с разной степенью доминирования
присутствует на всех трех стадиях стресс-реакции.

3. Клиническими наблюдениями и экспериментальными исследованиями показана связь меж-
ду концентрацией эндогенных опиоидных пептидов мозга, цереброспинальной жидкости,
плазмы крови, уровнем болевой чувствительности и происхождением болевого синдрома
(Калюжный Л. В.; Пузин М. Н., Вязьмин А. Я.) [10, 11]. «Порог боли не является абсолютно
стабильной величиной, а подвержен функциональным колебаниям, которые коррелируют
с содержанием опиоидных пептидов...». Порог термоноцицептивной реакции было пред-
ложено оценивать временным интервалом и изучать его динамику как один из маркеров
состояния ЭОС (Литвинова С. В., Надеждин А. В.) [12, 13].

4. Регуляция сердечного ритма осуществляется вегетативной нервной системой (ВНС) и
гуморально-метаболическими влияниями. В свою очередь, ВНС находится под модули-
рующим влиянием центральной нервной системы и импульсов, возникающих в ответ на
раздражение различных интеро- и экстерорецепторов (рефлекторная регуляция). Традици-
онно при спектральном анализе КИГ выделяются диапазоны частот: очень низкий — VLF
(0.003...0.040 Гц), низкий — LF (0.04...0.15 Гц) и высокий — HF (0.15...0.4 Гц) [2, 3]. LF соот-
ветствует симпатическим, HF — парасимпатическим влияниям. Влияние парасимпатической
нервной системы вызывает изменения ритма сердца с частотой 0.15...0.5 Гц, формируя так
называемые быстрые или дыхательные высокочастотные волны (HF) [2, 3].

5. С 2006 года в интраоперационную практику внедряется индекс аналгезии/ноцицепции (ANI),
в котором степень аналгезии на фоне седации оценивается по респираторному влиянию на
ВРС [6,7, 14–17]. Утверждается, что индекс не зависит от частоты сердечных сокращений
и частоты дыхания. Индекс показывает качество анестезии в условиях отсутствия ответа
пациента из-за седации.
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Очевидно, что антиноцицептивный эффект, возникающий при физической нагрузке, можно
объяснить активацией ЭОС. Такая активация была подтверждена автором путем налоксоновой
блокады опиоидных рецепторов [18]. Как стресс-лимитирующая ЭОС включается параллельно
со стрессорным воздействием, например, физическими упражнениями. Предлагаемый автором
метод оценки физической нагрузки основан на измерении её антиноцицептивного эффекта. Порог
боли после упражнений различной направленности оценивается по ЛВТР. Его динамика сравни-
вается с изменением респираторного влияния на ВРС, оцениваемым по индексу, получаемому
в соответствии с логикой ANI.

Поскольку «структура субъективного сенсорного пространства специфична для стресса,
симпатотонии и ваготонии» [19], естественно, что при недостаточном противодействии ЭОС
уровень стресса остается высоким, что влияет на субъективное ощущение боли. Стресс-индекс
(𝑆𝐼) входит в пул стандартных параметров ВРС [2–4]. Индекс напряжения регуляторных си-
стем, стресс-индекс — показатель вариационной пульсометрии, характеризующий состояние
центрального контура регуляции. Устойчив к эпизодам нарушений ритма, проводимости и ар-
тефактам записи. 𝑆𝐼 = 𝐴𝑀𝑜/2𝑀(𝑥) ·𝑀𝑜, где 𝑀(𝑥) — математическое ожидание, 𝑀𝑜 — мода,
𝐴𝑀𝑜 — амплитуда моды.

1.2. Источники данных и исследуемая группа. Для сбора данных использовались ру-
тинно применяемые в тренировочном процессе кардиопояс и карманная аккумуляторная грелка
для рук. Исследуемая группа состояла из 4-х спортсменов-ориентировщиков 1 разряда с симпа-
тикотоническим типом вегетативной регуляции пятнадцати лет: 2 девушки (спортивный стаж 2
и 6 лет) и 2 юношей (стаж 2 и 6 лет) без вредных привычек и хронических заболеваний. Данные
собирались в течение трехдневного тренировочного микроцикла из 4-х занятий. Выполненные
беговые нагрузки: 9 км, (5×580 м), (2×1000 м), 15 км (девушки) / 20 км (юноши).

1.3. Регистрация КИГ. Кардиоинтервалограмма (рис. 1) — изменение интервала между
зубцами R электрокардиограммы во времени — регистрировалась посредством нагрудного поя-
са — фитнес-датчика сердечного ритма, соединенного со смартфоном, с точностью измерения
кардиоинтервалов 1 мс [20].
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Рис. 1. Отрезок исходной кардиоинтервалограммы {𝑅𝑅} длительностью 19 мин (9 · 102 отсчетов) с артефактами
записи. Ордината — величина 𝑅𝑅 интервала в мс, абсцисса — номер интервала с начала записи

Fig. 1. A segment of the original cardiointervalogram {𝑅𝑅} with a duration of 19 minutes (9 · 102 counts) and artifacts.
Ordinate — value of the 𝑅𝑅 interval in ms, abscissa — number of the interval from the beginning of recording

1.4. Измерение порога термоноцицептивной реакции. Болевой порог оценивался по-
средством фиксации латентного времени термоноцицептивной реакции. Измерение проводилось
в положении сидя в отдельном помещении с исключением отвлекающих факторов. Параллельно
записывалась КИГ.
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Рис. 2. Диаграмма распределения ЛВТР (с) до и после
длительной (> 4 часов) аэробной физической нагрузки.
Стандартное отклонение

Fig. 2. LTTR distribution diagram before and after long-term
(> 4 hour) aerobic exercise. Standard deviation

Обычная мощность и температура ру-
когрейки были снижены и стабилизированы
до 5 Вт и 47∘C. Спортсменам предлагалось
держать грелку не полной рукой, как обычно,
а положить запястье левой руки у основания
большого пальца на термопластину 1×2 см.
Фиксировалось время удержания в секундах
до появления неприятных ощущений. Измере-
ние ЛВТР проводились до и через 20–25 минут
после каждого занятия.

Ранее метод опробован автором при про-
ведении группового статистического анализа
изменения ЛВТР взрослых добровольцев при
длительной аэробной нагрузке [20]. Были по-
лучены две достоверно различающиеся выбор-
ки — до и после нагрузки (непараметрический
критерий Вилкоксона для зависимых выборок,
𝑝 < 0.05, количество участников 11). ЛВТР
увеличилось в 5.4 ± 4.2 раза (рис. 2). В груп-
пу входили различные по квалификации, полу,
состоянию ЭОС, типу ВНС участники.

1.5. Алгоритм нормализации КИГ. Для измерения респираторного влияния на ВРС
к исходной кардиоинтервалограмме 𝑅𝑅 применяются преобразования, соответствующие логике
графического измерения индекса ANI, описанной R. Logier с сотрудниками [6]. Дыхательный пат-
терн ВРС присутствует в частотном диапазоне 0.15...0.5 Гц. Задача: получить нормализованную
мощность ВРС в этом диапазоне.

1. Для исходной временной последовательности 𝑅𝑅-интервалов, по определению дискретизи-
рованной неравномерно, проводится передискретизация и кубическая интерполяция КИГ
на частоте 16 Гц. Получается новая, равномерно дискретизированная последовательность
{𝑅𝑅𝑁}.

2. К {𝑅𝑅𝑁} применяется Гауссово сглаживание путем вычисления свертки с окном Гаусса 𝐺:

𝐺(𝑛) = exp

(︂
−2(𝑛−𝑚/2)2

(𝑎𝑚)2

)︂
, (1)

имеющим размер 𝑚 = 256 отсчетов и стандартное отклонение 𝑎 = 2.

{𝑅𝑅𝑀} = {𝑅𝑅𝑁} *𝐺/
∑︁

𝐺, (2)

{𝑅𝑅𝑀} — сглаженная последовательность.
Гауссово сглаживание как фильтр низкой частоты лучше скользящего среднего вследствие
меньшей утечки спектра.

3. Вычитанием сглаженной последовательности производится декомпозиция {𝑅𝑅𝑁} на быст-
рую и медленную составляющие. {𝑅𝑅𝐹 } = {𝑅𝑅𝑁} − {𝑅𝑅𝑀}, где {𝑅𝑅𝐹 } — быстрая
компонента вариабельности [21].
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Рис. 3. Отрезок из 512 отсчетов нормализованной {𝑅𝑅𝐹𝐹 }. Залита четверть окна с минимальной площадью между
кривыми экстремумов (цвет онлайн)

Fig. 3. A segment of 512 samples of the normalized {𝑅𝑅𝐹𝐹 }. A quarter of the window with the minimum area between the
extremum curves is filled in (color online)

4. Вычисляется скользящая норма {𝑆} по окну 𝑚 = 128 отсчетов {𝑅𝑅𝐹 }.

𝑆𝑖 = 3 ·

⎯⎸⎸⎸⎷ 𝑚∑︀
𝑗=1

(𝑅𝑅𝐹𝑗)2

𝑚
. (3)

5. Каждый элемент последовательности {𝑅𝑅𝐹 } делится на соответствующую норму из {𝑆}:
𝑅𝑅𝐹𝑖 = 𝑅𝑅𝐹𝑖/𝑆𝑖.

6. Поскольку метод основан на измерении амплитуд дыхательного паттерна ВРС, нас инте-
ресуют частоты в диапазоне 0.15...0.5 Гц. Этот диапазон получается цифровой вейвлет-
фильтрацией с базисным вейвлетом Добеши 4 из быстрой компоненты {𝑅𝑅𝐹 }. При обрат-
ном восстановлении последовательности после вейвлет-разложения оставляются только 4-й
и 5-й коэффициенты разложения, что соответствует диапазону 0.16...0.67 Гц. Так получается
фильтрованная {𝑅𝑅𝐹𝐹 } [7].

7. На графике нормализованной последовательности {𝑅𝑅𝐹𝐹 } находятся и соединяются между
собой локальные отрицательные минимумы и локальные положительные максимумы (рис. 3).
Изменения площади между кривыми локальных минимумов и максимумов отражают
изменения сердечно-дыхательного взаимодействия. Площадь измеряется в нормализованных
единицах.

8. На отрезке длительностью 512 отсчетов (32 с) горизонтальная ось равномерно делится на
4 части (см. рис. 3). Определяется минимальная площадь из 4-х сегментов, 𝑆min. Вычис-
ляются мгновенное значение 𝑆min каждые 4 с, скользящее среднее каждые 16 с и среднее
𝑆𝑎𝑣𝑒𝑟 за интересующий период, например, за время удержания руки на термопластине.

9. Вводится 𝐼𝑅𝐼 — индекс респираторного влияния на ВРС, вычисляемый как процент запол-
нения площадью между огибающими поля в границах ±0.1 н.е.

2. Результаты

На рис. 4 показано изменение ЛВТР в занятиях микроцикла у участников группы. Начало
и конец отрезков соответствуют началу и окончанию одного занятия. Примечателен момент
окончания 2-го занятия. Основываясь на внешних признаках усталости спортсменки w2, тренер
сократил для нее задание с 5 до 3-х повторений, что по физиологическому эффекту соответство-
вало 5-кратному повторению участницы w1 и было подтверждено замерами ЛВТР и расчетом
𝐼𝑅𝐼 (окончание второго отрезка см. на рис. 4 и столбец 4 на рис. 5). Видно, что юноши m1 и m2
перенесли данную нагрузку легче. В то же время, как показывает рис. 4, на первой тренировке
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Рис. 4. Изменение ЛВТР при выполнении четырех различных нагрузок тренировочного микроцикла для группы
спортсменов. Один отрезок соответствует одному занятию одного человека (𝑤 — девушки, 𝑚 — юноши) (цвет онлайн)

Fig. 4. Changing the LTTR when performing four different exercises of the training microcycle for a group of athletes. One
segment corresponds to one activity of the one person (𝑤 — girls, 𝑚 — young men) (color online)

Рис. 5. Изменения в тренировочном микроцикле у спортсменки w2: ЛВТР (с) — белые столбцы, латентное время
термоноцицептивной реакции; IRI (%) — серые столбцы, индекс респираторного влияния на ВРС. Для наглядности
красные и черные линии соединяют состояния до и после тренировки. Отрезки с цифрами показывают значение
стресс-индекса 𝑆𝐼 (цвет онлайн)

Fig. 5. The hanges in the training microcycle of the athlete w2: LTTR (s) — the white columns, the latent time of the
thermonociceptive reaction; IRI (%) — the gray columns, the index of the respiratory effect on HRV. For clarity, red and black
lines connect the states before and after training. The segments with numbers show the value of the stress-index 𝑆𝐼 (color
online)

9 км дались участнику m1 тяжелее остальных, что соответствовало более интенсивному прохож-
дению дистанции. Для спортсменки w1 занятие имело восстанавливающий характер. Очевидно,
что динамика ЛВТР позволяет отслеживать аллостатическую нагрузку деятельности.

Для демонстрации возможной корреляции отдельных физиологических параметров на
рис. 5 представлены результаты, полученные для спортсменки w2 (спортивный стаж 6 лет).
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Рис. 6. Поверхность квадратичной двухфакторной регрес-
сии 𝑓(𝐼𝑅𝐼, 𝑆𝐼) (цвет онлайн)

Fig. 6. The surface of quadratic two-factor regression
𝑓(𝐼𝑅𝐼, 𝑆𝐼) (color online)

Выбор участницы w2 обусловлен наибольшей
полнотой зарегистрированных эксперименталь-
ных данных. По рисунку заметна высокая кор-
реляция между оцененным по ЛВТР уров-
нем термоноцицептивной чувствительности и
нормализованной мощностью высокой часто-
ты ВРС в диапазоне 0.16...0.67 Гц (индексом
𝐼𝑅𝐼). Её численная оценка показывает величи-
ну 𝑟 = 0.86.

Равенство ЛВТР в столбцах 3 и 6 рис. 5,
несмотря на различия в уровне 𝐼𝑅𝐼 , очевидно,
связано с разным уровнем стресса. Некомпен-
сированный ЭОС стресс может нарушать кор-
реляцию на данных остальных спортсменов.
Для других участников значение коэффициен-
та не приводится ввиду очевидной неполноты
экспериментальных данных.

С помощью введения дополнительного фактора стресса 𝑆𝐼 представленные данные ма-
лого объема (4 спортсмена и 4 эпизода физической активности) можно описать квадратичной
математической моделью (рис. 6).

𝑓(𝐼𝑅𝐼, 𝑆𝐼) = 𝐶0 + 𝐶1 · 𝐼𝑅𝐼 + 𝐶2 · 𝑆𝐼 + 𝐶3 · 𝐼𝑅𝐼 · 𝑆𝐼 + 𝐶4 · 𝐼𝑅𝐼2 + 𝐶5 · 𝑆𝐼2, (4)

где 𝑓(𝐼𝑅𝐼, 𝑆𝐼) — латентное время термоноцицептивной реакции, 𝐶0...𝐶5 — коэффициенты,
описывающие как независимое, так и синергическое влияние факторов 𝐼𝑅𝐼 и 𝑆𝐼 . В Таблице пред-
ставлены значения коэффициентов двухфакторной регрессии, полученные методом наименьших
квадратов.

Анализ показал, что 𝐼𝑅𝐼 и 𝑆𝐼 влияют независимо и взаимоусиление незначительно.
Предложенная модель потенциально позволяет заменить трудоемкую процедуру измерения

ЛВТР на расчет индексов 𝐼𝑅𝐼 и 𝑆𝐼 в реальном времени и исключить субъективность, присущую
ЛВТР.

Таблица / Table

𝐶0 𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4 𝐶5

−299.764 13.688 0.066 −5.355 · 10−3 −0.107 2.528 · 10−4

Заключение

В работе показано, что динамика ЛВТР позволяет отслеживать аллостатическую нагруз-
ку деятельности. ЛВТР позволяет оценить степень физиологической аналгезии, возникающей
вследствие нагрузки на организм.

Показано также, как неудобную, субъективную и выбивающую из контекста деятельности
процедуру измерения ЛВТР можно заменить на объективный, неподверженный манипуляциям
анализ вариабельности ритма сердца. Предложена модель, связывающая ЛВТР как оценку АН
с индексом респираторного влияния 𝐼𝑅𝐼 и стресс-индексом 𝑆𝐼 .

Оригинальный графический расчет нормализованной мощности ВРС в диапазоне
0.16...0.67 Гц (IRI) [7] позволяет обойти нелинейные взаимодействия регуляторных систем,
которым уделяется внимание при традиционном подходе к анализу ВРС [1–5]. Он не зависит
от эпизодических нарушений ритма и проводимости, не чувствителен к артефактам записи,
не зависит от частоты дыхания и сердечных сокращений.
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Предложенный подход демонстрирует на исследованной группе наличие референсных
значений, однако требует дальнейших специально спланированных клинических исследований
статистически значимых групп для подтверждения объективности и воспроизводимости предлага-
емого метода.

Ожидается, что общедоступное мобильное приложение поможет адекватно оценивать
текущую аллостатическую нагрузку в реальном времени при любом виде деятельности.

Предполагается, что исследование динамики мгновенных значений IRI и SI может помочь
в оценке скорости развертывания и эффективности ЭОС как стресс-лимитирующей системы.
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Аннотация. Цель — разработка и исследование алгоритма определения структуры связей ансамбля хаотических
автоколебательных систем. Метод основан на определении причинности по Грэнджеру и использовании искусственных
нейронных сетей прямого распространения, обучаемых с регуляризацией. Результаты. Рассмотрен метод выявления
структуры связей в сети хаотических отображений, использующий принцип причинности по Грэнджеру и аппарат
искусственных нейронных сетей. Алгоритм показал свою работоспособность на примере небольших ансамблей
отображений с диффузионными связями. Помимо определения топологии сети, он может быть использован для оценки
величины коэффициента связи. Точность метода критически зависит от наблюдаемого колебательного режима: он
эффективно работает только в случае однородного пространственно-временного хаоса. Обсуждение. Метод показал
свою эффективность для простых математических моделей. Однако возможность его использования для реальных
систем будет зависеть от ряда факторов, таких как чувствительность к шуму, искажения формы сигналов, наличие
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Введение

Одной из задач математического моделирования является идентификация динамических
систем (ДС), то есть реконструкция уравнений, описывающих динамику системы по генери-
руемым ею сигналам [1–6]. Возможность ее решения основана на теореме Такенса [7]. Если
ДС представляет собой сеть из взаимодействующих подсистем, сигналы от которых доступны
для наблюдения, то в задачу идентификации войдет также выявление структуры связей сети.
Для ее решения используется ряд методов, один из которых основан на определении причинности
по Грэнджеру (ПГ) [8,9]. Метод ПГ позволяет выявить влияние одной системы (Active) на другую
(Recepient) посредством построения временного прогноза поведения последней при учете дина-
мики A и без такового. Очевидно, что учет A должен либо улучшать прогноз R, то есть уменьшать
ошибки предсказания, если A влияет на R, либо оставлять точность прогноза без изменения
в противном случае. Таким образом, для определения ПГ строятся два фильтра-предсказателя:

R(𝑛+ 1) = 𝑓 (R(𝑛),A(𝑛)) (1)

R(𝑛+ 1) = 𝑔 (R(𝑛)) .

Вводя в качестве меры качества предсказания усредненную среднеквадратичную ошибку

𝜀 =

√︁
|R(𝑛+1)−R(𝑛)|2, можно определить степень влияния 𝐴 на 𝑅 как 𝑃𝐼 =

(︁
𝜀2𝑔−𝜀2𝑓

)︁
/𝜀2𝑔 [10].

Метод ПГ, а также его модификации используются для определения зависимостей между
системами живой и неживой природы [11–17], а его достоверность и особенность применения
тестировались на множестве моделей нелинейной динамики [18–20]. Несмотря на кажущуюся
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простоту алгоритма, его практическая применимость зависит от ряда факторов: зашумленно-
сти наблюдаемых сигналов, их разреженности по времени, задержки между генерируемыми
и наблюдаемыми сигналами, наличия «скрытых» источников, воздействующих одновременно
на обе анализируемые подсистемы и т. п. Существенную роль могут играть такие факторы,
как размерность анализируемой системы, сложность ее топологии, а также выбор алгоритма
предсказания.

В качестве инструмента для определения cтруктуры связей ансамбля хаотических генерато-
ров можно использовать искусственную нейронную сеть (ИНС) [21, 22]. Способность нейронной
сети работать в качестве фильтра-предсказателя хаотической динамики хорошо известна [23–25].
Соответственно, ИНС могут использоваться в качестве функций 𝑓 и 𝑔 в уравнениях (1), реализуя
тем самым описанный выше алгоритм. В работе [26] была предложена идея иного подхода,
которая представляется нам интересной — воспользовавшись тем, что сама ИНС обладает сетевой
структурой, заставить ее в ходе обучения подстроить собственную структуру синаптических
связей под структуру связей ансамбля, выявляя тем самым последнюю. Данную задачу мож-
но рассматривать как задачу структурной оптимизации. Как известно, в исходном состоянии
необученная ИНС является полносвязной. Такая архитектура может оказаться избыточной для
успешного предсказания динамики анализируемой системы. Можно ли заставить нейронную
сеть в ходе обучения «убрать» лишние связи? Подобный метод известен и давно используется,
правда, для других целей — борьбы с переобучением сети. Он основан на введении «штрафа за
сложность», который обеспечивает максимальное упрощение структуры сети при приемлемом
уровне ее эффективности. Этот способ называется обучением с регуляризацией [21]. Метод регуля-
ризации был впервые предложен А. Н. Тихоновым [27] и получил широкое применение в задачах
оптимизации.

При использовании структурной оптимизации, происходящей в ходе обучения ИНС предска-
занию хаотической динамики ансамбля, интенсивность синаптических коэффициентов принимает
минимально необходимые значения, достаточные для успешного предсказания. Эти величины,
должным образом нормированные, могут использоваться для оценки наличия связей между
элементами ансамбля и их интенсивности. Такой метод является альтернативой использованию
стандартного критерия в форме PI-фактора.

В данной работе мы предлагаем алгоритм оценки структуры связей ансамбля хаотических
отображений, основанный на методе [26]. Алгоритм тестируется на нескольких простых при-
мерах — цепочках идентичных одномерных отображений с однонаправленными и взаимными
диффузионными связями, для которых показывается его работоспособность. В работе также опре-
деляется чувствительность метода к выбору параметра регуляризации и исследуется возможность
его использования для оценки величины связей.

1. Исследуемые ансамбли

Пусть автоколебательная система задана отображением последования 𝑥(𝑛+ 1) = 𝑓(𝑥(𝑛)),
где 𝑥 — вещественная динамическая переменная, описывающая состояние системы в момент вре-
мени 𝑛; 𝑓 — функция, задающая его изменение на одном шаге дискретного времени. Рассмотрим
ансамбль из 𝑁 идентичных взаимодействующих систем:

𝑥𝑖(𝑛+ 1) = 𝑓(𝑥𝑖) +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑖𝑗 (𝑓(𝑥𝑗)− 𝑓(𝑥𝑖)) , 𝑖 = 1, ..., 𝑁. (2)

Здесь нижний индекс представляет собой номер (идентификатор) элемента ансамбля, а матри-
ца 𝐶 задает топологию и интенсивности связей между отображениями. Слагаемое в скобках
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Рис. 1. Схема двухслойной нейронной сети

Fig. 1. The scheme of a two-layer neural network

представляет собой дискретный аналог оператора ∇, поэтому данный тип связей называется диф-
фузионным (см. [28,29]). В целях упрощения задачи будем полагать силы всех связей одинаковыми.
В этом случае матрица 𝐶 принимает вид γ�̂�, где γ — общий для всех элементов коэффициент
связи, а матрица смежности �̂� задает их структуру: элемент 𝐿𝑖𝑗 принимает значение 1, если
узел 𝑗 воздействует на узел 𝑖, и значение 0, если такое воздействие отсутствует.

Систему уравнений (2) удобно переписать в матрично-векторной форме. Для этого опре-
делим вектор-столбец x = [𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑁 ]𝑇 , где верхний индекс 𝑇 означает транспонирование.
Тогда получим уравнение

x(𝑛+ 1) = �̂� f (x(𝑛)) , (3)

где 𝑁×𝑁 матрица �̂� — общая матрица связей ансамбля. Она учитывает как взаимные воздействия
осцилляторов друг на друга, так и самовоздействия: диагональные элементы 𝑀𝑖𝑖 = 1 − 𝑞γ,
где 𝑞 ∈ [0, 𝑁 − 1] – число других узлов, действующих на 𝑖-й, а недиагональные 𝑀𝑖𝑗 = γ𝐿𝑖𝑗 .
Определение матрицы �̂� , исходя из наблюдений за динамикой ансамбля, и является задачей
настоящего исследования.

Выберем в качестве элемента ансамбля (2) логистическое отображение, задаваемое урав-
нением

𝑥(𝑛+ 1) = α𝑥(𝑛) (1− 𝑥(𝑛)) , (4)

где α ∈ [0 : 4[ — параметр. Отображение (4) является одной из базовых моделей нелинейной
динамики, поведение которой хорошо известно. В зависимости от α оно может демонстрировать
различные регулярные и хаотические режимы: неподвижную точку (периодические колебания)
с периодом один, колебания с периодом 2𝑘 (𝑘 = 1, 2, 3, ...), слабый (когерентный) хаос в виде
многоленточных хаотических аттракторов, развитый некогерентный хаос. Последний режим
(α = 3.95) и выбран нами в качестве исходного.

При объединении отображений (4) в ансамбль, режим колебаний, помимо α, определяется
также параметром γ и матрицей �̂�. Соответственно, при определенных связях он может смениться
с хаотического на регулярный. Такие случаи будут исключаться из рассмотрения.

2. Использование ИНС для оценки матрицы связей ансамбля

Определение структуры связей ансамбля тесно связано с задачей идентификации систем,
для решения которой применяются многослойные нейронные сети прямого распространения,
обучаемые с учителем [21]. Наиболее простой вариант такой сети — двухслойная сеть с нелиней-
ной и монотонной функцией активации первого слоя и линейным выходным слоем (см. рис. 1),
уравнение которой имеет вид

Y1 = 3
(︁
�̂�X+ b1

)︁
, 𝑦 = �̂�Y1 + 𝑏2. (5)
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Здесь 𝑦 — скалярный сигнал на выходе сети, X = [𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑁 ]𝑇 — 𝑁 -мерный вектор входного
сигнала, Y1 = [𝑌1, 𝑌2, ..., 𝑌𝑀 ]𝑇 — 𝑀 -мерный вектор выходного сигнала первого слоя, �̂� и �̂� —
𝑀 × 𝑁 и 1 ×𝑀 матрицы весовых коэффициентов (синаптических весов) нейронов первого
и второго слоев соответственно, а 𝑀 × 1 вектор b1 и 𝑏2 — значения их порогов; 3(x) =

= [31 (x) ,32 (x) , . . . ,3𝑀 (x)]𝑇 — векторная сигмоидная функция активации первого слоя в виде
гиперболического тангенса, действующая поэлементно на каждую компоненту своего аргумента
согласно правилу 3𝑖(x) = tanh (𝑥𝑖). Так как ИНС используется в качестве фильтра-предсказателя
для системы (2), ее входная размерность (𝑁 ) должна быть равна размерности ансамбля, в то
время как промежуточная размерность (𝑀 ) может быть выбрана произвольной и определяется
сложностью задачи и точностью аппроксимации. В данном исследовании используется значение
𝑀 = 10.

Для идентификации системы (2, 4) будем использовать метод обучения с учителем, где
в качестве входного сигнала берется вектор x(𝑛) в текущий момент времени, а в качестве целевого
значения — скалярный сигнал от 𝑖-го узла 𝑥𝑖(𝑛+ 1). Таким образом, целью обучения является
предсказание динамики 𝑖-го отображения на один шаг вперед. Суть обучения заключается в оп-

тимизации параметров сети, минимизирующей целевую функцию Φ
(︁
�̂� ,b1, �̂� , 𝑏2

)︁
. В качестве

последней выбирается, как правило, средний квадрат ошибок предсказания 𝜀(𝑛) = 𝑦(𝑛)−𝑥𝑖(𝑛+1):

Φош =
1

𝐾

𝐾∑︁
𝑛=1

𝜀2(𝑛), (6)

где 𝐾 ≫ 1 — число обучающих векторов, то есть длительность наблюдения за динамикой
ансамбля.

При успешном исходе обучения, то есть при Φош ≃ 0, нейронная сеть правильно пред-
сказывает динамику соответствующего (𝑖-го) отображения ансамбля по предыдущим данным,
полученным от всех отображений. Означает ли это, что структура связей внутри нейронных слоев
следует структуре связей между осцилляторами в ансамбле? Как будет показано далее, такого
соответствия не наблюдается. Причина заключается в том, что используемая при обучении целевая
функция ошибок (6) оценивает лишь точность аппроксимации системы (2, 4), однако никак не
связана со структурой самой нейронной сети. Для того чтобы ИНС при обучении подстраивалась
под структуру ансамбля, необходимо дополнительно к существующей цели обучения — уменьше-
нию ошибок предсказания — потребовать также и одновременного упрощения структуры самой
нейронной сети, то есть удаления из нее («обнуления») ненужных для успешной аппроксимации
синаптических коэффициентов. Для решения этой задачи, следуя рекомендациям работы [26],
добавим к целевой функции (6) «штраф за сложность», представляющий собой сумму квадратов
синаптических коэффициентов всей сети:

Φшс =

2∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑖𝑗

𝑊 2
𝑖𝑗,𝑘, (7)

где 𝑘 — номер слоя, 𝑖, 𝑗 — номера строк и столбцов соответствующих матриц. Новая целевая
функция будет представлять собой взвешенную сумму (6) и (7):

Φ = Φош + 𝑟Φшс, (8)

где весовой коэффициент 𝑟 ⩾ 0 называется коэффициентом регуляризации (КР). КР определя-
ет соотношение между обеими целями обучения: умением предсказывать динамику ансамбля
и уменьшением требующихся для этого синаптических коэффициентов ИНС.
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Таким образом, метод диагностирования структуры связей ансамбля отображений заключа-
ется в следующем:

1. Создается ИНС, структура которой изображена на рис. 1, со входной размерностью, равной
числу элементов ансамбля 𝑁 , и числом нейронов скрытого слоя 𝑀 = 10.

2. Коэффициенты сети инициализируются случайными значениями, равномерно выбираемыми
из интервала [−1, 1].

3. Для обучения ИНС формируется обучающее множество из 𝐾 = 5000 векторов
{︀
X(𝑛)

}︀𝐾−1

𝑛=0
,

каждый из которых представляет собой отображение всего ансамбля в 𝑛-й момент времени:
X(𝑛) = x(𝑛).

4. Формируется множество целевых значений
{︁
𝑦
(𝑛)
𝑖

}︁𝐾−1

𝑛=0
, т.ч. 𝑦(𝑛)𝑖 = 𝑥𝑖(𝑛+ 1).

5. Проводится обучение сети с регуляризацией, основанной на целевой функции (8). Обучение
может проводиться при помощи метода обратного распространения ошибки с исполь-
зованием градиентных методов. В работе для более быстрой сходимости использовался
квазиньютонов алгоритм, относящийся к методам второго порядка. Значения рабочих па-
раметров алгоритма выбирались следующими: минимальное значение целевой функции
Φmin = 10−6; минимальное значение модуля градиента целевой функции |∇Φ|min = 10−6;
максимальное число эпох обучения составляло 3000.

6. Для идентификации связей используется матрица синаптических коэффициентов первого
слоя �̂� , столбцы которой соответствуют номерам входов сети (то есть номерам осцилля-
торов ансамбля). Для количественного определения степени влияния 𝑗-го осциллятора на
предсказание динамики 𝑖-го рассчитывается среднеквадратичное значение коэффициентов
𝑗-го столбца

𝑤𝑖𝑗 =
1

𝑀

⎯⎸⎸⎷ 𝑀∑︁
𝑘=1

𝑊 2
𝑘𝑗 ,

которое затем нормируется на сумму таких значений для всех столбцов:

𝑆𝑖𝑗 =
𝑤𝑖𝑗∑︀𝑁
𝑙=1𝑤𝑖𝑙

. (9)

Полученные величины 𝑆𝑖𝑗 будем называть коэффициентами влияния 𝑗-го узла на 𝑖-й, а состав-
ленную из них матрицу 𝑆 — матрицей влияния. Последняя будет использоваться для выявления
структуры связей ансамбля.

3. Определение структуры связей ансамбля логистических отображений

Используя описанный в предыдущем разделе алгоритм, оценим структуру связей в ансам-
бле (4), постепенно усложняя задачу.

3.1. Два отображения с однонаправленной связью. Рассмотрим сначала простейший
случай — два отображения с однонаправленной связью

𝑥1(𝑛+ 1) = 𝑓 (𝑥1(𝑛))

𝑥2(𝑛+ 1) = 𝑓 (𝑥2(𝑛)) + γ (𝑓 (𝑥1(𝑛))− 𝑓 (𝑥2(𝑛))) . (10)

Матрица связей для (10) имеет вид

�̂� =

[︂
1 0
γ 1− γ

]︂
. (11)
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Рис. 2. Динамика системы (10) при α = 3.95: a — графики показателей Ляпунова в зависимости от γ; b — фазовый
портрет при γ = 0.12 (цвет онлайн)

Fig. 2. System dynamics (10) at α = 3.95: a — plots of Lyapunov exponents in dependence of γ; b — phase portrait at γ = 0.12
(color online)

При выбранном параметре α = 3.95 ансамбль демонстрирует режим развитого хаоса во всем
рассматриваемом интервале 0 ⩽ γ ⩽ 0.5, что подтверждается значениями показателей Ляпунова
(см. рис. 2, a). При этом в области 0 ⩽ γ < 0.33 (отмечена светло-серым цветом) наблюдается
режим гиперхаоса, а при γ > 0.436 — режим полной хаотической синхронизации (отмечена
серым цветом).

Выберем значение γ = 0.12, соответствующее несинхронному хаотическому режиму, фазо-
вый портрет которого изображен на рис. 2, b, и проведем обучение ИНС предсказанию динамики
первого осциллятора. Сначала проведем обучение без регуляризации, то есть при 𝑟 = 0. Обучение
сети проходит успешно, о чем свидетельствует малость среднеквадратичной ошибки Φош < 10−6.
Полученные в результате обучения значения синаптических коэффициентов первого и второго
слоев ИНС отображены в табл. 1a.

Для анализа связанности будем использовать матрицу коэффициентов первого слоя, то
есть векторы W1 и W2. Из табл. 1a видно, что они не соответствуют матрице связей (11),
поскольку значения коэффициентов второго столбца (W2), определяющих влияние второго
входа сети на выходной сигнал, отнюдь не малы, а сравнимы по величине с коэффициентами
первого столбца (W1): среднеквадратичные значения коэффициентов для обоих входов равны 3.12
и 2.36 соответственно. Аналогичные результаты получаются при обучении ИНС предсказанию
динамики второго отображения (см. табл. 1b). В этом случае среднеквадратичные значения
коэффициентов для обоих входов оказываются почти равны: 2.68 и 2.62. Таким образом, при
отсутствии регуляризации мы не видим существенной разницы между значениями коэффициентов
W1 и W2. Это означает, что ИНС не подстраивает собственную структуру связей под структуру
ансамбля и ее нельзя использовать для оценки последней.

Рассмотрим теперь обучение ИНС с регуляризацией. Выберем достаточно малое значение
КР, 𝑟 = 10−4, и проведем обучение сети заново. Полученные новые значения синаптических
коэффициентов обученной ИНС для первого и второго отображений представлены в табл. 2a
и 2b соответственно. Рассмотрим табл. 2a. Здесь коэффициенты первого и второго столбцов
различаются на два порядка: для первого слоя средний квадрат коэффициентов составляет 0.99,
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Таблица 1. Матрицы синаптических коэффициентов первого (W1, W2)
и второго (U(𝑇 )

1 ) слоев ИНС, обученных предсказанию динамики
первого отображения (a) и второго отображения (b); параметр

регуляризации 𝑟 = 0

Table 1. Matrices of synaptic coefficients of the first (W1, W2) and second
(U(𝑇 )

1 ) ANN layers trained to predict the dynamics of the first (a) and the
second maps (b); the regularization parameter 𝑟 = 0

a

W1 W2

−2.0798 0.0027

2.4799 −3.4474
−0.8994 4.3298

2.6254 0.0041

−3.8335 −1.8255
−4.4584 0.0720

−4.2626 −1.1638
−2.8823 −3.3587

3.5911 −2.4527
2.3295 −1.7919

U
(𝑇 )
1

2.1324

0.2769

−0.2313
0.9538

−0.0099
−1.2758
−0.1892
−0.0315

0.0782

−2.4551

b

W1 W2

0.1227 −2.1740
2.3330 1.0260

−3.3696 −1.4181
−0.6316 4.2700

0.1671 −2.4699
−2.8242 −3.2945
−3.025 −2.0144

4.197 1.4731

3.9470 1.9978

2.0082 3.9453

U
(𝑇 )
1

1.6062

−0.2417
−0.0895
−2.6671
−1.1406
−0.5918
−0.7058
−0.0585

0.1933

0.4832

Таблица 2. Матрицы синаптических коэффициентов первого (W1, W2)
и второго (U(𝑇 )

1 ) слоев ИНС, обученных предсказанию динамики первого
отображения (a) и второго отображения (b); параметр регуляризации

𝑟 = 0.0001

Table 2. Matrices of synaptic coefficients of the first (W1, W2) and second
(U(𝑇 )

1 ) ANN layers trained to predict the dynamics of the first (a) and the
second map (b); the regularization parameter 𝑟 = 0.0001

a

W1 W2

0.0285 −0.0023
0.0298 0.0097

2.1769 −0.0007
0.0065 −0.0068
−0.0279 0.0041

−2.2665 −0.0008
−0.0241 −0.0096
−0.0218 0.0190

−0.0323 −0.0087
0.0299 0.0099

U
(𝑇 )
1

−0.3762
−0.1169
−1.8684
−0.3424

0.2610

−1.6906
0.3830

0.3879

0.4603

−0.4659

b

W1 W2

0.2392 0.0040

−0.2426 0.0160

0.2493 −0.0322
0.0018 −2.0389
0.0029 −2.1686
−0.2423 0.0182

−0.2463 0.0208

1.3376 0.0094

0.2419 −0.0103
0.2449 −0.0157

U
(𝑇 )
1

−0.5196
0.5004

−0.6014
1.7979

−1.4956
0.5939

0.4664

0.8936

−0.4914
−0.4937
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Рис. 3. Зависимость коэффициентов влияния 𝑆𝑖𝑗 от номера попытки обучения 𝑛 (а) и от параметра регуляризации 𝑟 (b)
(цвет онлайн)

Fig. 3. The dependence of the influence coefficients 𝑆𝑖𝑗 on the number of the training attempt 𝑛 (a) and on the regularization
parameter (b) (color online)

тогда как для второго только 0.009. По величинам коэффициентов W2 можно сделать вывод о том,
что влияние второго отображения на динамику первого либо очень мало, либо отсутствует
вовсе. При обучении ИНС предсказанию динамики второго отображения различие в величинах
коэффициентов W1 и W2, как видно из табл. 2b, не столь существенно. Полученные результаты
воспроизводятся и при повторных обучениях, о чем свидетельствует представленная на рис. 3, a
серия коэффициентов 𝑆𝑖𝑗 , полученных по двадцати отдельным обучениям. В ходе каждого из
испытаний нейронная сеть заново инициализировалась, после чего происходило ее повторное
обучение на том же обучающем множестве. Из графиков видно, что (а) результаты повторяются с
точностью порядка процента; (б) влияние второго осциллятора на динамику первого (𝑆12) во всех
случаях остается около одного процента, тогда как влияние первого на второй (𝑆21) составляет
около 34%.

Оценим влияние коэффициента регуляризации на величины 𝑆𝑖𝑗 . Для этого проведем обуче-
ние ИНС при разных значениях 𝑟 и построим графики зависимостей 𝑆𝑖𝑗(𝑟). Результаты расчетов
приведены на рис. 3, b в логарифмическом по оси ординат масштабе. Их анализ удобнее про-
водить на примере 𝑆12, так как точным значением для него является нулевое. Из проведенных
расчетов следует, что при 𝑟 ∈ [0.0001, 0.001] значение коэффициента 𝑆12 не выходит за пределы
одного процента. Зависимость 𝑆12(𝑟) достигает минимума при 𝑟 ≃ 0.00045, составляя здесь
около 0.5 процента. Значения остальных коэффициентов влияния при 𝑟 > 0.000025 почти не
меняются и в рассмотренном диапазоне принимают значения 𝑆11 ≃ 1, 𝑆22 ≃ 0.64, 𝑆21 ≃ 0.36.
Исходя из анализа, можно заключить, что любые значения КР в интервале от 0.0001 до 0.001

Таблица 3. Матрица 𝑆 для системы (10), получен-
ная по итогам обучения ИНС с параметром

регуляризации 𝑟 = 0.0003

Table 3. The matrix 𝑆 for system (10), obtained
from the results of training the ANN with

the regularization parameter 𝑟 = 0.0003

0.996 0.004

0.36 0.64

являются допустимыми для расчета коэффи-
циентов влияния. В дальнейших расчетах мы
будем использовать 𝑟 = 0.0003.

Таким образом, процедура обучения
ИНС с регуляризацией позволяет получить мат-
рицу коэффициентов влияния, представленную
в табл. 3, которая качественно соответствует
матрице связей ансамбля (11). Что касается
количественного соответствия, то оно будет
рассмотрено далее.
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4. Сравнение решетки ВКА с моделью среднего поля

4.1. Ансамбль из шести отображений. Рассмотрим теперь аналогичную по структуре
систему, но большей размерности — ансамбль из шести однонаправленно связанных отображений:

𝑥1(𝑛+ 1) = 𝑓 (𝑥1(𝑛)) ,

𝑥𝑖(𝑛+ 1) = 𝑓 (𝑥𝑖(𝑛)) + γ (𝑓 (𝑥𝑖−1(𝑛))− 𝑓 (𝑥𝑖(𝑛))) , (12)

𝑖 = 2 . . . 6

с матрицей связей

�̂� =

⎡⎢⎢⎣
1 0 . . . 0
γ 1− γ . . . 0

. . .
0 0 γ 1− γ

⎤⎥⎥⎦ . (13)

Динамика данного ансамбля схожа с динамикой двух отображений. При выбранном α в нем
наблюдается режим развитого временного хаоса, который при γ ⩾ 0.436 становится синхрон-
ным. Подтверждением служат графики характеристических показателей Ляпунова, приведенные
на рис. 4.

Из их сопоставления с графиками на рис. 2, a хорошо видно сходство в поведении обеих
систем.
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Рис. 4. Зависимость характеристических показателей Ляпунова от γ для системы (12) (цвет онлайн)

Fig. 4. Dependence of Lyapunov exponents on γ for system (12) (color online)
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Рис. 5. Визуальное представление матрицы влияния 𝑆 в виде карты для ансамбля (12) (a) и ансамбля (14) (b)

Fig. 5. Visual representation of 𝑆 influence matrix as a map for ensemble (12) (a) and ensemble (14) (b)

Выберем то же, что и для системы (10), значение параметра связи γ = 0.12 и проведем
обучение ИНС при 𝑟 = 0.0003. Полученные в результате обучения коэффициенты влияния

Таблица 4. Матрица 𝑆 для системы (12), полученная по
итогам обучения ИНС с параметром регуляризации

𝑟 = 0.0003

Table 4. Matrix 𝑆 for system (12), obtained from the results
of training the ANN with the regularization parameter

𝑟 = 0.0003

0.9617 0.0090 0.0067 0.0073 0.0079 0.0073
0.3256 0.6264 0.0117 0.0102 0.0154 0.0108
0.0055 0.3350 0.6245 0.0097 0.014 0.0113
0.0053 0.0068 0.3426 0.6283 0.0083 0.0087
0.0077 0.0096 0.0081 0.3423 0.6251 0.0071
0.0080 0.0083 0.0124 0.0074 0.3404 0.6235

𝑆𝑖𝑗 приведены в табл. 4 и представлены в
виде карты на рис. 5, a. Как видно из ри-
сунка, структура матрицы 𝑆 для ансамбля
(12), так же, как и для более простой систе-
мы (10), качественно соответствует матри-
це �̂� . Так, белые клетки на карте 5, a соот-
ветствуют нулевому, черная — единичному,
а серые — остальным коэффициентам мат-
рицы (13). Таким образом, увеличение раз-
мерности ансамбля не привело к ухудше-
нию работы метода, который по-прежнему
уверенно распознает структуру связей си-
стемы.

4.2. Ансамбль с симметричными связями. Перейдем теперь к случаю, когда у элемента
ансамбля может быть несколько связей. Одной из таких систем является кольцо из шести
осцилляторов с симметричными связями:

𝑥𝑖(𝑛+ 1) = 𝑓 (𝑥𝑖(𝑛)) + γ (𝑓 (𝑥𝑖−1(𝑛)) + 𝑓 (𝑥𝑖+1(𝑛))− 2𝑓 (𝑥𝑖(𝑛))) (14)

𝑖 = 1 . . . 6.

Матрица связей кольца имеет вид

�̂� =

⎡⎢⎢⎣
1− 2γ γ . . . γ
γ 1− 2γ . . . 0

. . .
γ 0 γ 1− 2γ

⎤⎥⎥⎦ . (15)

Система (14) демонстрирует гораздо большее разнообразие режимов, чем ансамбли с одно-
направленными cвязями. В частности, при выбранном α здесь, в зависимости от интенсивности
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Рис. 6. Зависимость двух старших характеристических показателей Ляпунова от γ в системе (14) (цвет онлайн)

Fig. 6. The dependence of the two largest Lyapunov exponents from γ in system (14) (color online)

связей, можно наблюдать как хаотические, так и регулярные режимы. Подтверждением могут
служить графики двух старших показателей Ляпунова (см. рис. 6), которые были рассчитаны для
α = 3.95. Выбранное ранее значение γ = 0.12 здесь также соответствует режиму хаотических
колебаний, поэтому может использоваться при анализе связанности. Кроме того, при небольших γ
ансамбль (14) демонстрирует мультистабильность, поэтому при проведении исследований, по-
мимо параметров, требуется контролировать и начальные условия. Последние были выбраны
в малой окрестности симметричного подпространства: x0 = 0.1 + 0.001ξ, где ξ — случайный
вектор единичной длины.

Проведем расчет коэффициентов влияния согласно той же методике, что и ранее. В резуль-
тате были получены коэффициенты 𝑆𝑖𝑗 , которые отображены в табл. 5, а также представлены

Таблица 5. Матрица 𝑆 для системы (14), полученная по
итогам обучения ИНС с параметром регуляризации

𝑟 = 0.0003

Table 5. Matrix 𝑆 for system (14), obtained from the ANN
training with the regularization parameter 𝑟 = 0.0003

0.4628 0.2506 0.0123 0.0085 0.0150 0.2509

0.2488 0.4654 0.2494 0.0118 0.0093 0.0152

0.0182 0.2437 0.4644 0.2447 0.0166 0.0124

0.0088 0.0133 0.2509 0.4645 0.2495 0.0130

0.0176 0.0099 0.0165 0.2486 0.4595 0.2480

0.2497 0.0164 0.0090 0.0152 0.2464 0.4633

на рис. 5, b в виде карты. Из сравнения
полученной матрицы 𝑆 с матрицей свя-
зей �̂� (15) хорошо видно их качественное
соответствие.

Таким образом, ИНС, обучаемые
предсказанию динамики ансамбля хаоти-
ческих отображений, подстраивают, при
условии регуляризации, значения синапти-
ческих коэффициентов под структуру свя-
зей ансамбля, позволяя тем самым опре-
делить последнюю. Метод работает для
небольших ансамблей как с однонаправ-
ленными, так и с взаимными связями.
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5. Оценка значений коэффициента связи

В предыдущих разделах рассматривался вопрос об определении топологии сети. Может
ли предлагаемый метод также использоваться и для оценки величины коэффициента связи?
Для ответа на этот вопрос проведем расчет коэффициентов влияния в зависимости от параметра
связи γ и проанализируем полученные зависимости.

Рассмотрим сначала простейший случай — систему двух отображений (10) — и рассчи-
таем для нее графики 𝑆𝑖𝑗(γ). Результаты расчетов представлены на рис. 7, a. Проанализируем
полученные зависимости. Прежде всего, заметим, что во всем интервале от γ ≃ 0, вплоть до
значения γ ≃ 0.436, величины коэффициентов 𝑆11 и 𝑆12 близки к значениям единица и ноль
соответственно. Таким образом, в этом интервале 𝑆11 ≃ 𝑀11 и 𝑆12 ≃ 𝑀12. При γ ≃ 0.436
в системе (10) происходит переход к режиму полной синхронизации хаоса, одновременно с ко-
торым коэффициенты влияния, как видно из графиков, скачкообразно меняют свои значения до
𝑆11 ≃ 𝑆12 ≃ 0.5. Соответственно, при переходе в зону хаотической синхронизации, которая на
рис. 7, a отмечена серым цветом, алгоритм перестает работать.

Перейдем теперь к двум оставшимся коэффициентам. Поскольку они связаны соотношением
𝑆21 + 𝑆22 = 1, ограничимся анализом одного из них — 𝑆21. Из рис. 7, a хорошо видно, что в
области несинхронного хаоса 𝑆21(γ) представляет собой плавную монотонно возрастающую
функцию связи, форма которой напоминает степенную зависимость 𝑆21 ∼ 𝐴γ𝑝 при 𝑝 < 1.
Для проверки данной гипотезы построим график 𝑆21(γ) в логарифмическом масштабе (рис. 7, b),
при котором степенные функции выглядят как прямые линии. Действительно, из вида графика
можно заключить, что в диапазоне 0.01 < γ < 0.436 зависимость 𝑆21(γ) близка к степенной
функции. Подбор коэффициентов 𝐴 и 𝑝, осуществленный по методу наименьших квадратов,
приводит к соотношению

𝑆21 ≃ 0.57 4
√
γ, (16)

которое отображено на рис. 7, a и 7, b пунктирной линией. Необходимо отметить, что само наличие
однозначной взаимосвязи между 𝑆21 и γ выглядит достаточно тривиальным. Однако ее простой
вид представляется интересным результатом, причины которого на данный момент не вполне ясны.
Тем не менее для рассматриваемой системы выражение (16) позволяет производить оценку ко-
эффициента связи исходя из значений синаптических коэффициентов обученной нейронной сети.
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Рис. 7. Зависимость коэффициентов влияния от γ для системы (10) в линейном (a) и логарифмическом (b) масштабах
(цвет онлайн)

Fig. 7. The dependence of the coefficients of influence on γ for the system (10) in linear (a) and logarithmic (b) scales (color
online)
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Рассмотрим теперь случай ансамбля более высокой размерности (13), построив те же гра-
фики, что и в предыдущем случае. Результаты расчетов приведены на рис. 8, a, где для сравнения
штриховыми линиями приведены графики для двумерной системы. Как видно из сопоставления,
налицо существенное сходство зависимостей 𝑆𝑖𝑗(γ) наряду с небольшими отличиями. Так, при
γ ≲ 0.13 график 𝑆21(γ) почти совпадает с аппроксимирующей кривой (16), тогда как в диапазоне
0.15 ≲ γ < 0.436 отстает от нее на величину ∼ 0.1. Причина этого различия не вполне ясна,
можно лишь предположить, что оно связано с изменением структуры хаотического аттрактора,
которое происходит при γ ≃ 0.15; последнее можно заметить по резкому уменьшению величины
трансверсальных показателей Ляпунова (см. рис. 4). Если эта гипотеза верна, то она означает,
что точность оценки величины связей должна быть связана со степенью хаотичности динамики
подсистем и ухудшаться в случаях, когда колебания отображений становятся более регулярными.

Перейдем теперь к оценке коэффициентов связи для ансамбля с симметричными связями
(14), которая является существенно более трудной. Помимо большего числа связей, основным
препятствием является богатство динамики системы, заключающееся в многообразии колебатель-
ных режимов, сменяющих друг друга при изменении γ, мультистабильности и существовании
диссипативных структур [30].

Проведем измерение 𝑆𝑖𝑗(γ) при том же α = 3.95. Поскольку система (14) обладает трансля-
ционной симметрией, все строки матрицы �̂� отличаются лишь циклическим сдвигом. Поэтому
достаточно ограничиться измерением коэффициентов только первой строки. Полученные в ре-
зультате расчетов графики 𝑆1𝑖(γ) (𝑖 = 1, . . . , 6) приведены на рис. 8, b. Их вид свидетельствует
о существенной неоднородности зависимостей, качественно различающихся в разных диапазонах
параметра связи.

Проведем анализ графиков на рис. 8, b. Прежде всего, разделим интервал на зоны с хаоти-
ческим и регулярным поведением, для чего используем характеристические показатели Ляпунова
(см. рис. 6). Выявленные таким образом интервалы регулярной динамики отмечены на рис. 8, b
серым цветом (II, IV, VII и IX). Очевидно, что в этих зонах измерение направленности используе-
мым методом невозможно. Однако и в хаотических областях качественное соответствие между
коэффициентами матриц 𝑆 и �̂� наблюдается не везде. Критерием здесь может служить малость
«нулевых» коэффициентов 𝑆13, 𝑆14 и 𝑆15. Согласно ему, хорошее соответствие наблюдается
в зонах I и III, где величина этих коэффициентов не превосходит 1–2 процента, и несколько
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Рис. 8. Графики 𝑆𝑖𝑗(γ) для системы (12) (a) и системы (14) (b) (цвет онлайн)

Fig. 8. Plots 𝑆𝑖𝑗(γ) for system (12) (a) and system (14) (b) (color online)
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худшее — в интервале V, где данные коэффициенты «подрастают» до ∼ 5 процентов. В остальных
хаотических зонах (отмечены штриховкой) соответствия между коэффициентами влияния и мат-
рицей связи �̂� не наблюдается вовсе. Очевидно, в этих интервалах метод не работает. Причина
этому, вероятно, кроется в особенности динамики системы, а именно, в пространственной неод-
нородности хаотических колебаний и перемежаемости, наблюдающихся при больших значениях
симметричной диффузионной связи, что было отмечено в работе [30]. Проверка этой гипотезы
требует дополнительных исследований.

Заключение

Рассмотрен метод выявления структуры связей в сети хаотических отображений, использую-
щий аппарат искусственных нейронных сетей, предложенный ранее в статье [26]. Он заключается
в обучении ИНС предсказанию динамики ансамбля с одновременной регуляризацией, в ходе
которой нейронная сеть подстраивает собственную структуру синаптических связей под структуру
связей ансамбля. На основании данного подхода разработан алгоритм, позволяющий оценивать
влияние отдельных узлов сети на ее динамику в целом, который был протестирован на примерах
небольших ансамблей одномерных хаотических отображений, для которых он продемонстрировал
свою эффективность. Помимо определения топологии сети, данный подход позволяет также
оценивать и величину коэффициента связи.

Проведенные исследования показали, что применимость метода критически зависит от на-
блюдаемого колебательного режима. Он хорошо работает для режима развитого пространственно-
однородного хаоса, неприменим для регулярных колебаний и режима синхронизации хаоса,
а также при формировании в ансамбле пространственных структур.

Эффективность предлагаемого алгоритма для анализа связей между реальными системами
требует дополнительного исследования. Она определяется такими факторами, как его чувствитель-
ность к шуму, искажения формы сигналов, наличие перекрестных наводок, внешние воздействия,
нестационарность и т. п.
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Аннотация. Цель. Рассмотреть систему дифференциальных уравнений с запаздыванием, которая моделирует полно-
связную цепь из 𝑚+ 1 нейрона с запаздывающей синаптической связью. Для этой полносвязной системы построить
периодические решения в виде дискретных бегущих волн. Это означает, что все компоненты представлены одной
и той же периодической функцией 𝑢(𝑡) со сдвигом, кратным некоторому параметру ∆ (который предстоит найти).
Методы. Для поиска описанных решений в настоящей работе осуществляется переход от системы к уравнению
относительно неизвестной функции 𝑢(𝑡), содержащему 𝑚 упорядоченных запаздываний, отличающихся с шагом ∆.
В нем выполняется экспоненциальная замена (характерная для уравнений вольтерровского типа) для того, чтобы
получить релейное уравнение специального вида. Результаты. Для полученного уравнения найдена область парамет-
ров, в которой удается построить периодическое решение с периодом 𝑇 , зависящим от параметра ∆. Для найденной
формулы периода 𝑇 = 𝑇 (∆) удается доказать разрешимость уравнения периодов, то есть доказать существование
ненулевых параметров — целого 𝑝 и вещественного ∆ — удовлетворяющих уравнению (𝑚+1)∆ = 𝑝𝑇 (∆). Построенная
функция 𝑢(𝑡) обладает bursting-эффектом. Это означает, что 𝑢(𝑡) имеет на периоде 𝑛 высоких всплесков, после которых
следует промежуток с малыми значениями. Заключение. Существование подходящего параметра ∆ обеспечивает
существование периодического решения в виде дискретной бегущей волны для исходной системы. За счет выбора
перестановки обеспечивается сосуществование сразу (𝑚+ 1)! периодических решений.

Ключевые слова: дифференциально-разностные уравнения, полносвязная система, дискретные бегущие волны, bursting-
эффект, периодические решения, моделирование нейронов.
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Abstract. Purpose. Consider a system of differential equations with delay, which models a fully connected chain of 𝑚+ 1
neurons with delayed synoptic communication. For this fully connected system, construct periodic solutions in the form of
discrete traveling waves. This means that all components are represented by the same periodic function 𝑢(𝑡) with a shift that is
a multiple of some parameter ∆ (to be found). Methods. To search for the described solutions, in this work we move from the
original system to an equation for an unknown function 𝑢(𝑡), containing 𝑚 ordered delays, differing with step ∆. It performs
an exponential substitution (typical of equations of the Volterra type) in order to obtain a relay equation of a special form.
Results. For the resulting equation, a parameter range is found in which it is possible to construct a periodic solution with
period 𝑇 depending on the parameter ∆. For the found period formula 𝑇 = 𝑇 (∆), it is possible to prove the solvability of
the period equation, that is, to prove the existence of non-zero parameters — integer 𝑝 and real ∆ — satisfying the equation
(𝑚+ 1)∆ = 𝑝𝑇 (∆). The constructed function 𝑢(𝑡) has a bursting effect. This means that 𝑢(𝑡) has a period of 𝑛 high spikes,
followed by a period of low values. Conclusion. The existence of a suitable parameter ∆ ensures the existence of a periodic
solution in the form of a discrete traveling wave for the original system. Due to the choice of permutation, the coexistence of
(𝑚+ 1)! periodic solutions is ensured.

Keywords: differential-difference equations, fully coupled system, discrete traveling waves, bursting effect, periodic solutions,
neuron modeling.
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Введение

В настоящей работе рассматривается модель полносвязной сети нейронов. В ее основе
лежит уравнение [1–3]

�̇� = λ𝐹 (𝑢(𝑡− 1))𝑢, (1)

которое служит для описания поведения уединенного нейрона. Здесь 𝑢(𝑡) > 0 — нормирован-
ный мембранный потенциал нейрона, λ > 0 характеризует скорость протекания электрических
процессов, 𝐹 — кусочно-постоянная функция,

𝐹 (𝑢) =

{︂−𝑎, 𝑢 ∈ (0, 1],

1, 𝑢 > 1,

𝑎 = const > 0. Уравнение (1) является в некотором смысле предельной версией обобщенного
уравнения Хатчинсона [4, 5]

�̇� = λ𝑓(𝑢(𝑡− 1))𝑢, (2)
где 𝑓 — гладкая функция,

𝑢 = 𝑢(𝑡) > 0; λ≫ 1; 𝑓(0) = 1; lim
𝑢→∞

𝑓(𝑢) = −𝑎 (𝑎 > 0); 𝑓
′
(𝑢), 𝑢𝑓

′′
(𝑢) = 𝑂(𝑢−2), 𝑢→∞.
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В работе [4] было доказано, что уравнение (2) допускает устойчивый релаксационный цикл
𝑢(𝑡) = 𝑒λ(𝑥0(𝑡)+𝑂(1/λ)) при λ→ +∞, где

𝑥0(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1],

−𝑎(𝑡− 𝑡0), 𝑡 ∈ [1, 𝑡0 + 1],

𝑡− 𝑇0, 𝑡 ∈ [𝑡0 + 1, 𝑇0],

(3)

𝑥0(𝑡+ 𝑇0) = 𝑥0(𝑡), 𝑡0 = (𝑎+ 1)/𝑎, 𝑇0 = (𝑎+ 1)2/𝑎.

x
x 0(t)

tt ���
t �

� T�

Рис. 1. Функция 𝑥0(𝑡)

Fig. 1. The function 𝑥0(𝑡)

Функция 𝑥0(𝑡) изображена на рис. 1.
Возвращаясь к уравнению (1), отметим,

что оно обладает орбитально устойчивым 𝑇0-
периодическим решением 𝑢(𝑡) = 𝑒λ𝑥0(𝑡).

В настоящей работе нейроны, каж-
дый из которых по отдельности моде-
лируется уравнением (1), связываются в
полносвязную систему с синаптическим
односторонним взаимодействием. Способ
моделирования синаптической связи бази-
руется на идее быстрой пороговой мо-
дуляции, описанной, например, в [6–8].
Он выбран как некоторая предельная версия

связи, используемой, например, в работах [9,10] при моделировании кольцевых цепочек нейронов.
Для описания полной связи используется симметричная относительно перестановки своих аргу-
ментов функция

𝐺(𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) =

⎧⎨⎩0, если для ∀𝑖 𝑢𝑖 < 1,

𝑏, если ∃𝑘 𝑢𝑘 > 1,

𝑏 = const > 0. Синаптическая связь предполагается запаздывающей, поэтому каждый аргумент
функции 𝐺 обладает запаздываанием ℎ > 0.

В качестве модели полносвязной цепочки нейронов с запаздывающей синаптической связью
предлагается система дифференциальных уравнений с запаздыванием

�̇�𝑗 =
(︁
λ𝐹 (𝑢𝑗(𝑡− 1)) +𝐺(𝑢0(𝑡− ℎ), . . . , 𝑢𝑗−1(𝑡− ℎ), 𝑢𝑗+1(𝑡− ℎ), . . . , 𝑢𝑚(𝑡− ℎ)) · ln 𝑢*

𝑢𝑗

)︁
𝑢𝑗 , (4)

𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚. Здесь 𝑢𝑗(𝑡) > 0 — нормированные мембранные потенциалы нейронов, λ > 0
характеризует скорость протекания электрических процессов, ℎ > 0 — запаздывание в цепи связи,
слагаемые 𝐺(𝑢0(𝑡 − ℎ), . . . , 𝑢𝑗−1(𝑡 − ℎ), 𝑢𝑗+1(𝑡 − ℎ), . . . , 𝑢𝑚(𝑡 − ℎ)) · ln(𝑢*/𝑢𝑗)𝑢𝑗 моделируют
синаптическое взаимодействие с запаздыванием по времени. При описании 𝑗-го нейрона функция
𝐺 умножается на логарифм ln(𝑢*𝑢𝑗), который меняет знак при переходе значений функции 𝑢𝑗
через пороговую величину 𝑢* = exp(𝑐λ), 𝑐 = const ∈ R.

Подобные (4) системы уравнений, которые описывают сети нейронов и базируются на
модели уединенного нейрона (1) или (2), рассматриваются в ряде работ [1, 2, 11]. В [11] для
кольцевой цепочки нейронов с односторонним синаптическим взаимодействием строился так
называемый импульсно-рефрактерный режим. Под ним понимается периодический режим, в кото-
ром чередуются компоненты, обладающие экспоненциально высокими всплесками, и компоненты
с экспоненциально малыми значениями. В работах [1, 2] рассматривается взаимодействие двух
нейронов. Доказаны результаты о мультистабильности сосуществующих периодических режимов
с фиксированным суммарным количеством всплесков.
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В отличие от вышеупомянутых работ в настоящей статье рассматривается полносвязная
система, то есть считаем, что каждый нейрон связан с каждым. В работе [12] вводится полносвяз-
ная система нейроосцилляторов с электрической синаптической связью, каждый из осцилляторов
описывается уравнением (2). Для случая кольцевой системы с однонаправленной связью доказыва-
ются результаты о буферности, а для полносвязной сети, где все связи равноправны и одинаковы,
исследуется вопрос двукластерной синхронизации. В статье [13] также исследуется вопрос
двукластерной синхронизации, однако на примере осцилляторов ван дер Поля. В работе [14] рас-
сматривается полносвязная система нелинейных осцилляторов, изучаются динамические свойства
решений химерного типа, возникающие при двукластерной синхронизации.

Раздел 1 посвящен постановке задачи. В нем описывается механизм поиска дискретных
бегущих волн, переход к вспомогательному релейному уравнению с 𝑚 запаздываниями, вводится
для него множество начальных функций. В разделе 2 приводится основной результат в виде трех
теорем. В разделах 3 и 4 доказываются сформулированные теоремы.

1. Постановка задачи

1.1. Дискретные бегущие волны. Мы интересуемся существованием периодического
решения системы (4) в виде дискретной бегущей волны. Техника построения решений такого
типа для полносвязной системы та же, что, например, в работе [15], и аналогична технике для
кольцевой цепи генераторов (см. [16]): предполагаем, что все функции 𝑢𝑘 представлены одной и
той же периодической функцией 𝑢 со сдвигами, кратными некоторому параметру ∆:

𝑢𝑘(𝑡) = 𝑢(𝑡+ 𝑗𝑘∆), 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚, (5)

где 𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑚 обозначают некоторую перестановку номеров 0, 1, . . . ,𝑚, а параметр ∆ предстоит
определить.

Зафиксируем 𝑘. После подстановки (5) в 𝑘-е уравнение (4) и перенормировки времени
𝑡+ 𝑗𝑘∆ ↦→ 𝑡 получим

�̇� =
(︁
λ𝐹
(︀
𝑢(𝑡− 1)

)︀
+𝐺

(︀
𝑢(𝑡+ (𝑗0 − 𝑗𝑘)∆− ℎ), . . . , 𝑢(𝑡+ (𝑗𝑘−1 − 𝑗𝑘)∆− ℎ),

𝑢(𝑡+ (𝑗𝑘+1 − 𝑗𝑘)∆− ℎ), . . . , 𝑢(𝑡+ (𝑗𝑚 − 𝑗𝑘)∆− ℎ)
)︀
· ln 𝑢*

𝑢

)︁
𝑢. (6)

Заметим, что разности 𝑗𝑙 − 𝑗𝑘 (𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑘 − 1, 𝑘 + 1, . . . ,𝑚) принимают все значения из
упорядоченного множества {−𝑗𝑘, . . . ,−1, 1, . . . ,𝑚− 𝑗𝑘}. Обозначим период функции 𝑢(𝑡) через
𝑇 = 𝑇 (∆). С учетом симметричности функции 𝐺 относительно перестановки своих аргументов
уравнение (6) эквивалентно следующему:

�̇� =
(︁
λ𝐹
(︀
𝑢(𝑡− 1)

)︀
+𝐺

(︀
𝑢(𝑡− ∆− ℎ), . . . , 𝑢(𝑡− 𝑗𝑘∆− ℎ),

𝑢(𝑡+ (𝑚− 𝑗𝑘)∆− 𝑇 − ℎ), . . . , 𝑢(𝑡+ ∆− 𝑇 − ℎ)
)︀
· ln 𝑢*

𝑢

)︁
𝑢. (7)

Поскольку для каждого 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 должно получиться одно и то же уравнение относи-
тельно функции 𝑢(𝑡), естественным оказывается требование

𝑢 (𝑡− (𝑗𝑘 + 1)∆− ℎ) ≡ 𝑢 (𝑡+ (𝑚− 𝑗𝑘)∆− 𝑇 − ℎ) ,

то есть величина (𝑗𝑘 + 1)∆+ (𝑚− 𝑗𝑘)∆− 𝑇 должна быть кратна 𝑇 . Отсюда получаем, что для
периодичности решения (𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) системы (4) необходимо, чтобы параметр ∆ и период
𝑇 = 𝑇 (∆) функции 𝑢(𝑡) удовлетворяли уравнению периодов

(𝑚+ 1)∆ = 𝑝𝑇 (∆), 𝑝 ∈ Z ∖ {0}, ∆ ∈ R ∖ {0}. (8)
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При этом все уравнения системы (7) преобразуются в

�̇� =
(︁
λ𝐹
(︀
𝑢(𝑡− 1)

)︀
+𝐺

(︀
𝑢(𝑡+𝑚∆− ℎ), . . . , 𝑢(𝑡+ ∆− ℎ)

)︀
· ln 𝑢*

𝑢

)︁
𝑢. (9)

Таким образом, задача поиска периодических решений системы (4) в виде дискретных бегу-
щих волн (5) свелась к поиску периодической функции 𝑢(𝑡), удовлетворяющей (9), и параметра ∆
таких, что период 𝑇 = 𝑇 (∆) функции 𝑢(𝑡) удовлетворяет уравнению периодов (5) при некотором
целом 𝑝.

Отметим, что в случае существования указанной функции 𝑢(𝑡) и параметра ∆ за счет
выбора перестановки обеспечивается сосуществование сразу (𝑚+ 1)! периодических решений
системы (4).

1.2. Релейное уравнение с 𝑚 запаздываниями. Вместо уравнения (9) рассмотрим урав-
нение

�̇� =
(︁
λ𝐹
(︀
𝑢(𝑡− 1)

)︀
+𝐺

(︀
𝑢(𝑡− ℎ1), . . . , 𝑢(𝑡− ℎ𝑚)

)︀
· ln 𝑢*

𝑢

)︁
𝑢 (10)

с упорядоченными запаздываниями

ℎ1 < ℎ2 < . . . < ℎ𝑚, ℎ𝑠+1 = ℎ𝑠 + |∆|, 𝑠 = 1, . . . ,𝑚− 1. (11)

1.3. Переход к логарифмической шкале. Сделаем в (10) экспоненциальную замену
переменных: 𝑢 = 𝑒λ𝑥, предполагая, что 𝑐 = const такая, что 𝑢* = 𝑒λ𝑐:

�̇� = 𝐹
(︁
𝑒λ𝑥(𝑡−1)

)︁
+ (𝑐− 𝑥)𝐺

(︁
𝑒λ𝑥(𝑡−ℎ1), . . . , 𝑒λ𝑥(𝑡−ℎ𝑚)

)︁
.

Введем обозначения функций с экспоненциальными аргументами

𝑅(𝑥) = 𝐹 (𝑒λ𝑥) =

{︃
−𝑎, 𝑥 < 0,

1, 𝑥 > 0,

𝐻(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 𝐺(𝑒λ𝑥1 , . . . , 𝑒λ𝑥𝑚) =

{︃
0, если для ∀𝑖 𝑥𝑖 < 0,

𝑏, если ∃𝑘 𝑥𝑘 > 0.

Таким образом, новая неизвестная функция 𝑥(𝑡) должна удовлетворять уравнению

�̇� = 𝑅(𝑥(𝑡− 1)) + (𝑐− 𝑥)𝐻(𝑥(𝑡− ℎ1), . . . , 𝑥(𝑡− ℎ𝑚)). (12)

Рис. 2. Представители множества начальных функций

Fig. 2. Representatives of the set of initial functions

1.4. Начальное множество функций.
В качестве множества начальных функций для
уравнения (12) выберем следующее:

𝑆 =
{︀
3 ∈ 𝐶[−ℎ𝑚, 0] :

3(𝑡) < 0 при 𝑡 ∈ [−ℎ𝑚, 0), 3(0) = 0
}︀
.

(13)

Это отрицательные функции на промежутке
длины наибольшего запаздывания ℎ𝑚, прини-
мающие в нуле значение ноль (см. схематич-
ный рис. 2).
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2. Результат

2.1. Решение релейного уравнения относительно переменной 𝑥. Введем обозначение

𝑦0(�̃�, 𝑡) =

⎧⎨⎩
(︂
�̃�− 1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏𝑡 +

1

𝑏
+ 𝑐, 𝑡 ∈ [0, 𝑡0],

𝑡− 𝑡0 + 𝑦0(�̃�, 𝑡0) 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇0],

𝑦0(�̃�, 𝑡+ 𝑇0) = 𝑦0(𝑦0(�̃�, 𝑇0), 𝑡). (14)

Рис. 3. Функция 𝑦0(𝑡)

Fig. 3. The function 𝑦0(𝑡)

Эта функция изображена на рис. 3. Она состоит из
непрерывно «склеенных» чередующихся частей
экспоненты и линейных функций с угловым ко-
эффициентом 1. Величина �̃� обозначает значение
функции 𝑦0 при 𝑡 = 0. Ниже, в лемме 2, будет
доказано, что условие

𝑐 < −𝑎− 1

𝑏
− 𝑎+ 1

1− 𝑒−𝑏𝑡0
(15)

гарантирует, что 𝑦0((𝑘 + 1)𝑇0) < 𝑦0(𝑘𝑇0).
Введем также величины

𝑥
(1)
0 = 𝑥0(ℎ1),

𝑥
(𝑠+1)
0 = ℎ𝑠+1 − ℎ𝑠 − 𝑡0 − (𝑛− 1)𝑇0+

+ 𝑦0(𝑥
(𝑠)
0 , 𝑡0 + (𝑛− 1)𝑇0), 𝑠 = 1, . . . ,𝑚− 1,

Теорема 1. Зафиксируем натуральное число 𝑛. Пусть
1) параметры 𝑎 > 0, 𝑏 > 0 и 𝑐 удовлетворяют ограничению (15);
2) запаздывания ℎ𝑠 удовлетворяют неравенствам

(𝑛− 1)𝑇0 + 𝑡0 + 1 < ℎ1 < 𝑛𝑇0, (16)

ℎ𝑠+1 − ℎ𝑠 > 𝑡0 + (𝑛− 1)𝑇0, 𝑠 = 1, . . . ,𝑚− 1; (17)

ℎ𝑠+1 − ℎ𝑠 < 𝑛𝑇0 + 𝑎(1− 𝑒−𝑛𝑏𝑡0), 𝑠 = 1, . . . ,𝑚− 1. (18)

Тогда уравнение (12) с любой начальной функцией из множества (13) имеет 𝑇 -периодическое
решение

𝑥(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥0(𝑡), 𝑡 ∈ [0, ℎ1]

𝑦0(𝑥
(𝑠)
0 , 𝑡− ℎ𝑠), 𝑡 ∈ [ℎ𝑠, ℎ𝑠 + 𝑡0 + (𝑛− 1)𝑇0],

𝑠 = 1, . . . ,𝑚,

𝑡− ℎ𝑠 − 𝑡0 − (𝑛−1)𝑇0 + 𝑦0(𝑥
(𝑠)
0 , 𝑡0 + (𝑛−1)𝑇0), 𝑡 ∈ [ℎ𝑠 + 𝑡0 + (𝑛−1)𝑇0, ℎ𝑠+1],

𝑠 = 1, . . . ,𝑚− 1,

𝑡− ℎ𝑚 − 𝑡0 − (𝑛−1)𝑇0 + 𝑦0(𝑥
(𝑚)
0 , 𝑡0 + (𝑛−1)𝑇0), 𝑡 ∈ [ℎ𝑚 + 𝑡0 + (𝑛− 1)𝑇0, 𝑇 ],

(19)

𝑇 = ℎ𝑚 + 𝑡0 + (𝑛− 1)𝑇0 −
(︂
𝑥
(𝑚)
𝑛−1 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏𝑡0 − 1

𝑏
− 𝑐. (20)

Величины 𝑥
(𝑠)
0 обозначают значения решения 𝑥(𝑡) в точках ℎ𝑠. Схематичный график функции

𝑥(𝑡) изображен на рис. 4.
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Рис. 4. Функция 𝑥(𝑡) при 𝑛 = 2, 𝑚 = 3

Fig. 4. The function 𝑥(𝑡) for 𝑛 = 2, 𝑚 = 3

Подробное доказательство теоремы 1 изложено в разделе 3. Ограничимся здесь описанием
смысла приведенных в теореме условий на параметры.

Двойное неравенство (16) означает, что момент времени 𝑡 = ℎ1 попадает на 𝑛-й период
функции 𝑥0(𝑡), причем на отрезок, где 𝑥0(𝑡) возрастает и отрицательна (см. рис. 1).

Ограничение (17) означает, что длины отрезков [ℎ𝑠, ℎ𝑠+1] больше длины промежутка, на
котором решение 𝑥(𝑡) совпадает с функцией 𝑥0(𝑡) и меняет знак (до последней точки положи-
тельности на периоде).

Неравенства (18) обеспечивают отрицательность величин 𝑥
(𝑠)
0 при 𝑠 = 1, . . . ,𝑚. Это будет

доказано в лемме 6.

2.2. Разрешимость уравнения периодов. Для периода 𝑇 , описанного формулой (20),
удается доказать утверждение о разрешимости уравнения периодов (8).

Теорема 2. Зафиксируем натуральные числа 𝑚 ⩾ 2 и 𝑛. Пусть

1) параметры 𝑎 > 0, 𝑏 > 0;
2) значение 𝑐 удовлетворяет ограничениям (15) и

𝑐 > −2𝑎− 1

𝑏
− 𝑎+ 1

1− 𝑒−𝑏𝑡0
; (21)

3) запаздывания ℎ𝑠 удовлетворяют (16) и (11).

Тогда существуют ∆ ∈ R ∖ {0} и 𝑝 ∈ Z ∖ {0}, удовлетворяющие уравнению (8), причем

𝑡0 + (𝑛− 1)𝑇0 < |∆| < 𝑛𝑇0 + 𝑎(1− 𝑒−𝑛𝑏𝑡0). (22)

Неравенство (22) означает, что для ℎ𝑠+1 − ℎ𝑠 = |∆| выполнены условия (17) и (18) теоремы 1.
Доказательство теоремы приведено в пункте 4.

2.3. Периодическое решение исходной системы. Наличие подходящего параметра ∆
обеспечивает существование периодического решения исходной системы в виде дискретной
бегущей волны. Таким образом, из теорем 1 и 2 вытекает следующий результат.

Теорема 3. Пусть

1) 𝑛 — фиксированное натуральное число,
2) параметры 𝑎, 𝑏, 𝑐, ℎ𝑠 (𝑠 = 1, . . . ,𝑚) удовлетворяют условиям теоремы 1,
3) λ > 0,
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4) ∆ ̸= 0 удовлетворяет уравнению периодов (8) при некотором целом 𝑝 ̸= 0, тогда суще-
ствует ℎ такое, что система (4) имеет (𝑚+ 1)! сосуществующих решений вида

𝑢𝑘 = 𝑒λ𝑥(𝑡+𝑗𝑘∆), (23)

где 𝑥(𝑡) описывается формулой (19), 𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑚 представляют собой некоторую перестановку
номеров 0, 1, . . . ,𝑚. При этом каждая компонента обладает на периоде 𝑛 «высокоамплитуд-
ными» (порядка 𝑒λ) всплесками, после которых следует промежуток с «малыми» (порядка 𝑒−λ)
значениями функции 𝑢𝑘(𝑡). Величина (𝑚+ 1)∆ кратна периоду этого решения.

u

t

Рис. 5. Функция 𝑢(𝑡) с bursting-эффектом, содержащая 𝑛=2

всплеска на периоде

Fig. 5. A function 𝑢(𝑡) with a bursting effect, containing 𝑛 = 2

bursts per period

Поведение компонент решения, описан-
ное в теореме, естественно называть bursting-
эффектом (см. рис. 5).

С учетом (5) и сделанной экспоненциаль-
ной замены 𝑢 = 𝑒λ𝑥 справедливость теоремы 3
следует из теоремы 1 и теоремы 2. Отметим
способ выбора параметра ℎ. Если ℎ1 > ∆, то
ℎ = ℎ1 − ∆. Если ℎ1 < ∆, то можно взять
ℎ = ∆− ℎ1.

3. Доказательство теоремы 1

На промежутке [0, ℎ1] функция 𝐻(𝑥(𝑡 − ℎ1), . . . , 𝑥(𝑡 − ℎ𝑚)) равна 0, следовательно,
на текущем отрезке 𝑥(𝑡) отыскивается из начальной задачи Коши⎧⎨⎩�̇� = 𝑅(𝑥(𝑡− 1)),

𝑥(𝑡)|𝑡∈[−ℎ𝑚,0] = 3(𝑡).
(24)

Решение задачи (24) — периодическая функция 𝑥0(𝑡), описанная формулами (3). Эта функ-
ция изображена на рис. 1. Она обращается в ноль в точках

𝑘𝑇0, 𝑡0 + 𝑘𝑇0, 𝑘 = 0, 1, . . . (25)

и терпит излом в точках
1 + 𝑘𝑇0, 𝑡0 + 1 + 𝑘𝑇0, 𝑘 = 0, 1, . . . . (26)

По условию теоремы 1 величина ℎ1 попадает на 𝑛-й период функции 𝑥0(𝑡). Более точно: ограни-
чение (16) гарантирует, что ℎ1 попадает на отрезок периода функции 𝑥0(𝑡), где она возрастает и
отрицательна.

Уравнение (12) на промежутке [ℎ1, ℎ2] принимает вид

�̇� = 1 + (𝑐− 𝑥)𝐻(𝑥0(𝑡− ℎ1),3(𝑡− ℎ2) . . . ,3(𝑡− ℎ𝑚)).

Первый аргумент функции 𝐻 меняет знак, а аргументы со 2-го по 𝑚-й отрицательны. Значит,
значение функции 𝐻 здесь определяется знаком ее первого аргумента 𝑥0(𝑡 − ℎ1). На отрезках
[ℎ1 + 𝑘𝑇0, ℎ1 + 𝑡0 + 𝑘𝑇0], 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1 функция 𝑥0(𝑡 − ℎ1) положительна, а на отрезках
[ℎ1+ 𝑡0+𝑘𝑇0, ℎ1+ 𝑡0+(𝑘+1)𝑇0] отрицательна. Обозначим значение функции 𝑥 в точках ℎ1+𝑘𝑇0

через 𝑥(1)𝑘 , эти величины предстоит определить. Таким образом, в зависимости от знака 𝑥0(𝑡− ℎ1)

на отрезке [ℎ1, ℎ1 + 𝑡0 + (𝑛− 1)𝑇0] получаем одну из двух возможных задач Коши.

Преображенский И. Е., Преображенская М. М.
Известия вузов. ПНД, 2024, т. 32, № 5 661



1. При 𝑡 ∈ [ℎ1 + 𝑘𝑇0, ℎ1 + 𝑡0 + 𝑘𝑇0], 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1,⎧⎨⎩�̇� = 1 + (𝑐− 𝑥)𝑏,

𝑥|𝑡=ℎ1+𝑘𝑇0 = 𝑥
(1)
𝑘 ,

(27)

откуда

𝑥(𝑡) =

(︂
𝑥
(1)
𝑘 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏(𝑡−ℎ1−𝑘𝑇0) +

1

𝑏
+ 𝑐. (28)

2. При 𝑡 ∈ [ℎ1 + 𝑡0 + 𝑘𝑇0, ℎ1 + (𝑘 + 1)𝑇0], 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 2,⎧⎨⎩�̇� = 1,

𝑥|ℎ1+𝑡0+𝑘𝑇0 =

(︂
𝑥
(1)
𝑘 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐.

(29)

Здесь начальное значение определяется формулой (28). Решение задачи Коши (29) имеет вид

𝑥(𝑡) = 𝑡− ℎ1 − 𝑡0 − 𝑘𝑇0 +

(︂
𝑥
(1)
𝑘 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐 (30)

Тем самым доказано, что на отрезке [ℎ,ℎ1+ 𝑡0+𝑘𝑇0] решение 𝑥(𝑡) уравнения (12) совпадает

с функцией 𝑦0(𝑥
(1)
0 , 𝑡− ℎ1), описанной формулой (14), 𝑥(1)0 = 𝑥0(ℎ1). При этом

𝑥
(1)
𝑘 = 𝑦0(𝑥

(1)
0 , 𝑘𝑇0).

Далее докажем две леммы, описывающие поведение последовательности 𝑥
(1)
𝑘 .

Лемма 1. Последовательность 𝑥
(1)
𝑘 задается формулой

𝑥
(1)
𝑘 = (𝑎+ 1)

1− 𝑒−𝑘𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑏𝑡0
+

(︂
𝑥
(1)
0 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑘𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐. (31)

Доказательство. Учитывая рекуррентную форму 𝑦0 и то, что 𝑇0 − 𝑡0 = 𝑎 + 1, получаем
рекуррентную последовательность для 𝑥

(1)
𝑘 :

𝑥
(1)
𝑘+1 = 𝑎+ 1 +

(︂
𝑥
(1)
𝑘 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐. (32)

Отсюда, суммируя соответствующую геометрическую прогрессию, накапливающуюся в коэффи-
циенте при (𝑎+ 1), найдем явную формулу для вычисления 𝑥

(1)
𝑘 :

𝑥
(1)
𝑘 = (𝑎+ 1)

1− 𝑒−𝑘𝑏𝑡0

1− 𝑒𝑏𝑡0
+

(︂
𝑥
(1)
0 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑘𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐.

Лемма 1 доказана.
Докажем лемму о монотонности последовательности 𝑥

(1)
𝑘 .

Лемма 2. Пусть параметры 𝑎, 𝑏, 𝑐 удовлетворяют неравенству (15). Тогда последовательность

𝑥
(1)
𝑘 , описанная формулой (31), убывает.
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Доказательство. Докажем, что
𝑥
(1)
𝑘+1 < 𝑥

(1)
𝑘 .

Это неравенство, с учетом (31), эквивалентно следующему неравенству:

(𝑎+ 1)
1− 𝑒−(𝑘+1)𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑏𝑡0
+

(︂
𝑥
(1)
0 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−(𝑘+1)𝑏𝑡0 < (𝑎+ 1)

1− 𝑒−𝑘𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑏𝑡0
+

(︂
𝑥
(1)
0 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑘𝑏𝑡0 ,

откуда следует

𝑐 < 𝑥
(1)
0 −

1

𝑏
− 𝑎+ 1

1− 𝑒−𝑏𝑡0
.

Последнее неравенство справедливо, поскольку 𝑥
(1)
0 = 𝑥0(ℎ1) > 𝑥0(𝑡0 + 1 + (𝑛 − 1)𝑇0) = −𝑎,

и по условию (15) выполняется.
В рамках предположения (16) справедливо 𝑥

(1)
0 = 𝑥0(ℎ1) = ℎ1 − 𝑛𝑇0 < 0, поэтому лем-

ма 2 и убывание экспоненты в составе функции 𝑦0 обеспечивают отрицательность решения на
промежутке [ℎ1, ℎ1 + 𝑡0 + (𝑛− 1)𝑇0].

Следующий промежуток построения начинается в точке ℎ1 + 𝑡0 + (𝑛− 1)𝑇0 и продлится
либо до точки ℎ2, либо до очередного корня, увеличенного на 1. Здесь задача принимает вид⎧⎨⎩�̇� = 1,

𝑥|𝑡=ℎ1+𝑡0+(𝑛−1)𝑇0
=

(︂
𝑥
(1)
𝑛−1 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐,

откуда

𝑥(𝑡) = 𝑡− ℎ1 − 𝑡0 − (𝑛− 1)𝑇0 +

(︂
𝑥
(1)
𝑛−1 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐. (33)

Подставляя ℎ2 в формулу (33), используя (31), неравенства (18), (15) и отрицательность 𝑥
(1)
0 ,

убеждаемся, что 𝑥(ℎ2) < 0. Это означает, что ℎ2 меньше следующего корня функции 𝑥(𝑡). Таким
образом, текущий промежуток построения — это [ℎ1 + 𝑡0 + (𝑛− 1)𝑇0, ℎ2], и на нем справедлива
формула (33).

Далее решение строится аналогично тому, как это было сделано на промежутке [ℎ1, ℎ2].

Лемма 3. При 𝑡 ∈ [ℎ𝑠, ℎ𝑠 + 𝑡0 + (𝑛 − 1)𝑇0], 𝑠 = 1, . . . ,𝑚 функция 𝐻 имеет один аргумент с
чередующимся знаком (это 𝑥(𝑡 − ℎ𝑠)), а остальные аргументы отрицательны. На отрезках
[ℎ𝑠 + 𝑡0 + (𝑛− 1)𝑇0, ℎ𝑠+1], 𝑠 = 1, . . . ,𝑚− 1 все аргументы функции 𝐻 отрицательны.

Доказательство леммы проводится методом математической индукции и включает в себя несколь-
ко лемм о поведении величин 𝑥

(𝑠)
𝑘 .

На каждом из промежутков [ℎ𝑠, ℎ𝑠 + 𝑡0 + (𝑛 − 1)𝑇0] при решении уравнения возникают
задачи Коши, аналогичные задачам (27) и (29).

1. При 𝑡 ∈ [ℎ𝑠 + 𝑘𝑇0, ℎ𝑠 + 𝑡0 + 𝑘𝑇0], 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1, 𝑠 = 1, . . . ,𝑚⎧⎨⎩�̇� = 1 + (𝑐− 𝑥)𝑏,

𝑥|𝑡=ℎ𝑠+𝑘𝑇0 = 𝑥
(𝑠)
𝑘 .

(34)

Последовательность 𝑥
(𝑠)
𝑘 равна значениям функции 𝑥(𝑡) в точках ℎ𝑠 + 𝑘𝑇0. Они будут описаны

рекуррентными соотношениями ниже. Из (34) находим

𝑥(𝑡) =

(︂
𝑥
(𝑠)
𝑘 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏(𝑡−ℎ𝑠−𝑘𝑇0) +

1

𝑏
+ 𝑐. (35)
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Подставляя 𝑡 = ℎ𝑠 + 𝑡0 + 𝑘𝑇0 в (35), получаем начальное значение для следующей по номеру
задачи Коши.

2. При 𝑡 ∈ [ℎ𝑠 + 𝑡0 + 𝑘𝑇0, ℎ𝑠 + (𝑘 + 1)𝑇0], 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 2, 𝑠 = 1, . . . ,𝑚⎧⎪⎨⎪⎩
�̇� = 1,

𝑥|ℎ𝑠+𝑡0+𝑘𝑇0 =

(︂
𝑥
(𝑠)
𝑘 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐,

откуда
𝑥(𝑡) = 𝑡− ℎ𝑠 − 𝑡0 − 𝑘𝑇0 +

(︂
𝑥
(𝑠)
𝑘 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐. (36)

3. При 𝑡 ∈ [ℎ𝑠 + 𝑡0 + (𝑛− 1)𝑇0, ℎ𝑠+1], 𝑠 = 1, . . . ,𝑚− 1⎧⎪⎨⎪⎩
�̇� = 1,

𝑥|ℎ𝑠+𝑡0+(𝑛−1)𝑇0
=

(︂
𝑥
(𝑠)
𝑛−1 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐,

откуда
𝑥(𝑡) = 𝑡− ℎ𝑠 − 𝑡0 − (𝑛− 1)𝑇0 +

(︂
𝑥
(𝑠)
𝑛−1 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐. (37)

Для завершения доказательства сформулируем еще 3 леммы.

Лемма 4. Последовательности 𝑥
(𝑠)
𝑘 при 𝑠 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1 задаются формулами

𝑥
(1)
0 = 𝑥0(ℎ1), 𝑥

(𝑠+1)
𝑘 = (|∆| − 𝑛𝑇0)

1− 𝑒−𝑠𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑛𝑏𝑡0
𝑒−𝑘𝑏𝑡0 + (𝑎+ 1)

1− 𝑒−(𝑠𝑛+𝑘)𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑏𝑡0
+

+

(︂
𝑥
(1)
0 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−(𝑠𝑛+𝑘)𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐. (38)

Доказательство. Аналогично тому, как была получена формула (31), найдем

𝑥
(𝑠)
𝑘 = (𝑎+ 1)

1− 𝑒−𝑘𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑏𝑡0
+

(︂
𝑥
(𝑠)
0 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑘𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐. (39)

Формула (37) при 𝑡 = ℎ𝑠+1 дает значение для величины 𝑥
(𝑠+1)
0 :

𝑥
(𝑠+1)
0 = ℎ𝑠+1 − ℎ𝑠 − 𝑡0 − (𝑛− 1)𝑇0 +

(︂
𝑥
(𝑠)
𝑛−1 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐, (40)

Подставляя в (40) формулу (39) при 𝑘 = 𝑛− 1 и учитывая равенство 𝑇0 − 𝑡0 = 𝑎+ 1, получаем
рекуррентную зависимость 𝑥

(𝑠+1)
0 от 𝑥

(𝑠)
0 :

𝑥
(𝑠+1)
0 = ℎ𝑠+1 − ℎ𝑠 − 𝑛𝑇0 + (𝑎+ 1)

1− 𝑒−𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑏𝑡0
+

(︂
𝑥
(𝑠)
0 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑛𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐. (41)

Отсюда, суммируя геометрическую прогрессию и учитывая, что ℎ𝑠+1 − ℎ𝑠 = |∆|, получаем

𝑥
(𝑠+1)
0 = (|∆| − 𝑛𝑇0)

1− 𝑒−𝑠𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑛𝑏𝑡0
+ (𝑎+ 1)

1− 𝑒−𝑠𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑏𝑡0
+

(︂
𝑥
(1)
0 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑠𝑛𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐. (42)

Из формул (39) и (42) следует (38).
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Лемма 5. Пусть параметры 𝑎, 𝑏, 𝑐 удовлетворяют неравенству (15). Тогда последовательности

𝑥
(𝑠)
𝑘 , 𝑠 = 1, . . . ,𝑚, описанные формулами (38), убывают по 𝑘 при фиксированном 𝑠.

Эта лемма доказывается аналогично лемме 2.
Следующая лемма гарантирует отрицательность значений функции 𝑥 в точках ℎ𝑠.

Лемма 6. Пусть параметры 𝑎, 𝑏, 𝑐, ℎ𝑠 (𝑠 = 1, . . . ,𝑚) удовлетворяют условиям (18) и (15),

тогда величины 𝑥
(𝑠)
0 < 0 при 𝑠 = 1, . . . ,𝑚.

Доказательство. Докажем утверждение методом математической индукции. Из условия (16) сле-
дует, что 𝑥

(1)
0 = 𝑥0(ℎ1) = ℎ1 − 𝑛𝑇0 < 0. Это означает выполнение базы индукции. Предположим,

что 𝑥
(𝑠)
0 < 0, тогда, применяя к (41) неравенства (18) и 𝑐+ 1

𝑏 < −𝑎− 𝑎+1
1−𝑒−𝑏𝑡0

, которое следует из
(15), получим

𝑥
(𝑠+1)
0 = ℎ𝑠+1−ℎ𝑠−𝑛𝑇0+(𝑎+1)

1− 𝑒−𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑏𝑡0
+𝑥

(𝑠)
0 𝑒−𝑛𝑏𝑡0+

(︂
1

𝑏
+ 𝑐

)︂
(1−𝑒−𝑛𝑏𝑡0) < 𝑥

(𝑠)
0 𝑒−𝑛𝑏𝑡0 < 0.

Лемма 6 доказана.
Леммы 2 и 6 гарантируют отрицательность значений решения 𝑥(𝑡) при 𝑡 ∈ [ℎ𝑠, ℎ𝑠+1], тем

самым обосновывается индукционный переход доказательства леммы 3.
На заключительном этапе построения решения получим задачу Коши⎧⎪⎨⎪⎩

�̇� = 1,

𝑥|𝑡=ℎ𝑚+𝑡0+(𝑛−1)𝑇0
=

(︂
𝑥
(𝑚)
𝑛−1 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐,

откуда

𝑥(𝑡) = 𝑡− ℎ𝑚 − 𝑡0 − (𝑛− 1)𝑇0 +

(︂
𝑥
(𝑚)
𝑛−1 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏𝑡0 +

1

𝑏
+ 𝑐. (43)

Правая часть уравнения (12) оказывается равна 1, поскольку все аргументы 𝐻 отрицательны
после 𝑡 = ℎ𝑚 + 𝑡0 + (𝑛 − 1)𝑇0. Эта ситуация сохранится на отрезке [ℎ𝑚 + 𝑡0 + (𝑛 − 1)𝑇0, 𝑇 ],
где через 𝑇 обозначен первый ноль функции 𝑥(𝑡), больший (𝑛− 1)𝑇0+ 𝑡0 (положительный корень
с номером 2𝑛). Из формулы (43) следует (20).

Лемма 7. Пусть 𝑥(𝑡) — построенное на отрезке [0, 𝑇 ] решение уравнения (12), описанное
формулами (3) при 𝑡 ∈ [0, ℎ1], (35), (36) и (37) при 𝑡 ∈ [ℎ1, ℎ𝑚 + 𝑡0 + (𝑛 − 1)𝑇0], (43) при
𝑡 ∈ [ℎ𝑚+𝑡0+(𝑛−1)𝑇0, 𝑇 ]. Тогда функция 𝑥(𝑡+𝑇 ) при 𝑡 ∈ [−ℎ𝑚, 0] принадлежит множеству (13).

Доказательство. Докажем, что промежуток ((𝑛−1)𝑇0+ 𝑡0, 𝑇 ), на котором 𝑥(𝑡) < 0, имеет длину
больше ℎ𝑚. Действительно,

𝑇 − (𝑛− 1)𝑇0 − 𝑡0 = ℎ𝑚−
(︂
𝑥
(𝑚)
𝑛−1 −

1

𝑏
− 𝑐

)︂
𝑒−𝑏𝑡0 − 1

𝑏
− 𝑐⏟  ⏞  

=−𝑥(ℎ𝑠)>0

> ℎ𝑠.

Тогда промежуток [𝑇 − ℎ𝑚, 𝑇 ) вложен в ((𝑛− 1)𝑇0 + 𝑡0, 𝑇 ), причем 𝑥(𝑇 ) = 0.
Лемма 7 обеспечивает 𝑇 -периодичность построенного решения 𝑥(𝑡).
Теорема 1 полностью доказана.
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4. Доказательство теоремы 2

Отметим, что в уравнении периодов (8), в силу положительности 𝑇 и 𝑚+ 1, величины ∆
и 𝑝 имеют одинаковый знак, поэтому можно записать

𝑇 =
(𝑚+ 1)|∆|
|𝑝|

. (44)

Приведем явную формулу для вычисления периода 𝑇 . Подставляя (38) в (20), а также
учитывая, что ℎ𝑚 = ℎ1 + (𝑚− 1)|∆| и 𝑥

(1)
0 = ℎ1 − 𝑛𝑇0, получаем

𝑇 = |∆|
(︁
𝑚− 1− 𝑒−𝑚𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑛𝑏𝑡0

)︁
+ ℎ1(1− 𝑒−𝑚𝑛𝑏𝑡0) + 𝑛𝑇0

1− 𝑒−(𝑚+1)𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑛𝑏𝑡0
−

− (𝑎+ 1)
1− 𝑒−𝑚𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑏𝑡0
− 1

𝑏
− 𝑐. (45)

Из (44) и (45) следует

(
𝑚+ 1

|𝑝|
−𝑚+

1− 𝑒−𝑚𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑛𝑏𝑡0
)|∆| =

= ℎ1(1− 𝑒−𝑚𝑛𝑏𝑡0) + 𝑛𝑇0
1− 𝑒−(𝑚+1)𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑛𝑏𝑡0
− (𝑎+ 1)

1− 𝑒−𝑚𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑏𝑡0
− 1

𝑏
− 𝑐. (46)

Здесь коэффициент при |∆| положителен, так как 𝑚+1
|𝑝| > 𝑚 и экспонента с отрицательным

показателем меньше 1. Правая часть положительна в силу неравенства (15), из которого следует

−(𝑎+ 1)
1− 𝑒−𝑚𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑏𝑡0
− 1

𝑏
− 𝑐 > −(𝑎+ 1)

1− 𝑒−𝑚𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑏𝑡0
+ 𝑎+

𝑎+ 1

1− 𝑒−𝑏𝑡0
=

(𝑎+ 1)𝑒−𝑚𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑏𝑡0
+ 𝑎 > 0.

Таким образом, мы убедились в корректности нахождения ∆ из уравнения (46) и можем записать

|∆| =
ℎ1(1− 𝑒−𝑚𝑛𝑏𝑡0) + 𝑛𝑇0

1− 𝑒−(𝑚+1)𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑛𝑏𝑡0
− (𝑎+ 1)

1− 𝑒−𝑚𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑏𝑡0
− 1

𝑏
− 𝑐

𝑚+ 1

|𝑝|
−𝑚+

1− 𝑒−𝑚𝑛𝑏𝑡0

1− 𝑒−𝑛𝑏𝑡0

.

Теперь остается проверить справедливость ограничений (22). Допустим, |𝑝| = 1,
тогда 𝑚+1

|𝑝| −𝑚 = 1. Применяя неравенства (15), (21) и (16), получим требуемое.
Теорема 2 доказана.

Заключение

Нами введена система (4), моделирующая полносвязную цепочку 𝑚 + 1 нейронов с си-
наптической запаздывающей связью. Для нее доказана теорема 3 о сосуществовании (𝑚 + 1)!

периодических решений в виде дискретных бегущих волн с bursting-эффектом. С этой целью
для вспомогательного уравнения (12) c 𝑚 упорядоченными запаздываниями ℎ1, . . . , ℎ𝑚 доказана
теорема 1 о существовании специального периодического режима. После чего доказана теорема 2
о разрешимости уравнения периодов.
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Отметим, что ограничение (16) в теореме 1 носит искусственный характер. Величина ℎ1
попадает на некоторый период функции 𝑥0(𝑡), номер которого обозначен через 𝑛. При этом
возможны четыре случая взаимного расположения точек (25), (26) и ℎ1:

(I) (𝑛− 1)𝑇0 < ℎ1 < (𝑛− 1)𝑇0 + 1;
(II) (𝑛− 1)𝑇0 + 1 < ℎ1 < (𝑛− 1)𝑇0 + 𝑡0;

(III) (𝑛− 1)𝑇0 + 𝑡0 < ℎ1 < (𝑛− 1)𝑇0 + 𝑡0 + 1;
(IV) (𝑛− 1)𝑇0 + 𝑡0 + 1 < ℎ1 < 𝑛𝑇0.

Для определенности нами подробно рассмотрен случай (IV), для которого доказана теорема 1.
В остальных случаях можно доказать аналогичные утверждения, в которых форма решения
немного отличается от (19), но сохраняется общая идея чередования промежутков с положитель-
ными и отрицательными значениями, что обеспечивает наличие bursting-эффекта у функции 𝑢(𝑡).
Таким образом, bursting-эффект может сохраняться при изменении ℎ1 в более широком диапазоне.
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Аннотация. Цель настоящего исследования — разработка и исследование модели астроцитарной регуляции пачечной
динамики импульсной нейронной сети с синаптической пластичностью в тормозных синапсах. Методы. В качестве
модели нейрона была использована модель «сброса и накопления». Для описания динамики синаптических связей была
использована модель зависимого от проводимости синапса с соответствующим характерным временем релаксации для
возбуждающих и тормозных синапсов. При этом в динамике тормозных синапсов между возбуждающими и тормозны-
ми нейронами была использована модель тормозной синаптической пластичности, описанная в работе Вогеля. В то же
время динамика возбуждающих синапсов регулировалась среднеполевой моделью концентрации глиотрансмиттера.
Результаты. Была разработана и исследована модель регуляции пачечной динамики в нейрон-глиальной сети с тор-
мозной синаптической пластичностью. Были получены основные динамические режимы нейронной активности
в отсутствие регуляций, в присутствии только синаптической пластичности и в присутствии также астроцитарной
регуляции синаптической передачи. Было проведено исследование влияния астроцитарной модуляции на частоту
пачечной активности нейронной сети. Заключение. В результате исследования показана возможность управления па-
чечной активностью импульсной нейронной сети за счет учета тормозной синаптической пластичности для тормозных
синапсов между тормозными и возбуждающими нейронами, а также астроцитарной модуляции возбуждающих синап-
сов. Астроцитарная модуляция синаптической передачи может выступать дополнительным механизмом поддержания
гомеостаза в нейронной сети, помимо синаптической передачи, существующей на более быстром временном масштабе.

Ключевые слова: импульсная нейронная сеть, рекуррентная сеть, трехчастный синапс, синаптическая пластичность,
нейрон, астроцит.
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Abstract. The purpose of this study is to develop and investigate a model of astrocytic regulation of burst dynamics of a spiking
neural network with synaptic plasticity in inhibitory synapses Methods. The “integrate and firing” model was used as a neuron
model. To describe the dynamics of synaptic connections, a conductance-dependent synapse model with corresponding
characteristic relaxation times for excitatory and inhibitory synapses was used. At the same time, inhibitory synaptic plasticity,
described by the Vogel model, was used in the dynamics of inhibitory synapses between excitatory and inhibitory neurons.
At the same time, the dynamics of excitatory synapses was regulated by the mean-field model of gliotransmitter concentration.
Results. A model for the regulation of burst dynamics in a neuron-glial network with inhibitory synaptic plasticity
was developed and studied. The main dynamic modes of neuronal activity were obtained in the absence of regulation,
in the presence of only synaptic plasticity, and in the presence of also astrocytic regulation of synaptic transmission.
A study was conducted of the influence of astrocytic modulation on the frequency of burst activity of the neural network.
Conclusion. The study showed the possibility of controlling the burst activity of a spiking neural network by taking into
account inhibitory synaptic plasticity for inhibitory synapses between inhibitory and excitatory neurons, as well as astrocytic
modulation of excitatory synapses. Astrocytic modulation of synaptic transmission may act as an additional mechanism
for maintaining homeostasis in the neural network beyond synaptic transmission, which exists on a faster time scale.

Keywords: spiking neural network, recurrent network, tripartite synapse, synaptic plasticity, neuron, astrocyte.
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Введение

Пачечная динамика, характеризующаяся синхронизацией импульсов в группах нейронов,
повышает синаптическую надежность и избирательность связи внутри импульсных нейронных
сетей [1]. Управление пачечной динамикой имеет решающее значение для точной обработки
информации и стабильности сети [2]. Пачечная динамика, находящаяся под влиянием таких
факторов, как возбуждающие и тормозящие связи, топология сети и свойства отдельных нейронов,
играет значительную роль в сетевых взаимодействиях [3]. Временные аспекты пачечной динамики
важны для чувствительного ко времени обучения и пластичности, так как помогают связывать
нейроны на основе паттернов возбуждения [4].

В диссоциированных нейрональных культурах популяционные пачки демонстрируют ква-
зисинхронную динамику, представляя собой высокочастотные последовательности импульсов,
вовлекающие большинство нейронов сети в пределах определенного временного окна. Эти пачки
кодируют различные динамические состояния сети [5–7]. Механизмы синхронизации нейронов
включают свойства нейронов и сетей, а также нейромодуляцию, опосредованную различными
нейромодуляторами. Хотя большинство из них действуют в миллисекундном масштабе времени,
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нейромодуляция с участием глиальных клеток (астроцитов) действует в секундном временном
масштабе, а молекулы внеклеточного матрикса действуют в течение нескольких минут или
часов [8–18].

Функциональность мозга от базового двигательного контроля до высших когнитивных
функций зависит от регуляций синаптических связей [19]. Хотя возбуждающие синапсы историче-
ски привлекали больше внимания, недавние исследования показали важность тормозных связей
в формировании сложных состояний мозга [20]. Зависимые от активности изменения, такие как
долговременная потенциация (LTP) и долговременная депрессия (LTD), происходят в тормозных
синапсах по всему мозгу, но изучение этих изменений затруднено из-за разнообразия тормозных
интернейронов и путей [21].

Интересным феноменом в современной нейробиологии является тормозная синаптическая
пластичность, которая включает в себя различные молекулярные и функциональные механизмы,
влияющие на возбудимость нейронов и персистентную пластичность [22]. Понимание ключевой
роли и механизмов тормозной синаптической пластичности имеет решающее значение, поскольку
она существенно влияет на обучение, память и баланс между возбуждением и торможением
в нейронной сети [23]. Тормозная пластичность охватывает разнообразные формы, включая
модуляцию пресинаптического высвобождения, изменения активности постсинаптических ре-
цепторов и гетеросинаптическую пластичность, запускаемую близлежащими синапсами [24].
Различные области мозга демонстрируют разные механизмы индукции тормозной синаптической
пластичности, часто связанные с передачей сигналов кальция, активацией рецепторов NMDA и
ретроградными мессенджерами, такими как оксид азота (NO) и эндоканнабиноиды (eCB) [25].

Гетеросинаптическая тормозная синаптическая пластичность широко изучена и играет
жизненно важную роль в балансировании процессов возбуждения и торможения в нейронной
сети, особенно во время развития [26]. Пресинаптические LTP и LTD, опосредованные NMDA-
рецепторами или эндоканнабиноидами, способствуют динамической регуляции высвобождения
тормозных нейротрансмиттеров [27, 28]. Помимо гетеросинаптической пластичности, гомоси-
наптические механизмы, включающие прямые ГАМКергические связи, могут индуцировать
тормозную синаптическую пластичность [29]. Кальций-зависимые изменения в ГАМКергических
соединениях и динамике постсинаптических рецепторов играют решающую роль в модуляции
тормозной силы [30, 31]. Тоническое торможение, опосредованное экстрасинаптическими ре-
цепторами, претерпевает пластичность под влиянием различных сигнальных путей, включая
глутаматергическую и каннабиноидную системы [32, 33]. Хотя правила обучения тормозной
синаптической пластичности менее понятны по сравнению с синаптической пластичностью в
возбуждающих синапсах, пластичность, зависящая от времени возникновения импульсов (STDP),
была идентифицирована для некоторых ГАМКергических синапсов [34]. Правила STDP варьиру-
ются в зависимости от области мозга и могут приводить либо к потенцированию, либо к депрессии
тормозных синапсов в зависимости от времени пре- и постсинаптической активации [35, 36].

Функциональная роль тормозной синаптической пластичности выходит за рамки синапти-
ческой модуляции: она способствует поддержанию баланса возбуждения / торможения, который
имеет решающее значение для правильного функционирования нейронных сетей [37]. В ряде
теоретических работ было показано, что тормозная синаптическая пластичность стабилизиру-
ет динамику сети, предотвращает доминирование определенных групп нейронов и регулирует
представление стимулов [38–40]. Более того, тормозная синаптическая пластичность является
неотъемлемой частью процессов обучения и памяти, формирования сетевых путей и облегчения
координации движений [41, 42].

В работе [43] были исследованы кортикальные нейроны, поддерживающие баланс между
возбуждающими и тормозными синаптическими токами за счет синаптической пластичности
тормозных синапсов. Было показано, что тормозная пластичность в рекуррентных сетях служит
гомеостатическим механизмом, приводящим к асинхронным нерегулярным состояниям сети.
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Кроме того, это предполагает, что этот механизм позволяет формировать и поддерживать синапти-
ческие воспоминания, которые могут быть реактивированы внешними раздражителями.

Астроциты, играющие ключевую роль в синаптической передаче информации, высвобож-
дают глиотрансмиттеры, такие как глутамат, АТФ, D-серин и ГАМК, воздействуя как на пре-,
так и на постсинаптические компоненты [44, 45]. Их взаимодействия с пресинаптическими и
постсинаптическими терминалями составляют концепцию трехчастного синапса [45,46]. В ряде
теоретических работ математические модели нейрон-глиального взаимодействия представляют ли-
бо в виде нейрона, окруженного глией [47,48], либо в виде частотно-избирательного фильтра [49],
либо модулятора пресинаптической активности нейрона [50]. Было также показано на уровне
сетевых и среднеполевых моделей, что астроциты способствуют синаптической пластичности,
обучению и нейронной синхронизации [51–58]. Нейрон-глиальные взаимодействия различаются в
зависимости от структурной и функциональной связи. Модели (импульсных) нейронных сетей,
включающие астроциты, демонстрируют улучшение кратковременной памяти [59–64]. В ряде
экспериментальных работ было показано, что астроциты участвуют в регуляции синхронизации
нейронов по типу режимов «вверх-вниз» [65].

В данной работе предлагается новая модель импульсной нейронной сети с синаптической
пластичностью тормозных синапсов и астроцитарной регуляцией синаптической передачи в
возбуждающих синапсах. В случае активности только тормозной пластичности модель импульсной
нейронной сети демонстрирует асинхронную активность нейронов, в то же время присутствие
астроцитарной регуляции синаптической передачи в возбуждающих синапсах позволяет сохранить
синхронизацию нейронов и формирование пачечной динамики.

1. Методика

1.1. Математическая модель нейрона. Модель нейрона типа «сброса и накопления»
использовалась для моделирования динамики нейронов. Эта модель объединяет сложные био-
физические процессы в базовую структуру, фокусируясь на интеграции входящих сигналов и
генерации импульсов при достижении порогового значения. В отличие от детальных моделей,
таких как модель Ходжкина-Хаксли, она упрощает динамику до двоичных событий «генерация
импульсов» или «не генерация импульсов», помогая понять обработку информации нейронами.
Она эффективна в вычислительном отношении и часто используется при моделировании крупно-
масштабных сетей. Для оптимизации синаптических связей в модель были включены возбуждаю-
щие (𝑔exc) и тормозные (𝑔inh) синапсы, динамика которых определялась проводимостями⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐶𝑚
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝑔𝑙(𝑉 − 𝐸𝑙)− (𝑔exc𝑉 + 𝑔inh(𝑉 − 𝐸𝑟)) + 𝐼ext,

𝑑𝑔exc
𝑑𝑡

= −𝑔exc
τexc

+
∑︀

𝑖𝑤
𝑖
exc · δ

(︁
𝑡− 𝑡𝑖spike

)︁
,

𝑑𝑔inh
𝑑𝑡

= −𝑔inh
τinh

+
∑︀

𝑖𝑤
𝑖
inh · δ

(︁
𝑡− 𝑡𝑖spike

)︁
.

(1)

Здесь 𝑉 — мембранный потенциал, 𝐸𝑙 — потенциал утечки, 𝐸𝑟 — реверсивный потенциал тор-
мозных синапсов, 𝐼ext — прямой входной ток, 𝐶𝑚 — ёмкость мембраны, τexc и τinh — постоянные
времени для возбуждающих и тормозных синаптических входов (5 мс и 10 мс соответственно),
𝑔exc и 𝑔inh — синаптические проводимости, а 𝑤𝑖

exc и 𝑤𝑖
inh — синаптические веса от нейрона 𝑖.

𝑡𝑖spike обозначает время появления импульса на нейроне 𝑖. Когда мембранный потенциал дости-
гает порогового значения 𝑉𝑡, он сбрасывается до 𝐸𝑙. Параметры модели нейрона: 𝑔𝑙 = 10 нСм,
𝐸𝑙 = −60 мВ, 𝐸𝑟 = −80 мВ, 𝑉𝑡 = −50 мВ, 𝐶𝑚 = 200 пФ и 𝐼ext = 200 пА.
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В нашей модели синаптические веса между тормозными нейронами фиксированы, тогда
как веса между возбуждающими и тормозными нейронами, а также между возбуждающими
и возбуждающими нейронами регулируются астроцитами. Между тормозными и возбуждаю-
щими нейронами синаптические веса пластичны и определяются тормозной синаптической
пластичностью.

1.2. Тормозная синаптическая пластичность. В ряде экспериментальных работ было по-
казано, что тормозные синапсы претерпевают изменения с совпадающей пре- и постсинаптической
активностью в пределах временного окна τSTDP [43]. Кроме того, отдельные пресинаптические
импульсы вызывают снижение синаптической эффективности. Данное явление моделируется с
помощью симметричного правила обучения, зависящего от времени импульса между пресинапти-
ческим нейроном 𝑗 и постсинаптическим нейроном 𝑖 [43]. Потенциация зависит от ∆𝑡 = |𝑡𝑗 − 𝑡𝑖|,
тогда как депрессия возникает с каждым пресинаптическим импульсом на фиксированную ве-
личину α. Это правило пластичности, зависящей от времени импульса (STDP), применяется
к тормозным синапсам на возбуждающих клетках. Синаптические изменения 𝑤𝑖𝑗 определяют-
ся синаптическим следом 𝑥𝑖, присвоенным каждому нейрону, следующему τSTDP

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡 = −𝑥𝑖

с τSTDP = 20 мс. Для каждого пре- или постсинаптического события 𝑤𝑖𝑗 обновляется следующим
образом:

𝑤𝑖𝑗 → 𝑤𝑖𝑗 + η (𝑥𝑖 − α) — для пресинаптических импульсов в момент времени 𝑡𝑗 ,

𝑤𝑖𝑗 → 𝑤𝑖𝑗 + η𝑥𝑗 — для постсинаптических импульсов в момент времени 𝑡𝑖,
(5)

где η — скорость обучения, а α = 2× ρ0 × τSTDP , где ρ0 является постоянным параметром.

1.3. Нейрон-глиальное взаимодействие. В предлагаемой модели каждый импульс за-
пускает высвобождение нейротрансмиттера, при этом глутаматергические синапсы построены
с учетом концепции трехчастного синапса. Предыдущие исследования [66,67] показывают, что
метаболизм, опосредованный глутаматом, приводит к синхронизированной активации нейронов.
Для упрощения была использована феноменологическая модель для описания динамики глутама-
та. Используя подход среднего поля, среднюю внесинаптическую концентрацию глутамата 𝑋 для
каждого возбуждающего синапса можно записать с помощью следующих уравнений:

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= −𝑋

τ𝑋
+ 𝑏𝑋θ

(︀
𝑡− 𝑡𝑖spike

)︀
. (2)

Здесь 𝑏𝑋 представляет собой долю высвобождения глутамата, а τ𝑋 — время релаксации. Когда
пресинаптический нейрон срабатывает, нейротрансмиттер высвобождается, вызывая временное
увеличение концентрации синаптического глутамата, которое со временем затухает с постоянной
времени τ𝑋 . Параметры принимают следующие значения: τ𝑋 = 20 мс и 𝑏𝑋 = 1.

Часть синаптического глутамата связывается с метаботропными рецепторами глутамата на
мембране астроцита, инициируя серию молекулярных изменений, приводящих к высвобождению
глиотрансмиттера. Упрощенно этот процесс можно записать следующим образом [11,12, 51]:

𝑑𝑌

𝑑𝑡
= −α𝑌 𝑌 +

β𝑌
1 + exp(−𝑋 +𝑋𝑡ℎ𝑟)

. (3)

В уравнении (3) 𝑌 представляет собой концентрацию глиотрансмиттера вблизи соот-
ветствующего возбуждающего синапса, а α𝑌 — скорость клиренса со значениями параметров
α𝑌 = 120 мс, β𝑌 = 1, 𝑋𝑡ℎ𝑟 = 4. Второй член уравнения (3) описывает выработку глиотрансмит-
тера, когда концентрация среднего поля превышает порог 𝑋𝑡ℎ𝑟.

Было обнаружено, что астроциты модулируют вероятность высвобождения нейротрансмит-
теров, влияя на синаптическую потенциацию или депрессию [68–70]. В предлагаемой модели
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рассматривается потенциация синаптической передачи (увеличение вероятности высвобождения
нейротрансмиттера) для глутаматергических синапсов во время генерации пресинаптических
импульсов нейронов:

𝑤exc ← 𝑤exc + ∆𝑤exc(1 +
γ𝑌

1 + exp(−𝑌 + 𝑌𝑡ℎ𝑟)
). (4)

Здесь 𝑤exc представляет собой вес глутаматергических синапсов между нейронами, а γ𝑌 —
коэффициент, отражающий влияние астроцитов на синаптические связи.

1.4. Нейронная сеть. На рис. 1 показана схема импульсной нейронной сети, состоящей из
8000 возбуждающих нейронов (изображены красным) и 2000 тормозных нейронов (изображены
синим), соединенных между собой с 2-процентной вероятностью связи по схеме «все со всеми».
На этом изображении тормозно-возбуждающие связи (выделены жирными синими стрелками)
состоят из синапсов с тормозной синаптической пластичностью. Схема также иллюстрирует
механизм нейронно-глиального взаимодействия, реализуемый для глутаматергических синапсов.
Другие связи, такие как возбуждающе-возбуждающие, возбуждающе-тормозные и тормозно-
тормозные, подчиняются динамике, определяемой уравнениями (1) и (4) (для возбуждающе-
возбуждающих и возбуждающе-тормозных связей).

Частота популяционной активности определялась путем суммирования импульсов нейронов
в секунду, а сглаживание достигалось с использованием окна Гаусса со стандартным отклоне-
нием 0.5 мс.

Рис. 1. Схема импульсной нейронной сети с тормозной синаптической пластичностью и астроцитарной регуляцией
синаптической передачи в возбуждающих синапсах (цвет онлайн)

Fig. 1. Scheme of a spiking neural network with inhibitory synaptic plasticity and astrocytic regulation of synaptic transmission
at excitatory synapses (color online)
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2. Результаты

В работе была исследована астроцитарная регуляция синаптической передачи импульсной
нейронной сети с тормозной синаптической пластичностью для трех случаев.

� Нейрональная синхронизация без регуляции.
� Подавление синхронизации нейронов с помощью тормозной синаптической пластичности.
� Восстановление синхронизации нейронов в присутствии тормозной синаптической пластич-

ности за счет астроцитарной регуляции синаптической передачи.

Для последних двух случаев симуляция модели импульсной нейронной сети в течение первой
секунды проводилась без каких-либо регуляций. Общая продолжительность симуляции составляла
10 секунд. Сначала рассмотрим динамику нейронной сети в отсутствие каких-либо регуляций.
Сеть демонстрирует синхронную активность.

Все заметно меняется при добавлении тормозной синаптической пластичности для тормозно-
возбуждающих связей.

Как можно заметить из рис. 3, a, учет тормозной синаптической проводимости в тормозно-
возбуждающих синапсах приводит к постепенному изменению динамики нейронной сети. Тор-
мозная синаптическая пластичность приводит к постепенной адаптации синаптических связей,
ведущей к изменению процессов возбуждения и торможения нейронной сети. Пачки на растро-
вой диаграмме рис. 3, a со временем становятся более длительными, межпачечное расстояние
уменьшается (можно наблюдать визуально из рис. 3, a), как и уменьшается амплитуда частоты
популяционной активности. Все меньшее количество нейронов участвует в образовании пачки,
и после 1.3 секунды происходит резкий переход в асинхронное состояние нейронной сети.

Рис. 2. Растровая диаграмма (сверху) нейронной активности импульсной нейронной сети в отсутствие регуляций и
соответствующая частота популяционной активности (снизу). На растровой диаграмме красным цветом отмечены
возбуждающие нейроны, а синим цветом — тормозные нейроны (цвет онлайн)

Fig. 2 Raster diagram (top) of the neural activity of a spiking neural network in the absence of regulation and the corresponding
frequency of population activity (bottom). The raster diagram shows excitatory neurons in red and inhibitory neurons in blue
(color online)
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Рис. 3. Растровая диаграмма (сверху) нейронной активности импульсной нейронной сети, соответствующая частота
популяционной активности (в середине) и изменение синаптической проводимости в одном из тормозно-возбуждающих
синапсов (снизу): a — в присутствии тормозной синаптической пластичности и b — в присутствии всех регуляций.
На растровой диаграмме красным цветом отмечены возбуждающие нейроны, а синим цветом — тормозные нейроны
(цвет онлайн)

Fig. 3. Raster diagram (top) of the neural activity of a spiking neural network, the corresponding frequency of population
activity (middle), and the change in synaptic conductance at one of the inhibitory-excitatory synapses (bottom): a — in the
presence of inhibitory synaptic plasticity and b — in the presence of all regulations. The raster diagram shows excitatory
neurons in red and inhibitory neurons in blue (color online)
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Синяя область на рис. 4 демонстрирует период активности тормозной синаптической
пластичности. Изменение динамики нейронной сети происходит заметно быстро. Асинхронное
состояние нейронной сети сохраняется на протяжении всего периода симуляции модели после
перехода из состояния синхронной активности. Серая область на рис. 4 и рис. 5 соответствует
отсутствию каких-либо воздействий.

Красная область на рис. 5 соответствует учёту всех регуляций в модели. Можно заметить,
что изменение амплитуды частоты популяционной активности происходит не сразу и держится
порядка 5 секунд. Рис. 3, b построен на промежутке от 7.2 до 7.5 секунд рис. 5. Можно заметить,
что нейронная сеть демонстрирует синхронную активность с небольшим изменением амплитуды
пачек (менее 10 процентов). При этом визуально не меняются межпачечные интервалы.

Затем было проведено исследование влияния синаптической потенциации, вызванной астро-
цитами, на среднюю частоту генерации пачек (рис. 6, a) и среднее количество импульсов (рис. 6, b)
в присутствии тормозной синаптической пластичность. Для этого были рассмотрены временные
реализации длительностью 10 секунд. Затем значения для 5 экспериментов усреднялись и вноси-
лись на график. При расчете среднего количества импульсов и средней частоты генерации пачек
не учитывалась первая секунда симуляции модели, поскольку в этот период могли происходить
переходные процессы. Исследование проводилось в том числе для разных значений параметров

Рис. 4. Частота популяционной активности нейронной сети при тормозной синаптической пластичности (цвет онлайн)

Fig. 4. Frequency of population activity of a neural network during inhibitory synaptic plasticity (color online)

Рис. 5. Частота популяционной активности нейронной сети при всех регуляциях (цвет онлайн)

Fig. 5. Frequency of population activity of the neural network under all regulations (color online)
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Рис. 6. a — Зависимость частоты генерации пачек от параметра γ𝑌 . Кривая аппроксимации данных представлена
красным цветом. b — Зависимость среднего количества импульсов от параметра γ𝑌 . Кривая аппроксимации данных
представлена зелёным цветом. Данные №1 (голубые и синие точки) соответствуют значениям параметров 𝑉𝑡 =
= −50 мВ, τexc = 5 мс и τinh = 10 мс, данные №2 (красные и зелёные точки) соответствуют значениям параметров
𝑉𝑡 = −45 мВ, τexc = 4 мс и τinh = 8 мс и данные №3 (пурпурные и черные точки) соответствуют значениям
параметров 𝑉𝑡 = −55 мВ, τexc = 6 мс и τinh = 11 мс. c — Зависимость частоты генерации пачек от параметра η.
Кривая аппроксимации данных представлена сине-зелёным цветом. d — Зависимость среднего количества импульсов
от параметра η. Кривая аппроксимации данных представлена черным цветом (цвет онлайн)

Fig. 6. a — Dependence of the burst generation frequency on the parameter γ𝑌 . Data fitting curves are indicated in red.
b — Dependence of the average number of spike on the γ𝑌 parameter. The curve fit of the data shows green. Data No. 1 (cyan
and blue dots) correspond to the parameter values 𝑉𝑡 = −50 mV, τexc = 5 ms and τinh = 10 ms, data No. 2 (red and green
points) correspond to the parameter values 𝑉𝑡 = −45 mV, τexc = 4 ms and τinh = 8 ms and data No. 3 (magenta and black
points) correspond to the parameter values 𝑉𝑡 = −55 mV, τexc = 6 ms and τinh = 11 ms. c — Dependence of the frequency
of burst generation on the parameter η. Data fitting curves are shown in blue-green. d — Dependence of the average number of
spike on the parameter η. Data fitting curves are shown in black (color online)

порога генерации импульсов 𝑉𝑡 нейроном и разными значениями времени релаксации τexc и
τinh. Данные №1 на рис. 6, a (голубой цвет) и рис. 6, b (синий цвет) соответствуют значениям
параметров, указанных в подразделе 1.1. При получении данных №2 на рис. 6, a (красный цвет)
и рис. 6, b (зелёный цвет) были использованы значения параметров 𝑉𝑡 = −45 мВ, τexc = 4 мс
и τinh = 8 мс. Для данных №3 на рис. 6, a (пурпурный цвет) и рис. 6, b (черный цвет) были
использованы значения параметров 𝑉𝑡 = −55 мВ, τexc = 6 мс и τinh = 11 мс.

Можно заметить, что с увеличением параметра γ𝑌 линейно увеличивается частота пачек
независимо от значения порога генерации импульса нейрона и времени релаксации синаптической
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проводимости. Ненулевое первое значение объясняется тем, что существует переходный период
влияния тормозной пластичности, который занимает некоторое время. Аналогично линейно
растет среднее количество импульсов при увеличении параметра γ𝑌 . Было также исследовано
влияние изменения скорости обучения η тормозной синаптической пластичности на частоту
генерации пачек (см. рис. 6, c) и количество импульсов (см. рис. 6, d) при фиксированном
значении параметра γ𝑌 . Частота пачек экспоненциально падает по мере увеличения скорости
обучения. И также наблюдается быстрое падение среднего количества импульсов. Это обусловлено
увеличением тормозных синаптических весов и превалированием в последующем торможения
над астроцитарной потенциацией возбуждающих синапсов.

3. Обсуждение результатов

Нейрональная синхронизация является фундаментальным аспектом работы мозга, лежащим
в основе различных когнитивных процессов, таких как память, внимание и сенсорная интегра-
ция. В ее основе могут лежать как синаптические, так и несинаптические механизмы, каждый
из которых играет различную роль в формировании сетевой динамики.

К основным синаптическим механизмам можно отнести активацию специфических ре-
цепторов на клеточной мембране нейрона, синаптические задержки, соотношение возбуждаю-
щих / тормозных входов и синаптическую пластичность. Синхронизация через рецепторы включа-
ет координацию активности нейронов, опосредованную активацией специфических рецепторов
на клеточной мембране. Эти рецепторы, часто чувствительные к нейротрансмиттерам или ней-
ромодуляторам, играют решающую роль в модуляции возбудимости и коммуникации нейронов.
Активация ионотропных рецепторов глутамата (например, АМРА, NMDA) и ГАМК-рецепторов
(например, ГАМК-А) приводит к быстрым изменениям мембранного потенциала и синаптической
передачи [71,72]. Активация ацетилхолиновых рецепторов (например, никотиновых) и моноамино-
вых рецепторов (например, дофамина, серотонина) может модулировать возбудимость нейронов и
синаптическую передачу [73,74]. Синаптические задержки, возникающие в процессе распростра-
нения сигналов между нейронами, могут влиять на динамику сети. Возбуждающие синаптические
входы, опосредованные нейротрансмиттерами, такими как глутамат, быстро распространяются
по синапсам, способствуя синхронизации нейрональных импульсов в миллисекундных времен-
ных масштабах [75,76]. Ингибирующие интернейроны обеспечивают быстрое ГАМКергическое
торможение целевых нейронов, обеспечивая точный временной контроль над их паттернами
возбуждения и влияя на динамику синхронизации [77, 78]. Возбуждающие синаптические входы
деполяризуют постсинаптический нейрон, тогда как тормозные входы гиперполяризуют его.
Баланс между возбуждающими и тормозящими воздействиями могут определять синхрониза-
цию в нейронной сети [79,80]. Стоит отметить, что перечисленные синаптические механизмы,
кроме синаптической пластичности, определяют динамику нейронной сети на миллисекундном
временном масштабе.

К внесинаптическим механизмам синхронизации нейронов относят астроцитарную модуля-
цию, влияющую на синхронизацию нейронов через высвобождение глиотрансмиттеров [81,82],
поддержание ионного гомеостаза [83,84] и модуляцию синаптической пластичности [85,86] на
временах порядка секунд.

Для возможности рассмотрения более медленного механизма синхронизации нейронов
была использована упрощенная модель нейронной сети, не учитывающая быстрые механизмы
синхронизации. Полученные результаты качественно подтвердили экспериментальные работы
[87,88] на срезах гиппокампа, что высвобождаемый из астроцитов глиотрансмиттер (глутамат)
является одним из несинаптических механизмов, приводящих к нейронной синхронизации.
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Заключение

Ранее исследователями было получено, что баланс возбуждения и торможения в нейрон-
ной сети может поддерживаться за счет синаптической пластичности в тормозных синапсах.
Введение такой синаптической пластичности в сеть приводит к формированию асинхронной
нейронной активности. В данной работе показана возможность управления пачечной активностью
импульсной нейронной сети за счет учета тормозной синаптической пластичности для тормозных
синапсов между тормозными и возбуждающими нейронами, а также астроцитарной модуляции
возбуждающих синапсов. Астроцитарная модуляция синаптической передачи может выступать
дополнительным механизмом поддержания гомеостаза в нейронной сети, помимо синаптической
передачи, существующей на более быстром временном масштабе.
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Аннотация. Цель настоящего исследования — построение и исследование новой математической модели динамики
численности носителей языков в двуязычном сообществе, которая учитывает: эффект взаимопомощи внутри группы
носителей одного языка, эффект освоения языков детьми в раннем возрасте, различную престижность языков для
их носителей. Методы. Строится новая модель, учитывающая новые эффекты. Модель исследуется классическими
методами качественной теории динамических систем при неограниченном увеличении времени динамики. Проводится
сравнение эффекта взаимопомощи с эффектом языковой волатильности Абрамса и Строгатти. На основании наблю-
даемых статистических данных методом регрессии определяются параметры некоторых языков Англии и Канады.
Для моделирования языковой динамики при помощи новой модели использованы реальные статистические дан-
ные по языковым парам: валлийско-английской, шотландско-английской, франко-английской. Строится прогноз
для дальнейшей динамики. Результаты. Установлен эффект долгосрочного сосуществования двух языков в со-
обществе, а также определены характеристики языков, при которых этот эффект возможен: большим значениям
параметров взаимопомощи соответствует такая языковая динамика, при которой один язык вытесняет второй; при
низких значениях взаимопомощи языки сосуществуют. Построен прогноз дальнейшего развития динамики по языкам.
Заключение. Общие понятия языковой динамики дополнены новой характеристикой языков — сила взаимопомощи
внутри группы носителей одного языка. Отмечена схожесть эффекта языковой волатильности и эффекта взаимопомощи.
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Abstract. The purpose of this study — construction and research of a new mathematical model of a bilingual community,
which takes into account: the effect of mutual assistance within a group of speakers of the same language, the effect of language
acquisition by children of bilingual parents at an early age, different prestige of languages for adults.
Methods. A new model is being built that takes into account new effects. The model is studied using classical methods with
an unlimited increase in dynamics time. The effect of mutual assistance is compared with the effect of language volatility
introduced by Abrams and Strogatti. Based on the observed statistical data, using the regression method, the parameters of some
languages of England and Canada are determined: Welsh, Scottish, English, French. A forecast is being made for the further
development of dynamics. Results. The effects taken into account in the model are confirmed by the correspondence of the
development of language dynamics to the characteristics of the language: large values of the parameters of mutual assistance
correspond to such a development of language dynamics in which one language displaces the second; at low values of mutual
assistance, languages coexist. To model language dynamics using the new model, real statistical data on language pairs is used:
Welsh-English, Scots-English, French-English. A forecast is being made for the further development of dynamics by language.
Conclusion. General concepts in language dynamics have been supplemented with new ones — the power of mutual assistance
within a group of speakers of the same language. The similarity between the effect of language volatility and the effect of
mutual assistance is noted.

Keywords: extinction of languages, mutual aid effect, language volatility, bilingualism, language competition, language
dynamics, language preservation, mathematical model, ordinary differential equations.
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Введение

В настоящее время очень остро стоит проблема исчезновения языков. Она исследуется
различными методами, в том числе и при помощи математического моделирования [1–7]. Одними
из первых в математическом моделировании языковой динамики были Абрамс и Строгатти [1].
Их модель позволяет объяснить исторические данные об упадках валлийского, шотландского
и других исчезающих языков. Модель Абрамса–Строгатти (AS) предполагает, что любой член
рассматриваемого сообщества, вне зависимости от того, какими языками он владеет, в текущий
момент времени отдаёт предпочтение лишь одному из двух. Она также предполагает, что родив-
шиеся дети изучают и используют язык, которому их родители отдают предпочтение, поэтому
смена поколений не влияет на доли носителей языков в обществе. Абрамс и Строгатти ввели
понятия престижности языка и языковой волатильности как готовности носителей языка к его
смене. Количество членов сообщества предполагалось постоянным. Модель AS показала, что один
язык при сделанных предположениях всегда вытесняется другим с течением времени. Последнее
в модели языковой динамики AS было названо языковой смертью [1]. В 2005 году появилась
модель Мира и Передес [2]. В этой модели была введена новая характеристика — языковое
сходство. Данная модель показала, что если языки очень похожи, то они могут сосуществовать
вместе продолжительное время.

В 2006 году появилась модель Кастелло [3]. Её автор ввёл новую группу двуязычных
индивидов — билингвы, и показал возможности устойчивого сосуществования двух языков

*The paper presents materials of a talk given at the conference “Nonlinear dynamics in cognitive research — 2023”.
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в сообществе. Модель взаимодействия между одноязычным и двуязычным населением Бэггса
и Фридмана [4, 5] продемонстрировала возможности развития динамики, при которых языковые
группы могут сосуществовать или вытеснять друг друга. Уайберн и Хейворд в своей модели про-
демонстрировали важность стабильной двуязычной группы для сосуществования двух языков [6].
Диаз и Швидке ввели новое понятие — статус языка [7].

Абрамс и Строгатти обоснованно полагали, что ребёнок будет владеть языком своих
родителей, и в последующем эта гипотеза была сохранена в новых моделях, включая модели
с билингвами. Но идея о том, что дети билингвов, как и их родители, осваивают два языка,
не совсем точна. Ребёнок, растущий в двуязычной среде, может в какой-то мере освоить два
языка, но за ненадобностью один из них может быть утрачен [8, 9]. Отмечен эффект, при котором
дети двуязычных родителей сперва осваивают первый или второй язык с разными степенями
вероятности и только после, предположительно во взрослом возрасте, с некоторой вероятностью
изучают второй язык, а дети, чьи родители говорят лишь на одном языке, сперва осваивают язык
родителей, а второй язык осваивают с некоторой вероятностью. То есть освоение двух языков
детьми происходит последовательно [8, 10].

Стоит отметить, что в начальной модели AS показатель языковой волатильности отсут-
ствовал. Он был добавлен авторами для лучшего согласования динамики модели с динамикой,
наблюдаемой в реальности. Мы предполагаем, что на динамику оказывают влияние также и
другие эффекты, например, эффект взаимопомощи в соответствующей языковой группе. Взаимо-
помощь внутри группы носителей одного языка напрямую влияет на привлекательность второго
языка для них. Таким образом, если взаимопомощь высокая, то носителя данного языка ничто
не стимулирует к его смене, и наоборот. В связи с этим мы дополняем общие понятия языковой
динамики новыми характеристиками: вероятность освоения языка детьми в раннем возрасте,
вероятность освоения второго языка взрослыми и сила взаимопомощи внутри группы одного
языка. В исследованиях были предприняты первые попытки учесть эффект освоения языков
детьми в раннем возрасте [11,12], но этот эффект рассмотрен без учёта различной вероятности
освоения второго языка взрослыми. Получившиеся модели описывают ситуации, при которых
существует устойчивое двуязычие или сохраняется лишь один из двух языков. В настоящем
исследовании мы изучаем модель, учитывающую все описанные эффекты. Это может привести
к появлению новых качественных особенностей в поведении модели.

Цель настоящего исследования — построение и исследование новой модели двуязычного
сообщества, которая учитывает: эффект взаимопомощи внутри групп одного языка; эффект
освоения языков детьми двуязычных родителей в раннем возрасте, учитывающий различные
вероятности для освоения второго языка; различную престижность языка для носителей.

1. Методика

1.1. Модель двуязычного сообщества. Примем следующие гипотезы для построения
модели:

� члены сообщества могут владеть одним из двух языков, условно называемых «первый»
и «второй», или двумя сразу; 𝑧1 — доля членов сообщества, владеющих только первым
языком, 𝑧2 — доля членов сообщества, владеющих только вторым языком, 𝑧12 – доля членов
сообщества, владеющих двумя языками (билингвы);

� доля индивидов, не владеющих ни одним языком пренебрежимо мала;
� численность любой языковой группы неотрицательна: 0 ⩽ 𝑧1, 𝑧2, 𝑧12 ⩽ 1;
� численность сообщества постоянна во времени (число рождений равно числу смертей),

𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧12 = 1;
� коэффициент 𝑟 одновременно характеризует и рождаемость, и смертность;
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� вероятность одновременного (самопроизвольного) освоения двух языков ребёнком прене-
брежимо мала;

� дети билингвов первоначально осваивают первый или второй язык с вероятностями 𝑐1 и 𝑐2
соответственно; 𝑐1 + 𝑐2 = 1, предполагается, что 𝑐1 > 𝑐2 [8, 9];

� внутри языковых групп присутствует эффект взаимопомощи, который определяется коэф-
фициентами: α-для носителей первого языка и β-для носителей второго языка;

� сила эффекта взаимопомощи имеет линейную зависимость с обратным знаком от числа доли
носителей языка: при доле численности носителей языка, близкой к нулю, сила эффекта
близка к своему максимуму; при доле численности, близкой к единице, сила эффекта близка
к нулю;

� престижность, введённая Абрамсом и Строгатти, определяется коэффициентами 𝑏1 и 𝑏2 для
первого и второго языков соответственно;

� при встрече носителей разных языков (частота которых прямо пропорциональна произве-
дению долей их численностей) возможна смена языка с коэффициентами 𝑏1,2 для первого
и второго языков соответственно;

� предполагается возможным обучение одноязычных членов сообщества второму языку
билингвами [3];

� принцип взаимодействия носителей языков в сообществе друг с другом обобщает известную
гипотезу эффективных встреч [13].

Учитывая принятые гипотезы, получаем, что динамика носителей языков в обществе характеризу-
ется следующей системой:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑧1 = 𝑐1𝑟𝑧12 − 𝑏1𝑧1(𝑧2 + 𝑧12) + α𝑧21(1− 𝑧1),

𝑧2 = 𝑐2𝑟𝑧12 − 𝑏2𝑧2(𝑧1 + 𝑧12) + β𝑧22(1− 𝑧2),

˙𝑧12 = 𝑧1(𝑏1 − α𝑧1)(𝑧2 + 𝑧12) + 𝑧2(𝑏2 − β𝑧2)(𝑧1 + 𝑧12)− 𝑟𝑧12,

(1)

Начальные значения долей численности носителей языков не могут быть отрицательными, исходя
из понимания смысла этих значений. Доказана справедливость утверждения о том, что для неотри-
цательности решений по всем фазовым координатам, при неотрицательных начальных условиях,
необходимо и достаточно выполнение следующего требования: при занулении любой фазовой
координаты правая часть соответствующего уравнения модели (1) должна быть неотрицательной
(эти условия называются условиями квазиположительности [14]). Для данной системы эти условия
выполняются. Сохранение постоянной суммы фазовых координат обеспечивается тем, что сумма
всех уравнений системы тождественно равна нулю: 𝑧1+𝑧2+ ˙𝑧12 = 0. Для системы (1) это условие
также выполняется. Поскольку в начальный момент 𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧12 = 1, то это равенство будет
сохраняться во все последующие моменты времени. В работе [1] путем изучения статистических
данных были установлены приблизительные значения параметров: α, β = 1.31 ± 0.25. Исходя
из этого, настоящее исследование проводится для следующих реалистичных границ изменения
указанных параметров: α, β = 1.5± 0.5.

2. Результаты

2.1. Исследование модели. Фазовым пространством системы (1) является трёхмерный
стандартный симплекс [14]. Путём проектирования, выразив 𝑧12 через 𝑧1 и 𝑧2, данную модель
можно привести к системе на плоскости⎧⎨⎩𝑧1 = 𝑐1𝑟(1− 𝑧1 − 𝑧2)− 𝑏1𝑧1 + (α+ 𝑏1)𝑧

2
1 − α𝑧31 ,

𝑧2 = 𝑐2𝑟(1− 𝑧1 − 𝑧2)− 𝑏2𝑧2 + (β+ 𝑏2)𝑧
2
2 − β𝑧32 ,

(2)
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Поскольку 𝑧12 ⩾ 0, то для модели (2) справедливо неравенство 𝑧1+𝑧2 ⩽ 1. Проверим выполнение
условий квазиположительности для модли (2). Пусть 𝑧1 = 0, тогда 𝑧1 = 𝑐1𝑟(1− 𝑧2), а поскольку
0 ⩽ 𝑧2 ⩽ 1, то 𝑧1 ⩾ 0. Пусть 𝑧2 = 0, тогда 𝑧2 = 𝑐2𝑟(1−𝑧1), а так как 0 ⩽ 𝑧1 ⩽ 1, то 𝑧2⩾0.

Система (2) была исследована стандартными качественными методами. Фазовые портреты
системы (2) для различных параметров языков приведены на (рис. 1). Красными точками помечены
устойчивые состояния равновесия, а красными квадратами неустойчивые. Кривыми синего и
зелёного цвета изображены изоклины горизонтального и вертикального наклонов соответственно.
Число пересечений изоклин друг с другом определяет количество и характер точек равновесия,
а также возможные бифуркации. Подробное рассмотрение бифуркаций приведено в разделе 2.2.
Состояния №1 и №2, в зависимости от параметров, являются либо устойчивыми узлами, либо
неустойчивыми по типу седло, и всегда находятся на границе фазового пространства в точках (0, 1)
и (1, 0) (см. рис. 1). Устойчивость данных состояний была определена методом Ляпунова путём
определения собственных чисел. Получено неравенство α > 𝑏1, при выполнении которого точка
(1, 0) является устойчивым узлом, в противном случае она является неустойчивой по типу седло.
Получено неравенство β > 𝑏2, при котором точка (0, 1) является устойчивым узлом, в противном
случае она является неустойчивой по типу седло. Учитывая это, можно гарантированно утверждать
о сосуществовании языков при одновременном выполнении условий α < 𝑏1, β < 𝑏2. Оставшиеся
состояния равновесия находятся внутри области, определяемой следующими ограничениями:⎧⎨⎩0 ⩽ 𝑧1, 𝑧2 ⩽ 1,

𝑧1 + 𝑧2 ⩽ 1.
(3)

Их координаты определялись через поиск точек пересечения изоклин вертикального и горизон-
тального наклона. Данная задача решалась при помощи программного комплекса WolframAlpha.

a b

Рис. 1. Фазовые портреты модели (2): a — сосуществование двух языков и билингвов, 𝑟 − 0.873− (min[ 𝑏1α ,
𝑏2
β ])

3 < 0;
b — вытеснение одного языка другим, 𝑟 − 0.873 − (min[ 𝑏1α ,

𝑏2
β ])

3 > 0; синяя кривая — изоклина горизонтального
наклона; зелёная кривая — изоклина вертикального наклона (цвет онлайн)

Fig. 1. Phase plane for model (2): a — coexistance of two languages and bilinguals, 𝑟 − 0.873 − (min[ 𝑏1α ,
𝑏2
β ])

3 < 0;
b — displacement of one language by another, 𝑟 − 0.873− (min[ 𝑏1α ,

𝑏2
β ])

3 > 0; blue curve — isocline of horizontal slope;
green curve — is the isocline of the vertical slope (color online)
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Вычисления показали, что система (2) может иметь 2–5 состояний равновесия. Характер равнове-
сия остальных состояний определялся путём численного построения фазового портрета: №3 и №4
являются неустойчивыми по типу седло, а состояния №1, №2 и №5 — устойчивые по типу узел
(см. рис. 1). Для построения фазового портрета использовался следующий диапазон параметров:
0.0 ⩽ 𝑐1, 𝑐2 ⩽ 1.0; 1.0 ⩽ 𝑟, 𝑏1, 𝑏2 ⩽ 9.0; 0.5 ⩽ α, β ⩽ 2.5; шаг сетки step = 0.005. Качественное
исследование системы (2) показывает два возможных варианта динамики: выживание только
одного языка или их сосуществование. Численно были получены оценки параметров, гаран-
тирующих реализацию для первого случая 𝑟 − 0.873 − (min[ 𝑏1α ,

𝑏2
β ])

3 > 0, для второго случая
𝑟 − 0.873− (min[ 𝑏1α ,

𝑏2
β ])

3 < 0.

2.2. Влияние различных значений коэффициентов взаимопомощи на языковую
динамику. Рассмотрим вариант параметров модели (2), когда в сообществе гарантирован-
но сохраняется билингвизм α < 𝑏1, β < 𝑏2, при этом также верны и оценочные параметры
𝑟 − 0.873− (min[ 𝑏1α ,

𝑏2
β ])

3 < 0. На первом этапе рассмотрения параметры двух конкурирующих
языков выберем равными: 𝑐1 = 𝑐2, 𝑏1 = 𝑏2,α = β. Для рассмотрения возможных бифуркаций
в системе параметры взаимопомощи будем увеличивать, начиная с β. Если параметр взаимопо-
мощи достаточно мал, то языковая динамика будет развиваться таким образом, что устойчивое
сосуществование языков будет возможно при любых начальных значениях долей численности
языков. Это хорошо видно по бассейну притяжения устойчивого состояния №5 на фазовой
плоскости (рис. 2, a), которое находится в середине области (3). Границы бассейна притяжения
состояния №5 определялись численно. Состояния №1 и №2 являются неустойчивыми. Уве-
личение параметра взаимопомощи для второго языка β приведёт к выполнению неравенства
β ⩾ 𝑏2, при этом в результате седло-узловой бифуркации неустойчивое состояние №1 распа-
дётся на два новых состояния: №1 — устойчивый узел и №3 — неустойчивое по типу седло.

a b

Рис. 2. Бассейн притяжения устойчивого состояния №5 модели (2): красным помечена область начальных состояний
в которой два языка и билингвы сосуществуют; синяя кривая — изоклина горизонтального наклона; зелёная кривая —
изоклина вертикального наклона; a — параметры взаимопомощи языков: α < 𝑏1, β < 𝑏2; b — параметры взаимопомощи
языков: α < 𝑏1, β ⩾ 𝑏2 (цвет онлайн)

Fig. 2. Steady State attraction pool No. 5 and No. 6 models (2): the are a in which two languages and bilinguals coexist is
marked in red; blue curve — isocline of horizontal slope; green curve — is the isocline of the vertical slope; a — language
mutual aid parameters: α < 𝑏1, β < 𝑏2; b — language mutual aid parameters: α < 𝑏1, β ⩾ 𝑏2 (color online)
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Бассейн притяжения устойчивого состояния №5, динамика траекторий которого соответствует
сосуществованию языков, сократится (см. рис. 2, b). Увеличение параметра взаимопомощи для
первого языка α приведёт к аналогичным изменениям в фазовом портрете для противоположного
угла области (3) — неустойчивый узел в точке (1, 0) в результате седло-узловой бифуркации
превратится в два новых состояния: №2 — устойчивый узел, №4 — неустойчивое по типу седло
(рис. 3, a).

Дальнейшее увеличении параметра взаимопомощи β приведёт к тому, что бассейн притяже-
ния устойчивого состояния №5, при котором языки сосуществуют, будет сокращаться со стороны
оси 𝑧2, а состояние равновесия №3 — седло — будет приближаться к состоянию равновесия №5 —
устойчивый узел. Продолжая увеличение параметра β, мы получим такие изменения в фазовом
портрете системы, при которых состояние №3 и №5 в результате седло-узловой бифуркации
сольются в одно состояние №6 по типу седло-узел (см. рис. 3, b). Изоклины вертикального и
горизонтального наклона при этом будут касаться друг друга. Данная ситуация является негрубой
и при дальнейшем увеличение параметра β произойдёт исчезновение состояния равновесия №6
(рис. 4, а). Сосуществование языков станет невозможным, и один язык всегда будет вытеснять
второй. Динамика модели в окрестности состояния равновесия №6 ведёт себя таким образом, что
численность носителей первого языка сокращается. Если соотношение первого и второго языка
выше определённого уровня, то с течением времени устанавливается фиксированная пропорция
на этом уровне между билингвами и носителями двух языков. Но если их соотношение ниже
этого уровня, то первый язык с течением времени утрачивается. Если в системе, изображённой
на (см. рис. 3, b), параметр β зафиксировать и начать увеличивать параметр α, то состояние
равновесия №4 (седло) начнёт смещаться в сторону состояния равновесия №6 (седло-узел) и в ре-
зультате седло-узловой бифуркации сольётся с ним в состояние №7 (седло). Это также приведёт

a b

Рис. 3. Бассейн притяжения устойчивого состояния №5 и №6 модели (2): красным помечена область начальных
состояний, в которой два языка и билингвы сосуществуют; синяя кривая — изоклина горизонтального наклона; зелёная
кривая — изоклина вертикального наклона; a — параметры взаимопомощи языков: α ⩾ 𝑏1, β ⩾ 𝑏2; b — параметры
взаимопомощи языков: α ⩾ 𝑏1, β > 𝑏2 (цвет онлайн)

Fig. 3. Pools of attraction for equilibrium states of the model (2): the are a in which two languages and bilinguals coexist is
marked in red; blue curve — isocline of horizontal slope; green curve — is the isocline of the vertical slope; a — language
mutual aid parameters: α ⩾ 𝑏1, β ⩾ 𝑏2; b — language mutual aid parameters: α ⩾ 𝑏1, β > 𝑏2 (color online)
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a b

Рис. 4. Фазовые траектории модели (2): случай вытеснения одного языка другим; синяя кривая — изоклина горизонталь-
ного наклона; зелёная кривая — изоклина вертикального наклона; a — параметры взаимопомощи языков: α ⩾ 𝑏1, β > 𝑏2;
b — параметры взаимопомощи языков: α > 𝑏1, β > 𝑏2 (цвет онлайн)

Fig. 4. Phase trajectories of the model (2): case of one language being replaced by another; blue curve — isocline of horizontal
slope; green curve — is the isocline of the vertical slope; a — language mutual aid parameters: α ⩾ 𝑏1, β > 𝑏2; b — language
mutual aid parameters: α > 𝑏1, β > 𝑏2 (color online)

систему к случаю, в котором сосуществование языков невозможно. Увеличение коэффициентов
взаимопомощи приводит к тому, что в середине фазовой плоскости остаётся одно неустойчивое
состояние равновесия по типу седло, а динамика системы соответствует второму случаю — вытес-
нение одного языка другим (см. рис. 4, b). Получается, что при увеличении коэффициентов α и β
эффект взаимопомощи внутри групп одного языка набирает силу и начинает действовать таким
образом, что билингвизм становится невозможным. На основе данного анализа динамики системы
можно утверждать, что взаимопомощь внутри группы препятствует образованию билингвизма и
способствует доминированию языка в рассматриваемом сообществе.

2.3. Модель с эффектом языковой волатильности Абрамса и Строгатти. Для сравнения
двух моделей с различными эффектами (взаимопомощи и языковой волатильности) рассмотрим
модель на основе классических уравнений языковой волатильности. Учитывая гипотезы при-
нятые для построения модели (1) и заменив гипотезу о взаимопомощи на гипотезу языковой
волатильности, используемую в модели AS, получим, что динамика носителей языков в обществе
определяется следующей системой:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑧1 = 𝑐1𝑟𝑧12 − 𝑏1𝑧1(𝑧2 + 𝑧12)
α,

𝑧2 = 𝑐2𝑟𝑧12 − 𝑏2𝑧2(𝑧1 + 𝑧12)
β,

˙𝑧12 = 𝑏1𝑧1(𝑧2 + 𝑧12)
α + 𝑏2𝑧2(𝑧1 + 𝑧12)

β − 𝑟𝑧12.

(4)

Фазовым пространством для (4) является трёхмерный единичный симплекс. Фазовые портреты
для различных параметров языков системы (4) приведены на рис. 5. Состояния равновесия №1
и №2, в зависимости от параметров, являются либо устойчивыми узлами, либо неустойчивыми
по типу седло, и всегда находятся на границе симплекса в точках (0, 1) и (1, 0). Их устойчи-
вость была исследована методом Ляпунова. Через поиск собственных чисел было установлено,
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a b

Рис. 5. Фазовые портреты модели (4): a — сосуществование двух языков и билингвов, 𝑟 − 1.1125− (min[ 𝑏1α ,
𝑏2
β ]) > 0;

b — вытеснение одного языка другим, 𝑟 − 1.1125− (min[ 𝑏1α ,
𝑏2
β ]) < 0 (цвет онлайн)

Fig. 5. Phase plane for model (4): a — coexistance of two languages and bilinguals, 𝑟 − 1.1125 − (min[ 𝑏1α ,
𝑏2
β ]) > 0;

b — displacement of one language by another, 𝑟 − 1.1125− (min[ 𝑏1α ,
𝑏2
β ]) < 0 (color online)

что при α
2 ⩾ 𝑏1 точка (1, 0) является устойчивым узлом, в противном случае она является

неустойчивой по типу седло, а при β
2 ⩾ 𝑏2 точка (0, 1) является устойчивым узлом, в против-

ном случае она является неустойчивой по типу седло. Учитывая это, можно гарантированно
утверждать о сосуществовании языков при одновременном выполнении условий α2 ⩾ 𝑏1,

β
2 ⩾ 𝑏2.

Оставшиеся состояния равновесия находятся внутри симплекса, их первые координаты определя-
ются уравнением, имеющим следующий вид:

1−
(︀
1− 𝑧1(1 +

𝑏1
𝑐1𝑟

(1− 𝑧1)
α)︀(︂1 + 𝑏2

𝑐2𝑟

(︂
1−

(︂
1− 𝑧1

(︀
1 +

𝑏1
𝑐1𝑟

(1− 𝑧1)
α)︀)︂β)︂)︂ = 0. (5)

Уравнение (5) решалось численно для всевозможных значений параметров. Ограничения на
параметры 𝑏1,2, 𝑐1,2 определяются данными, наблюдаемыми в реальности. Ограничения на пара-
метры волатильности α, β = 1.31± 0.25 введены Абрамсом и Строгатти [1]. В результате было
установлено, что корней уравнения на отрезке [0, 1] может быть от 2 до 5. Всегда имеются два
корня 1 и 0. Определены уравнения изоклин вертикального и горизонтального наклона:

Ver : 𝑧2 = 1− 𝑧1 −
𝑏1
𝑐1𝑟

𝑧1(1− 𝑧1)
α, Hor : 𝑧1 = 1− 𝑧2 −

𝑏2
𝑐2𝑟

𝑧2(1− 𝑧2)
β. (6)

Состояния №3, №4 и №5 определялись численно как точки пересечения изоклин вертикального и
горизонтального наклона, а характер их равновесия определялся путём численного построения
фазового портрета. Для (рис. 5) состояния равновесия имеют следующий тип: №1, №2 и №5 —
устойчивое по типу узел, №3 и №4 — неустойчивые по типу седло. Для построения фазового
портрета использовался следующий диапазон параметров: 0.0 ⩽ 𝑐1, 𝑐2 ⩽ 1.0; 1.0 ⩽ 𝑟, 𝑏1, 𝑏2 ⩽ 9.0;
0.5 ⩽ α, β ⩽ 2.5; шаг сетки step = 0.005. Качественное исследование модели (4) показало, что при
выполнении хотя бы одного из неравенств α2 ⩾ 𝑏1 и β2 ⩾ 𝑏2 сосуществование языков определяется
наличием устойчивых состояний внутри симплекса. Численно были получены оценки параметров,
гарантирующих реализацию для первого случая 𝑟 − 1.1125 − (min[ 𝑏1α ,

𝑏2
β ]) ⩾ 0, для второго
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случая 𝑟 − 1.1125 − (min[ 𝑏1α ,
𝑏2
β ]) < 0. Динамика по двум моделям почти совпадает, сравнение

фазовых портретов для (4) и (1) выявило их близкое сходство. Такое соответствие даёт право
говорить о похожести эффектов языковой волатильности и взаимопомощи. Выразив 𝑧12 через 𝑧1
и 𝑧2, приведём модель (4) к модели на плоскости, а степенные члены правых частей уравнений
модели (4) аппроксимируем при помощи рядов Тейлора.⎧⎪⎨⎪⎩

𝑧1 = 𝑐1𝑟(1− 𝑧1 − 𝑧2)− 𝑏1𝑧1 + α𝑏1𝑧21 −
α(α− 1)

2
𝑧31 ,

𝑧2 = 𝑐2𝑟(1− 𝑧1 − 𝑧2)− 𝑏2𝑧2 + β𝑏2𝑧22 −
β(β− 1)

2
𝑧32 .

(7)

Полученная в результате аппроксимации модель (7) оказалась почти идентичной модели (2).
Они отличаются лишь коэффициентами при переменных второй и третьей степени: для (2) они
равны α+ 𝑏1, β+ 𝑏2,α, β, а для (7) α𝑏1, β𝑏2,

α(α−1)
2 , β(β−1)

2 . Учитывая ограничения на параметры
волатильности α, β = 1.31± 0.25, введенные Абрамсом и Строгатти [1], численные выражения
параметров моделей (2), (7) становятся близкими. Такая аппроксимация является очень полезной
с точки зрения математики, поскольку упрощаются уравнения динамической системы и её
исследование. Данная аппроксимация также позволяет дать объяснение взаимопомощи между
носителями отдельных языков через уже известный эффект языковой волатильности, и наоборот.
В исходной модели (7) параметры языковой волатильности не имели очевидного объяснения,
но после сравнения её аппроксимации с моделью (2) эффект языковой волатильности можно
интерпретировать как проявление эффекта взаимопомощи. В связи с этим члены правых частей
уравнений при коэффициентах α и β в моделях (7 и 4) могут быть интерпретированы как влияние
эффекта взаимопомощи внутри группы носителей одного языка, а значения α и β как сила этой
взаимопомощи. Для сохранения эффекта достаточно второго порядка аппроксимации.

В модели (7) была исследована зависимость предельного развития языковой динамики
от параметров языковой волатильности. Результаты оказались аналогичными результатам полу-
ченным в разделе 2.2 для модели (1): при увеличении коэффициентов α и β эффект языковой
волатильности набирает силу и начинает действовать таким образом, что билингвизм становится
невозможным.

2.4. Применение модели к статистическим данным. Методом регрессии были иденти-
фицированы параметры моделей (1) и (4), значения коэффициентов приведены в табл. 1.

Рассмотрены статистические данные долей валлийского и английского языков за 1901–2001
годы в Англии [15, 16]. Модели (1) и (4) показали, что хотя английский язык и вытесняет вал-
лийский, но он не вытеснит его полностью. Динамика придёт к устойчивому сосуществованию

Таблица 1. Коэффициенты моделей (1) и (4) для языковых пар

Table 1. Coefficients of models (1) and (4) for language pairs

Языковая пара 𝑐1 𝑐2 𝑏1 𝑏2 𝑟 α β diff

Валлийский и английский (1) 0.1 0.9 8.5 5.5 6.1 2.4 0.2 0.012
Валлийский и английский (4) 0.1 0.9 8.0 0.5 2.7 2.3 0.1 0.007

Шотландский и английский (1) 0.1 0.9 8.5 1.0 8.8 2.4 0.5 0.111
Шотландский и английский (4) 0.1 0.9 0.5 0.5 4.2 2.4 0.3 0.724

Французский и английский (Канада) (1) 0.3 0.7 1.0 3.0 1.5 1.5 0.5 0.000
Французский и английский (Канада) (4) 0.7 0.3 0.5 2.5 3.2 0.1 0.5 0.000

Французский и английский (Монреаль) (1) 0.5 0.5 6.5 3.5 1.6 0.1 2.1 0.000
Французский и английский (Монреаль) (4) 0.6 0.4 7.1 3.1 3.1 0.1 2.3 0.000
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a b

Рис. 6. Валлийско-английская языковая пара. a — фазовая плоскость модели (1), сосуществование языков. b — фазовая
плоскость модели (4), сосуществование языков. Жирная траектория соответствует текущему развитию динамики (цвет
онлайн)

Fig. 6. Welsh-English language pair. a — phase plane of the model (1), first analytical case. b — phase plane of the model (4),
first analytical case. The bold trajectory corresponds to the current development of dynamics (color online)

языков, при этом группа валлийского языка будет весьма немногочисленна (рис. 6, a, b). Получен
результат по статистическим данным долей шотландского и английского языков за 1891–1971
годы в Англии [15, 16]. Результаты моделирования для двух моделей показали разные результаты
исхода динамики. Модель (1) показала, что шотландский язык будет вытесняться со време-
нем (рис. 7, a). Модель (4) показала, что хотя английский язык и преобладает над шотландским,

a b

Рис. 7. Шотландско-английская языковая пара. a — фазовая плоскость модели (1), вытеснение шотландского языка
английским. b — фазовая плоскость модели (4), сосуществование языков. Жирная траектория соответствует текущему
развитию динамики (цвет онлайн)

Fig. 7. Gaelic-English language pair. a — phase plane of the model (1), English is replacing Scots. b — phase plane of the
model (4), coexistence of languages. The bold trajectory corresponds to the current development of dynamics (color online)
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но он не вытеснит его полностью. Динамика придёт к устойчивому сосуществованию языков, при
этом группа шотландского языка будет весьма немногочисленна (см. рис. 7, b). Поскольку модели
показали разные результаты для предельного поведения динамики, то для сравнения были взяты
значения между фактическими данными и данными, полученными в результате моделирования.
Для модели (1) разница в значениях оказалась равной diff = 0.111, а для модели (4) diff = 0.724
(табл. 1). Таким образом, новая модель показала другие результаты в предельном развитии дина-
мики, но при этом точность моделирования её оказалась выше, чем у предшествовавшей модели.

Рассмотрены также статистические данные долей французского и английского языков
по всей Канаде и отдельно по Монреалю за 1996–2016 годы [15, 17]. Модель (1) показала,
что французский язык вытесняет английский, но скорость вытеснения крайне мала (рис. 8, a).
Модель (4) показала, что языки сосуществуют, динамика близка к устойчивому состоянию
(рис. 8, b). Обе модели показали разные результаты предельного развития динамики, при этом
точность моделирования для двух моделей примерно одинаковая (табл. 1). По Монреалю обе
модели показали соответствие первому случаю — языки сосуществуют совместно с билинг-
вами (рис. 9). Точность моделирования языковой динамики для моделей (1) и (4) оказалась
примерно одинаковой. Сравнение данных, полученных в результате моделирования, и дан-
ных, взятых из статистики для валлийского и английского языков, приведено на (рис. 10, a),
для шотландского и английского на (рис. 10, b), английского и французского для всей Кана-
ды на (рис. 11, a), только по Монреалю на (рис. 11, b). Точками отмечены значения долей
языков, взятые из статистических данных, кривыми показаны доли языков, полученные в ре-
зультате моделирования. Для проверки качества модели (1) методом регрессии было сделано
три идентификации параметров: первая и вторая идентификация параметров производились
на начальных фрагментах натурных данных различного периода (4 и 5 лет), третья идентифи-
кация параметров производилась на полном фрагменте данных продолжительностью в 10 лет.
Сравнение параметров представлено в табл. 2.

a b

Рис. 8. Франко-английская языковая пара (Канада). a — фазовая плоскость модели (1), французский язык вытесняет
английский. b — фазовая плоскость модели (4), сосуществование языков. Жирная траектория соответствует текущему
развитию динамики (цвет онлайн)

Fig. 8. French-English language pair (Canada). a — phase plane of the model (1), French is replacing English. b — phase plane
of the model (4), coexistence of languages. The bold trajectory corresponds to the current development of dynamics (color
online)

702
Медведев А. В., Кузенков О. А.

Известия вузов. ПНД, 2024, т. 32, № 5



a b

Рис. 9. Франко-английская языковая пара (Монреаль). a — фазовая плоскость модели (1), сосуществование языков.
b — фазовая плоскость модели (4), сосуществование языков. Жирная траектория соответствует текущему развитию
динамики (цвет онлайн)

Fig. 9. French-English language pair (Montreal). a — phase plane of the model (1), coexistence of languages. b — phase plane
of the model (4), coexistence of languages. The bold trajectory corresponds to the current development of dynamics (color
online)

a b

Рис. 10. Точками отмечены значения долей языков, взятые из статистических данных, кривыми показаны доли языков,
полученные в результате моделирования: красный — билингвы; синий — валлийский и шотландский язык; жёлтый —
английский язык. a — валлийский и английский языки. b — шотландский и английский (цвет онлайн)

Fig. 10. The dots mark the values of the shares of languages taken from statistical data, the curves show the shares of languages
obtained as a result of modeling: red — bilinguals; blue — Gaelic or Welish; yellow — English. a — Gaelic-English language
pair. b — Welish-English language pair (color online)
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Рис. 11. Точками отмечены значения долей языков, взятые из статистических данных, кривыми показаны доли языков,
полученные в результате моделирования: красный — билингвы; синий — французский язык; жёлтый — английский
язык. a — вся Канада. b — Монреаль (цвет онлайн)

Fig. 11. The dots mark the values of the shares of languages taken from statistical data, the curves show the shares of languages
obtained as a result of modeling: red — bilinguals; blue — Franch; yellow — English. a — in Kanada. b — in Montreal (color
online)

Таблица 2. Параметры модели (1) на различных временных периодах

Table 2. Model parameters (1) for different time periods

Размер фрагмента данных 𝑐1 𝑐2 𝑏1 𝑏2 𝑟 α β

4 значения 1901–1921 0.2 0.8 7.5 8.5 6.7 1.1 1.2

5 значений 1901–1931 0.1 0.9 7.0 8.5 6.7 2.4 1.2

10 значений 1901–2001 0.1 0.9 6.5 8.5 6.4 2.2 1.2

Анализ данных из табл. 2 показывает, что значения коэффициентов, полученных на на-
чальных фрагментах данных, близки к значениям, полученным на полном фрагменте натурных
данных. На основании этого можно утверждать, что модель (1) способна адекватно предсказывать
исход конкуренции языков.

3. Обсуждения

Параметр языковой волатильности, который появился в результате наблюдения Абрам-
сом и Строгатти нелинейности в языковой динамике, является важным открытием, сделанным
в их работе. Они интерпретировали его как готовность членов сообщества к смене языка, но та-
кое объяснение не является очевидным. В настоящей работе рассмотрены другие возможные
интерпретации этого параметра. Волатильность, введённая Абрамсом и Строгатти, была отражена
в уравнениях новой динамической системы членами уравнений, которые можно интерпретировать
как взаимопомощь внутри группы одного языка. По сути, взаимопомощь внутри одной языковой
группы и готовность к смене языка очень близки по смыслу. Чем выше взаимопомощь, тем члены
одной языковой группы активнее осваивают свой язык и менее склонны к смене языка, а чем она
ниже, тем готовность к смене языка выше, потому что нет мотивации к использованию только
языка своей языковой группы.
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На основании таких рассуждений параметр языковой волатильности можно также объяснить
и как эффект от взаимопомощи внутри группы одного языка, поскольку, во-первых, он близок
к ней по смысловой интерпретации, во-вторых, также находит своё объяснение в математическом
выражении. Это подтверждается и сравнением двух моделей, приведённым в данной работе.

Рассматривая статистические данные и данные, полученные в результате моделирования для
языковых пар Англии, стоит отметить весьма высокое значение параметров взаимопомощи для
валлийского и шотландского языков. Они превышают соответствующее значение для английского
языка в 8–20 раз, и этот порядок подтверждается двумя рассмотренными моделями. Английский
язык вытесняет их благодаря своей высокой престижности, но благодаря высокой взаимопомощи
малые группы этих двух языков до сих пор сохраняются. Анализируя данные по Канаде, стоит
отметить, что динамика французского и английского языков близка к устойчивому состоянию
и фактически не меняется. Французский язык доминирует в Канаде, но в её столице, благодаря
высокой взаимопомощи внутри группы английского языка, которая отражается в параметрах
модели, преимущество сместилось в сторону английского языка.

На примере динамики этих двух языков также стоит отметить, что стабильно сосущество-
вать способны языки с совершенно разными параметрами. Новая и старая модели показали
различные результаты моделирования предельного развития динамики по двум языковым парам:
шотландский-английский и французский-английский (Канада). При этом для первой языковой
пары точность моделирования новой модели (1) оказалась выше, чем у модели (4), для второй
языковой пары точность оказалась одинаковой. На этом основании можно сделать вывод о том,
что новая модель более точна в прогнозах, которые не совпадают с прогнозами старой модели.
На моменте тестирования модели её параметры настраивались на начальном фрагменте натураль-
ных данных, а исход конкуренции сравнивался с данными на конец периода. Прогноз пробного
результата оказался весьма точным. Это позволяет сделать прогноз на будущее и сказать, что на
данный момент динамика по рассмотренным языкам близка к устойчивым состояниям. При неме-
няющихся условиях в Англии будет продолжать доминировать язык английский, а в Канаде
французский. Рассмотренные эффекты (взаимопомощи и языковой волатильности) оказались
довольно схожими и показали очень близкий результат при моделировании, но при рассмотрении
предельного развития динамики могут давать как совпадающие, так и различные прогнозы.

Симметричность уравнений системы по форме не означает, что языки одинаковые, потому
что разница по языкам отражается не в уравнениях системы, а в её параметрах. Это позволяет
рассматривать языковую пару по типу «международный–национальный» в рамках исследованных
моделей. В реальности могут быть случаи, когда из-за политических, социальных или других при-
чин один из двух конкурирующих языков подвергается целенаправленному давлению и начинает
существовать в принципиально других условиях. В ходе данного исследования отмечено, что при
рассмотрении языковых пар по типу «международный–национальный» взаимопомощь для между-
народного языка близка к значению 0, а для национального близка к максимальному значению.
По языковой престижности ситуация обратная — у международного языка престижность близка
к значению 1, а национального близка к значению 0. Учёт этих особенностей в последующих
исследованиях может привести к появлению новых моделей с несимметричными уравнениями.

Заключение

В работе построена и исследована новая модель языковой динамики для двуязычного
сообщества. Общие понятия языковой динамики расширены новыми характеристиками языков:
силы взаимопомощи внутри групп носителей одного языка. Эффект взаимопомощи находит
эмпирическое подтверждение. Учтён эффект последовательного освоения языков детьми в раннем
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возрасте. В работе рассмотрена языковая динамика, основанная на реальных статистических
данных по некоторым языкам Англии и Канады: шотландскому, валлийскому, английскому,
французскому. Наблюдаемая статистика была сопоставлена с результатами математического моде-
лирования и подтвердила адекватность новой модели. Построен прогноз дальнейшего развития
динамики данных языков. Отмечено сходство эффекта взаимопомощи носителей одного языка
с эффектом языковой волатильности в модели AS. Эффект взаимопомощи продемонстрирован
на примере того, как изменению параметров взаимопомощи следует соответствующее изменение
фазовых портретов модели.

Список литературы

1. Abrams D., Strogatz S. Modelling the Dynamics of Language Death // Nature. 2003. Vol. 424.
P. 900. DOI: 10.1038/424900a.

2. Mira J., Paredes B. Interlinguistic Similarity and Language Death Dynamics // Europhysics
Letters. 2005. Vol. 69, no. 6. P. 1031–1034. DOI: 10.1209/epl/i2004-10438-4.

3. Castelly X., Eguiluz V., San Miguel M. Ordering dynamics with Two non-excluding option:
Bilingualism in language competition // New Journal of Physics. 2006. Vol. 8, no. 12. P. 308.
DOI: 10.1088/1367-2630/8/12/308.

4. Baggs I., Freedman H. A mathematical model for the dynamics of interactions between a
unilingual and a bilingual population: persistence versus extinction // Journal of Mathematical
Sociology. 1990. Vol. 16, no. 1. P. 51–75. DOI: 10.1080/0022250X.1990.9990078

5. Baggs I., Freedman H. Can the speakers of a dominated language survive as unilinguals?:
A mathematical model of bilingualism // Mathematical and Computer Modelling. 1993. Vol. 18,
no. 6. P. 9–18. DOI: 10.1016/0895-7177(93)90122-F.

6. Wyburn J., Hayward J. The future of bilingualism: an application of the Baggs and Freedman
model // Journal of Mathematical Sociology. 2008. Vol. 32, no. 4. P. 267–284. DOI: 10.1080/
00222500802352634.

7. Diaz M., Switkes J. Speaking out: A mathematical model of language preservation // Heliyon.
2021. Vol. 7, no. 5. P. 2405–2425. DOI: 10.1016/j.heliyon.2021.e06975.

8. Александрова Н. Ш. Исчезновение языков и естественный билингвизм // Полилингвиаль-
ность и транскультурные практики. 2023. Т. 20, № 3. С. 436–455. DOI: 10.22363/2618-897X-
2023-20-3-436-455

9. Paradis M. A Neurolinguistic Theory of Bilingualism. Amsterdam; Philadelphia: John Benjamins
Publishing Company. 2004. 299 p. DOI: 10.1075/sibil.18.

10. Александрова Н. Ш. Родной язык, иностранный язык и языковые феномены, у которых нет
названия // Вопросы языкознания. 2006. Т. 3. C. 88–100.

11. Alexandrova N. S., Antonets V. A., Kuzenkov O. A., Nuidel I. V., Shemagina O. V., Yakhno V. G.
Bilingualism as an Unstable State // Advances in Cognitive Research, Artificial Intelligence and
Neuroinformatics. Advances in Intelligent Systems and Computing. 2021. Vol. 1358. P. 359–367.
DOI: 10.1007/978-3-030-71637-0_41.

12. Медведев А. В., Кузенков О. А. Моделирование конкуренции языков. Современные информа-
ционные технологии и ИТ-образование // 2023. Т. 19, № 2. С. 381–392.

13. Вольтерра В. Математическая теория борьбы за существование. M: Наука, 1976. 286 c.
14. Кузенков О. А., Рябова Е. А. Математическое моделирование процессов отбора. Нижний

Новгород: Изд-во Нижегородского госуниверситета, 2007. 323 с.
15. Sutantawibul C., Xiao P., Richie S., Fuentes-Rivero D. Revisit language modeling competition

and extinction: A Data-Driven Validation // Journal of Applied Mathematics and Physics. 2018.
Vol. 6, no. 7. P. 1558–1570. DOI: 10.4236/jamp.2018.67132.

16. Menghan Z., Tao G. Principles of parametric estimation in modeling language competition //

706
Медведев А. В., Кузенков О. А.

Известия вузов. ПНД, 2024, т. 32, № 5

https://doi.org/10.1038/424900a
https://doi.org/10.1209/epl/i2004-10438-4
https://doi.org/10.1088/1367-2630/8/12/308
https://doi.org/10.1080/0022250X.1990.9990078
https://doi.org/10.1016/0895-7177(93)90122-F
https://doi.org/10.1080/00222500802352634
https://doi.org/10.1080/00222500802352634
https://doi.org/10.1016/j.heliyon.2021.e06975
https://doi.org/10.22363/2618-897X-2023-20-3-436-455
https://doi.org/10.22363/2618-897X-2023-20-3-436-455
https://doi.org/10.1075/sibil.18
https://doi.org/10.1007/978-3-030-71637-0_41
https://doi.org/10.4236/jamp.2018.67132


Proceedings of the National Academy of Sciences (PNAS). 2013. Vol. 110, no. 24. P. 194–212.
DOI: 10.1073/pnas.1303108110.

17. Statistics of Canada. https://www.statcan.gc.ca. Last accessed 3 Sep 2023.

References

1. Abrams D, Strogatz S. Modelling the Dynamics of Language Death. Nature. 2003;424:900.
DOI: 10.1038/424900a.

2. Mira J, Paredes B. Interlinguistic Similarity and Language Death Dynamics. Europhysics Letters.
2005;69(6):1031–1034. DOI: 10.1209/epl/i2004-10438-4.

3. Castelly X, Eguiluz V, San Miguel M. Ordering dynamics with Two non-excluding option:
Bilingualism in language competition. New Journal of Physics. 2006;8(12):308. DOI: 10.1088/1367-
2630/8/12/308.

4. Baggs I, Freedman H. A mathematical model for the dynamics of interactions between a unilingual
and a bilingual population: persistence versus extinction. Journal of Mathematical Sociology.
1990;16(1):51–75. DOI: 10.1080/0022250X.1990.9990078.

5. Baggs I, Freedman H. Can the speakers of a dominated language survive as unilinguals?:
A mathematical model of bilingualism. Mathematical and Computer Modelling. 1993;18(6):9–18.
DOI: 10.1016/0895-7177(93)90122-F.

6. Wyburn J, Hayward J. The future of bilingualism: an application of the Baggs and Freedman model.
Journal of Mathematical Sociology. 2008;32(4):267–284. DOI: 10.1080/00222500802352634.

7. Diaz M, Switkes J. Speaking out: A mathematical model of language preservation. Heliyon.
2021;7(5):2405–2425. DOI: 10.1016/j.heliyon.2021.e06975.

8. Alexandrova NS. The disappearance of languages and natural bilingualism. Polylinguality &
Transcultural Practices. 2023;20(3):436–455. DOI: 10.18500/0869-6632-00312310.22363/2618-
897X-2023-20-3-436-455 (In Russian).

9. Paradis M. A Neurolinguistic Theory of Bilingualism. Amsterdam; Philadelphia: John Benjamins
Publishing Company. 2004. 299 p. DOI: 10.1075/sibil.18.

10. Alexandrova NS. Native language, foreign language and linguistic phenomena that have no name.
Voprosy Jazykoznanija. 2006;3:88–100 (In Russian).

11. Alexandrova NS, Antonets VA, Kuzenkov OA, Nuidel IV, Shemagina OV, Yakhno VG. Bilingua-
lism as an Unstable State. Advances in Cognitive Research, Artificial Intelligence and Neuroin-
formatics. Advances in Intelligent Systems and Computing. 2021;1358:359–367. DOI: 10.1007/978-
3-030-71637-0_41.

12. Medvedev AV, Kuzenkov OA. Modeling language competition. Modern Information Technologies
and IT-education. 2023;19(2):381–392 (In Russian).
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