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В этом году исполнилось 80 лет со дня рожде-
ния нашего близкого друга и замечательного ученого
Валентина Сендеровича Афраймовича (2.04.1945–
21.02.2018). В. С. Афраймович, или, как ласково зва-
ли его друзья, Валечка, родился в интеллигентной
семье с корнями в городе Богородске Нижегород-
ской (тогда — Горьковской) области. После окончания
в 1963 году богородской школы № 3 Валя поступал
на мехмат МГУ, но не прошел по конкурсу, так как
на экзамене по физике ему занизили оценку, сказав,
что он решает физические задачи формально матема-
тически. К счастью, в Горьковском университете в те
годы была такая (весьма умная!) практика брать без
экзаменов в университет абитуриентов из лучших
московских вузов (МГУ, МФТИ и МИФИ), сдавших
экзамены, но не прошедших по конкурсу. Так Вален-
тин стал студентом Горьковского государственного
университета (ГГУ) и окончил факультет вычисли-
тельной математики и кибернетики ГГУ в 1968 году.

©Лерман Л. М., Некоркин В. И., 2025

https://doi.org/10.18500/0869-6632-003189
https://elibrary.ru/DLWSDE
https://doi.org/10.18500/0869-6632-003189
https://elibrary.ru/DLWSDE
https://doi.org/10.18500/0869-6632-003189


Со второго курса он начал заниматься научной работой под руководством Леонида Павловича
Шильникова и проявил большие способности. После окончания университета Валю и его друга
и сокурсника Л. М. Лермана, тоже ученика Шильникова, взяли в НИИ прикладной математики
и кибернетики Горьковского университета в отдел дифференциальных уравнений (зав. отделом
проф. Е. А. Леонтович-Андронова) в лабораторию, возглавляемую Л. П. Шильниковым. Отдел был
местом активной научной работы. Жизнь — научная и околонаучная — била ключом. Регулярно
работал научный семинар, выступать на котором было большой честью и большим испытанием,
так как к каждому выступающему относились «по гамбургскому счету». Валентин, продолжая со-
трудничество, начатое в студенческие годы, стал активно работать с Л. П. Шильниковым, сначала
под его руководством, а затем как равноправный соавтор, многие их работы получили широкую
известность. Среди них — работы о периодическом возмущении автономных систем с предельным
циклом и петлей сепаратрисы седла, бифуркации гомоклинических траекторий седло-узла и
разрушение инвариантных торов (то есть явления перехода от двухчастотных режимов к режиму
перемежаемости и хаосу). В этих давно ставших классическими работах были исследованы
различные типы хаотического поведения и было обнаружено, что сложная динамика не описы-
вается одними гиперболическими множествами: хаотические режимы очень часто соседствуют
с устойчивыми. Позднее Афраймович и Шильников предложили концепцию «квазиаттракто-
ра» — притягивающего множества, которое наряду с гиперболическими подмножествами может
содержать и устойчивые периодические траектории больших периодов с малыми областями
притяжения. Такая концепция оказалась адекватным математическим образом динамического
хаоса, наблюдаемого во многих прикладных задачах.

Важным этапом в научной работе В. С. Афраймовича стало его участие вместе с В. В. Быко-
вым под руководством Л. П. Шильникова в ныне знаменитых работах о рождении, бифуркациях
и структуре странного аттрактора в системе Лоренца (1977–1983). В отличие от гиперболических
аттракторов, теория которых к тому времени была уже достаточно хорошо развита, в аттракторе
Лоренца происходили бифуркации при изменении параметров, то есть он не сохранял свою
структуру при вариации параметров, хотя сохранялся как притягивающее множество со слож-
ной структурой. Для исследования поведения траекторий на аттракторе авторы работы создали
адекватную математическую модель в форме двумерного разрывного отображения (известную
сейчас как геометрическая модель Афраймовича–Быкова–Шильникова), которую затем удалось
детально исследовать. В этих работах ярко проявилось глубокое, тонкое понимание динамики,
теории бифуркаций Леонидом Павловичем, неординарное мышление Валентина и виртуозное
владение Быковым методами численного исследования. Авторы сумели сформулировать основ-
ные условия на отображение и его зависимость от параметров таким образом, что им удалось
исследовать очень детально всю картину появления и исчезновения аттрактора и изменений его
структуры при вариации параметров. По сей день теория Афраймовича–Быкова–Шильникова
(АБШ) остается наиболее полной и удобной для практического анализа структуры и эволюции
аттракторов лоренцевского типа в различных моделях. Позже в работах У. Такера и его группы
из университета Уппсалы было показано с помощью методов интервальной арифметики и до-
казательных вычислений, что настоящая система Лоренца действительно ведет себя согласно
модели АБШ.

Вскоре после работ по исследованию аттрактора Лоренца Валя начал активно сотрудничать
с физиками, особенно — с М. И. Рабиновичем1. Тогда же, в конце 1980-х годов, В. С. Афрай-
мович перешел на некоторое время на работу в ИПФ АН СССР, а затем — на радиофак ННГУ.
В 1986 году В. С. Афраймович, Н. Н. Веричев и М. И. Рабинович обнаружили, описали и изучи-
ли эффект синхронизации неидентичных автоколебательных систем с хаотической динамикой.

1Михаил Израилевич Рабинович (20 апреля 1941 – 31 марта 2025), член-корреспондент РАН.
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Этот пионерский результат впоследствии нашел применение при разработке новых принципов
передачи информации.

В начале 1990-х он получил приглашение на работу в США в рамках научного проекта.
После нескольких лет работы в США (Технологический институт штата Джорджия, Атланта,
Северо-западный университет, штат Иллинойс) и на Тайване (технопарк Синджу) он получил
позицию профессора-исследователя в университете Сан-Луис-Потоси в Мексике, где работал до
последнего дня.

С 90-х годов прошлого века В. С. Афраймович стал заниматься (наряду с задачами преды-
дущей тематики) проблемами на стыке качественной теории динамических систем, эргодической
теории и теории размерности. Здесь следует отметить, что В. С. Афраймович одним из первых
развил и применил при исследовании динамических систем со сложной динамикой новый инва-
риант — топологическую энтропию динамической системы, введенную Р. Адлером, А. Конхеймом
и М. МасЭндрю. При исследовании сложных динамических систем он фактически первым приме-
нил подход, основанный на использовании времён возвращения Пуанкаре для различных областей
фазового пространства, как основу численного анализа статистического поведения траекторий.
В этом направлении ему принадлежат фундаментальные результаты как с чисто математической
точки зрения (в совместных работах с его мексиканскими учениками Е. Угальде, Х. Уриа-
сом, а также с европейскими и американскими соавторами Й. Шмеллингом, Ж. Р. Шазоттом,
Б. Сассолом и др.), так и в приложениях к различным проблемам гамильтоновой механики,
теории связанных осцилляторов, в задачах синхронизации (совместные работы с Г. Заславским,
М. Рабиновичем, А. Луо и др.). Дело в том, что спектральный анализ размерностных характери-
стик времён возвращения Пуанкаре позволил разобраться в структуре и статистике поведения
траекторий в различных прикладных задачах, когда распределение вероятностей более сложное,
чем гауссовское (имеет сингулярности). Другой подход к динамическим проблемам, иницииро-
ванный Афраймовичем в те годы, был основан на введенной им энтропийной характеристике —
так называемой энтропии по направлению. Этот инвариант, а также другая важная характеристи-
ка — динамическая сложность — оказались очень полезными при изучении систем со связями
(в том числе, связанных осцилляторов и клеточных сетей). В этом направлении были получены
(совместно с Я. Б. Песиным, Л. А. Бунимовичем, М. Курбажем, Ю. В. Глебским и др.) важные
теоретические результаты и исследованы многочисленные приложения.

Результаты данных исследований легли в основу монографий В. С. Афраймовича (на ан-
глийском языке): «Нелинейная динамика и сложность» (соавторы А. Луо и К. Фу), «Лекции по
хаотической динамике» (соавтор З. Су), «Гамильтонов хаос за пределами КАМ-теории» (соавтор
А. Луо), «Фрактальные размерности для времён возвращения Пуанкаре» (соавторы Э. Угальде,
Х. Уриас — в 2011 году вышел русский перевод под редакцией М. И. Малкина).

Активно сотрудничал В. С. Афраймович с группой профессора В. И. Некоркина
(ныне — чл.-корр. РАН). Эти исследования начались в конце 80-х годов. Они касались дина-
мики пространственно-распределенных систем. Была опубликована серия работ по этой тематике,
в которых исследовались системы, обладающие дискретными пространственными координа-
тами. В частности, было введено строгое определение понятия хаоса волн и их устойчивости.
Дальнейшие исследования в этом направлении были связаны с математическими аспектами нейро-
динамики. Был разработан (совместно с А. С. Дмитричевым и Д. В. Касаткиным, В. И. Некор-
киным) подход, позволяющий анализировать динамику возбудимых нейронных сетей через
динамику клеточных автоматов на графах синаптических связей. В последнее время Валентин
Сендерович работал над обобщением теории сложности на случай динамических сетей. В этом
направлении были получены и опубликованы первые результаты (совместно с А. С. Дмитричевым
и Д. С. Щапиным, В. И. Некоркиным).
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Другое направление исследований, которым Валентин Сендерович заинтересовался в начале
нынешнего века — это проблемы работы мозга. Его привлекали динамические механизмы форми-
рования автобиографической памяти, бифуркации, описывающие скачки внимания и, конечно,
нелинейная динамика сознания в целом как иерархического когнитивного процесса. Умение
широко мыслить, нестандартный взгляд на, казалось бы, тупиковые проблемы, и использование
красоты создаваемой модели в качестве критерия ее перспективности помогли Афраймовичу
вместе с соавторами построить основы динамической теории интеллектуальной активности чело-
века на уровне математических теорем. Эти работы широко признаны и цитируются, например,
на его статью (с соавторами) в одном из ведущих мировых журналов PLoS Computational Biology
имеется более двухсот ссылок.

Валентин Сендерович был одарен редкостным талантом педагога и сыграл решающую
роль в становлении многих молодых ученых. Эрудиция и творческое понимание предмета,
нелюбовь к общим фразам и умение подчеркнуть главное делали его лекции привлекательными и
незабываемыми для слушателей. Он работал во многих странах мира — России, США, Китае,
Мексике, Франции и др., и везде у него остались ученики, последователи и соавторы.

Валентин Сендерович был талантливым учёным и обладал энциклопедическими знаниями
в области теории динамических систем. Другое его уникальное качество состояло в поразительной
способности очень чётко и доходчиво излагать даже очень сложные понятия и результаты.
Валентин Сендерович был постоянным лектором нижегородских школ по нелинейным волнам,
проводимых ИПФ РАН.

В. С. Афраймович опубликовал с соавторами более 100 научных работ и несколько моногра-
фий, из которых некоторые получили широкую известность, например, 5-й том известной серии
ВИНИТИ «Современные проблемы математики. Фундаментальные направления».

Валентин Сендерович никогда не терял связи с российскими коллегами, особенно из
Нижнего Новгорода: он каждый год (а иногда и чаще) приезжал в Нижний и регулярно при-
нимал участие в работе научных конференций, проводимых в ННГУ, читал лекции на школе
«Нелинейные волны», часто выступал на заседаниях Нижегородского математического общества,
участвовал в совместных научных проектах.

Прошло больше семи лет, как Валентина Сендеровича нет с нами. С этого расстояния его
вклад в нелинейную динамику, теорию бифуркаций, теорию синхронизации, математические
проблемы нейродинамики и динамическую теорию интеллектуальной активности выглядит еще
более выпукло, а его светлый образ по-прежнему ярок в памяти его коллег и друзей.
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Аннотация. Цель настоящего исследования — разработка численного метода бифуркационного анализа для нели-
нейных уравнений в частных производных, основанного на методе сведения уравнений в частных производных
к обыкновенным с использованием теоремы Колмогорова–Арнольда. Методы. В данной работе описывается метод
сведения уравнений в частных производных к обыкновенным с использованием теоремы Колмогорова–Арнольда,
а также метод бифуркационного анализа нелинейных краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений.
Результаты. В работе представлен новый метод решения и бифуркационного анализа нелинейных краевых задач
для уравнений в частных производных, допускающих вариационную постановку. Метод был применён к нелинейной
двумерной задаче Брату с граничными условиями типа Дирихле. Заключение. Разработан новый метод бифуркационно-
го анализа для нелинейных уравнений в частных производных, а именно был предложен метод сведения уравнений
в частных производных к обыкновенным, который позволяет применять разработанный аппарат бифуркационного
анализа для краевых задач обыкновенных дифференциальных уравнений. Метод позволяет строить бифуркационные
картины для нелинейных уравнений в частных производных произвольного вида.

Ключевые слова: бифуркационный анализ, нелинейные уравнения в частных производных, краевые задачи, теорема
Колмогорова–Арнольда.
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Abstract. The purpose of this study is to develop a numerical method for bifurcation analysis of nonlinear partial differential
equations, based on the reduction of partial differential equations to ordinary ones, using the Kolmogorov–Arnold theorem.
Methods. This paper describes a method for reducing partial differential equations to ordinary ones using the Kolmogorov–
Arnold theorem, as well as methods for the bifurcation analysis of nonlinear boundary value problems for ordinary differential
equations. Results. The paper presents a new method for solving and bifurcation analysis of nonlinear boundary value problems
for partial differential equations, which allow variational formulation. The method was applied to a nonlinear two-dimensional
Bratu problem with Dirichlet-type boundary conditions. Conclusion. A new method of bifurcation analysis for nonlinear partial
differential equations has been developed. Specifically, a method has been proposed for reducing partial different equations to
ordinary equations, which allows the use of the developed apparatus of bifurcation analysis for boundary value problems of
ordinary differential equations. This method allows conducting bifurcation analysis for arbitrary nonlinear partial differential
equations.
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Введение

Решение значительного числа естественнонаучных задач делает необходимым построение,
преимущественно в рамках численных методов, полной бифуркационной картины для краевых
задач для систем нелинейных уравнений в частных производных (нелинейных краевых задач).
При этом если для отыскания решений задач данного класса мы можем указать значительное
число методов (метод конечных элементов, метод конечных разностей и др.), то задача создания
метода построения полной бифуркационной картины (включающей ветви первичного, вторичного,
третичного и т. д. ветвления) остаётся далекой от разрешения. Собственно говоря, здесь наблюда-
ется определённый разрыв между глубокими теоретическими построениями теории бифуркаций
(и теории катастроф) [1–3] и методами, позволяющими построить полную бифуркационную
картину для нелинейных уравнений в частных производных, а также проанализировать её в рам-
ках указанных теорий. В настоящей работе предлагается метод, позволяющий строить полную
бифуркационную картину в широком классе нелинейных краевых задач для уравнений в частных
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производных, допускающих вариационную постановку; метод обобщает подход Н. И. Ободан
и В. А. Громова [4–8] на общий случай представления неизвестных функций задачи в рамках
теоремы Колмогорова–Арнольда.

Дальнейшее изложение структурировано следующим образом. В следующем разделе пред-
ставлен обзор методов решения и бифуркационного анализа уравнений в частных производных,
опирающихся на то или иное представление функции многих переменных как суперпозиции
функций одной переменной. В разделе 2 представлена постановка задачи, а также уравнения
модельной задачи (задача Брату); в разделе 3 изложен предложенный в настоящей статье метод
решения нелинейных краевых задач как для обыкновенных дифференциальных уравнений, так
и для уравнений в частных производных. Метод сведения уравнений в частных производных
с помощью теоремы Колмогорова изложен в секциях 3.5–3.8. В разделе 4 описаны результаты
численного эксперимента для задачи Брату. В последнем разделе представлены выводы.

1. Обзор литературы

1.1. Представление функций многих переменных как суперпозиции функций одной
переменной. В рамках рассматриваемого метода предполагается сведение (в рамках итерацион-
ного процесса) краевой задачи для нелинейных уравнений в частных производных к последова-
тельности краевых задач для систем нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений;
при этом и бифуркационный критерий для краевой задачи для нелинейных уравнений в частных
производных представляет собой «комбинацию» бифуркационных критериев для соответствую-
щих краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений. Следует отметить, что для
обыкновенных дифференциальных уравнений в [9] была предложена методология численного по-
строения полной бифуркационной картины и её анализа в рамках теории катастроф, опирающаяся
на теорему Келлера–Антмана [10].

Вышеуказанное обстоятельство обуславливает необходимость представления функции
многих переменных как суперпозиции функций одной переменной. Классический метод Фурье
предполагает представление неизвестной функции в виде

𝑢(𝑥1, 𝑥2) ≈
∑︁
𝑖

ℎ*𝑖 (𝑥1)𝑔
*
𝑖 (𝑥2). (1)

Здесь и далее звёздочкой помечены заданные функции, без звёздочки фигурируют функции,
подлежащие определению в рамках того или иного численного алгоритма. В работах Л. В. Канто-
ровича [11] был предложен метод, в рамках которого неизвестные функции задачи представлялись
в виде

𝑢(𝑥1, 𝑥2) ≈
∑︁
𝑖

ℎ*𝑖 (𝑥1)𝑔𝑖(𝑥2). (2)

Подстановка представления (2) в вариационную постановку задачи с последующим варьированием
по неизвестным функциям 𝑔(𝑥2) сводит задачу бифуркационного анализа краевых задач для
системы нелинейных уравнений в частных производных к задаче бифуркационного анализа
краевых задач систем обыкновенных дифференциальных уравнений1. В работах Н. И. Ободан
и В. А. Громова [4–8, 13, 14] был предложен итерационный обобщённый метод Канторовича
(ИОМК), основывающийся на представлении вида

𝑢(𝑥1, 𝑥2) ≈
∑︁
𝑖

ℎ𝑖(𝑥1)𝑔𝑖(𝑥2). (3)

1В статье [12] предоставлен обзор существующих методов сведения уравнений в частных производных к обыкно-
венным дифференциальным уравнениям (метод Фурье, метод Галёркина и др.).
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Здесь определению (в рамках итерационного процесса) подлежат уже как функции ℎ𝑖(𝑥1),
так и функции 𝑔𝑖(𝑥2).

Представление (3) позволяет свести задачу бифуркационного анализа краевых задач для
нелинейных уравнений в частных производных к задаче бифуркационного анализа краевых
задач для нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений [5]. Полученные здесь
результаты хорошо согласуются2 с теоретическими результатами, полученными в рамках теории
особенностей дифференцируемых отображений (теории катастроф) — порядок вырожденности
особых точек, допустимые варианты изменения числа максимумов и минимумов потенциальной
функции при пересечении бифуркационного множества в пространстве параметров и др. [3].
В частности, полная бифуркационная картина здесь была построена для уравнений Кармана
(уравнений теории оболочек) [5]. Указанное представление оказалось эффективным в весьма
широком круге задач. Как нам представляется, здесь можно указать две причины. С одной
стороны, такого рода представления можно рассматривать как построение базиса, «оптимального»
для данной задачи: здесь мы не «навязываем» задаче некий предзаданный базис (например,
базис Фурье), но ищем базис, наилучший для данной задачи. Вследствие этого число слагаемых
в представлении (3) обычно весьма мало по сравнению с методами, основанными на разложении
в ряд Фурье, где предполагается, что функция раскладывается по базису, одинаковому для всех
задач. Здесь обычно достаточно двух-трёх слагаемых. С другой стороны, в значительном числе
задач решение имеет вид (3) или близкий к нему.

Вместе с тем представление (3), очевидно, не является наиболее общим представлением
функции многих переменных, использующим функции одной переменной. Наиболее общее
представление даётся теоремой Колмогорова–Арнольда [15]3. В формулировке Д. Шпрехера
теорема Колмогорова–Арнольда принимает вид [17, 18]:

𝑢(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =

2𝑛∑︁
𝑞=0

Φ𝑞

(︁ 𝑛∑︁
𝑝=1

α𝑝ψ(𝑥𝑝 + 𝑎𝑞)
)︁
, (4)

где константы 𝑎,α𝑝, 𝑝 = 1, ..., 𝑛 и внутренняя функция ψ(𝑥) одинаковы для всех непрерывных
𝑢(𝑥1, ..., 𝑥𝑛). Следует подчеркнуть, что представление (4), в отличие от представлений (1)–(3),
представляет собой точное равенство; при этом число слагаемых здесь мало и определяется лишь
числом аргументов функции 𝑢.

В формулировке Хедберга–Кахане теорема Колмогорова–Арнольда принимает вид [19]:

𝑢(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =

2𝑛∑︁
𝑞=0

χ
(︁ 𝑛∑︁

𝑝=1

λ𝑝ψ𝑞(𝑥𝑝)
)︁
. (5)

В отличие от предыдущих формулировок, формулировка Хедберга верна для «почти всех» на-
боров функций (ψ0(𝑥), ...,ψ2𝑛(𝑥)), где ψ𝑖 принадлежит к классу непрерывных неубывающих
функций, удовлетворяющих условиям ψ𝑖(0) = 0,ψ𝑖(1) = 1, для которых существуют целочислен-
но независимые константы λ1, ..., λ𝑛,

∑︀𝑛
𝑖=1 λ𝑖 = 1.

Наконец, в формулировке Р. Досса [20] теорема Колмогорова–Арнольда принимает вид

𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
2𝑛+1∑︁
𝑖=1

3
(︁ 𝑛∏︁

𝑝=1

ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝)
)︁
. (6)

2Что далеко не всегда так для методов, опирающихся на конечные разности, конечные элементы и др.
3Отметим также работу Майорова–Пинкуса [16], в которой даётся формула для наилучшего приближения (не точ-

ного представления!) функции многих переменных суперпозицией дифференцируемых функций одной переменной.
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Данная формулировка также верна для «почти всех» 𝑛(2𝑛 + 1) наборов 3𝑖,𝑝 ∈ 𝐶(𝐼)𝑛(2𝑛+1).
Для удобства построения вычислительного процесса было использовано обобщение формулиров-
ки Досса (7):

𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

2𝑛+1∑︁
𝑖=1

3𝑖
(︁ 𝑛∏︁

𝑝=1

ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝)
)︁
. (7)

Данная формулировка оказалась наиболее удобной с точки зрения построения вычислительного
процесса.

Критика теоремы Колмогорова–Арнольда связана с тремя обстоятельствами. Во-первых,
внутренние (формулировки Колмогорова–Арнольда и Шпрехера) или внешние (формулиров-
ки Хедберга, Досса и Шпрехера) функции являются всюду непрерывными, но нигде не диф-
ференцируемыми («чёртова лестница»). В частности, для двумерной функции 𝑢(𝑥1, 𝑥2) =
= sin(π * 𝑥1) sin(π * 𝑥2) внешняя функция Φ(𝑧) в представлении Шпрехера (35) имеет вид
(рис. 1).

Во-вторых, в оригинальном доказательстве отсутствовал конструктивный алгоритм по-
строения как внешних, так и внутренних функций. В-третьих, даже то незначительное число
(внутренних и внешних) функций, которые фигурируют в представлении (6), в некоторых случаях
представляется слишком большим и должно быть уменьшено.

Решение первой из указанных проблем в общем случае, вероятно, невозможно. Здесь
можно сослаться на работы А. Г. Витушкина [21, 22], в которых показано, что на кубе 𝐼3 можно
определить 𝑘 раз непрерывно дифференцируемую функцию трёх переменных, не представи-
мую на этом кубе в виде конечной суперпозиции

[︀
2
3𝑘
]︀

раз дифференцируемых функций двух

Рис. 1. График функции 𝑢(𝑥1, 𝑥2) = sin(π * 𝑥1) sin(π * 𝑥2) в представлении Шпрехера (35)

Fig. 1. Graph of the function 𝑢(𝑥1, 𝑥2) = sin(π * 𝑥1) sin(π * 𝑥2) in the Sprecher’s representation (35)
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переменных, с частными производными порядка
[︀
2
3𝑘
]︀
, которые удовлетворяют условию Лип-

шица, где 𝑘 — произвольное целое положительное число. Вместе с тем следует подчеркнуть,
что поскольку в отличие от общего случая, рассматриваемого в теореме Колмогорова–Арнольда,
мы ищем решение уравнения в частных производных, то на искомом решении все необходи-
мые производные внутренних и внешних функций существуют и дифференцируемы4. С другой
стороны, алгоритмы построения внутренних функций, предложенные для различных форм теоре-
мы Колмогорова–Арнольда, являются итерационными алгоритмами, вычисляющими значения
указанных функций в конечном числе точек, тем большем, чем больше номер итерации. Это
означает, что на каждой конкретной итерации мы имеем значение функции в конечном числе
точек и, аппроксимируя эти значения тем или иным способом (например, сплайнами), можем
считать их — для конечной итерации — принадлежащими любому необходимому классу гладко-
сти5. Здесь мы «опасно» приближаемся к вопросу о природе математического моделирования и
дифференциальных уравнений. Мы будем придерживаться той точки зрения — допуская, впрочем,
существование прямо противоположной — что мы моделируем реальный процесс, а диффе-
ренциальные соотношения являются лишь удобным средством его описания. Следовательно,
наши предположения о безграничной делимости и им подобные, лежащие в основе большинства
дифференциальных уравнений, являются лишь допущениями, удобными при выводе дифференци-
альных соотношений — очевидно, что всего лишь стократное уменьшение масштаба в два раза
приводит нас в «мир» дискретных атомов, разделённых гигантскими расстояниями, а дальнейшее
уменьшение — в квантовый мир. А тогда мы должны предположить, что алгоритмы анализа
дифференциальных уравнений, позволяющие описать поведение соответствующей системы для
произвольного, но конечного уровня дискретизации, являются «легитимным» средством описания
реальных процессов.

Решению второй из указанных проблем посвящено значительное число работ, которые
можно условно разделить на два направления. В рамках первого направления осуществляются
попытки получения конструктивных алгоритмов построения внутренних функций для формули-
ровок с фиксированными внутренними функциями. Здесь нужно отметить, прежде всего, работы
Д. Шпрехера [17, 18], в которых предлагается итерационный алгоритм построения внешних функ-
ций. М. Коппен [23] указал на ошибку в алгоритме Шпрехера построения внутренней функции,
которая приводит к немонотонности этой функции — нарушению необходимого условия теоремы
Колмогорова–Арнольда. Он также предложил корректный алгоритм построения внутренней
функции. Дж. Актор [24] предлагает алгоритм построения непрерывных по Липшицу внутренних
функций, чем решает серьёзную вычислительную проблему; кроме того, алгоритм позволяет
контролировать наклон функций6. В рамках второго направления решения второй из указанных
проблем осуществляется построение оптимальных аппроксимаций (для которых точное равенство
в формулировках типа (4), (5), (6) заменяется приближённым), дифференцируемых необходимое
число раз, функциями одной переменной. Так, в работах Майорова–Пинкуса [16] предлага-
ется аппроксимация с использованием дифференцируемых сигмоидальных функций. К этому
направлению примыкают работы Тегмарк [25], где теорема Колмогорова–Арнольда используется
в архитектуре нейронных сетей. В данном подходе внутренние функции аппроксимируются
B-сплайнами.

Среди работ, посвящённых решению третьей из указанных проблем (уменьшению числа
функций), можно отметить статьи [17, 26]. Так, в статье [17] Д. Шпрехер даёт формулировку

4Что, разумеется, оказывается далеко не так, как только мы даже немного отступаем от решения.
5В пределе по числу итераций они сходятся, согласно теореме Колмогорова, к везде непрерывным, нигде не диффе-

ренцируемым функциям.
6В работе также дан обзор различных формулировок теоремы Колмогорова–Арнольда.
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теоремы, где используется только одна внутренняя функция (он использует линейные сдвиги
её аргумента), а также предлагает алгоритм построения этой функции. В работе Лоренца [26]
и вовсе используются всего две функции — одна внутренняя и одна внешняя (он использует
линейные сдвиги внутренней и внешней функций).

1.2. Алгоритм построения полной бифуркационной картины. Алгоритм построения
полной бифуркационной картины для статических задач для уравнений в частных производных
обычно включает в себя: алгоритм идентификации особых точек (бифуркационный критерий);
алгоритм классификации особых точек с выделением предельных особых точек и точек бифур-
кации7 и порядка их вырожденности; алгоритм продолжения по параметру и смены параметра
продолжения для преодоления предельных особых точек (path-tracing); алгоритм построения
постбифуркационных ветвей решения, исходящих из данной точки бифуркации. Здесь следует
подчеркнуть, что результаты применения данного алгоритма должны согласовываться с известны-
ми теоретическими результатами теории бифуркаций и теории катастроф (например, о порядке
вырожденности особых точек — однократная или двукратная) и не зависеть от числа узлов ап-
проксимации. Последнее требование практически исключает возможность применения сеточных
методов решения краевых задач для уравнений в частных производных, а также значительной
части бессеточных (обзор последних можно найти в [27]). В рамках представления (3) для
построения бифуркационной картины нелинейных уравнений в частных производных в рабо-
тах [4, 5, 9, 13,28] был предложен новый итеративный подход к решению уравнений в частных
производных — итеративный обобщённый метод Канторовича (ИОМК).

В данном методе искомые функции многих переменных представляются в виде суммы
произведений одномерных (3), что позволяет свести краевую задачу уравнений в частных про-
изводных к последовательности краевых задач обыкновенных дифференциальных уравнений.
Данный подход также позволяет свести (в рамках представления (3)) бифуркационный анализ
краевых задач для нелинейных уравнений в частных производных к бифуркационному анализу
краевых задач для нелинейных обыкновенных уравнений ОДУ. Существенным достоинством дан-
ного подхода является то, что результаты бифуркационного анализа не зависят от использованного
способа дискретизации, а также от числа точек дискретизации, но определяются лишь порядком
самого уравнения, что позволяет в полной мере применять теоремы теории бифуркаций к анализу
уравнений в частных производных8. В работах [4, 5, 8, 9, 28, 30] данный метод и сопутствующие
алгоритмы применяются к уравнениям Кармана теории тонкостенных оболочек для получения
решений; здесь представлена полная бифуркационная картина соответствующей нелинейной
краевой задачи9.

Представление (3) не является наиболее общим представлением функции многих пере-
менных через суперпозицию функций одной переменной, что обуславливает необходимость
использования различных формулировок теоремы Колмогорова для конструирования методов
построения полной бифуркационной картины, построенных по модели ИОМК.

В настоящем исследовании предлагается метод численного построения полной бифуркаци-
онной картины для краевых задач нелинейных уравнений в частных производных, основанный
на представлении теоремы Колмогорова в формах Шпрехера (4), Хедберга (5) и Досса (6).

7В некоторых случаях возможен комбинированный вариант (hill-top bifurcation).
8Классические подходы к решению краевых задач для уравнений в частных производных (метод конечных

элементов, метод конечных разностей и др.) обычно позволяют решить исследуемое уравнение, но результаты
бифуркационного анализа могут качественно отличаться в зависимости от порядка дискретизации [29].

9Отметим, что на основании предложенной методологии бифуркационного анализа (решение прямой задачи теории
бифуркаций) в работах [5, 6, 31] рассматривается проблема прогнозирования бифуркации и определения состояния,
предшествующего бифуркации (обратная задача теории бифуркаций).
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2. Постановка задачи

Рассматривается краевая задача для нелинейного уравнения в частных производных, данная
своей вариационной постановкой:

Ξ(𝑢) −→ 𝑒𝑥𝑡𝑟
𝑢

, (8)

где Ω ⊆ R𝑛 — односвязная выпуклая область; 𝑢 ∈ 𝑊 𝑘
2 (Ω) — неизвестная функция; 𝑊 𝑘

2 (Ω) —
пространство Соболева, а 𝐹 такое, что выполняется необходимое условие локального экстремума
[32]:

Ξ =

∫︁ ∫︁
...

∫︁
Ω

𝐹
(︁
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

𝜕𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕𝑥𝑖1
,

𝜕2𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕𝑥𝑖1𝜕𝑥𝑖2
, . . . ,

𝜕𝑁𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕𝑥𝑖1 . . . 𝜕𝑥𝑖𝑁

)︁
𝑑𝑥1𝑑𝑥2...𝑑𝑥𝑛

(9)

В качестве ограничений выступают граничные условия вида

𝑆(𝑢)
⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0, (10)

где 𝜕Ω — граница односвязной выпуклой области Ω конечномерного пространства R𝑛,
𝑆 — линейный оператор, который переводит 𝑢 в {𝑢 : 𝑢|𝜕Ω = 0}.

Необходимо предложить метод построения полной бифуркационной картины для нелиней-
ной краевой задачи (8)–(10), позволяющий:

1. Строить решения нелинейной краевой задачи и ветви решения функции в зависимости
от параметра.

2. Идентифицировать особые точки решения.
3. Определять их тип и порядок вырожденности10.
4. Строить постбифуркационные ветви решения.

В конечном итоге такой метод должен позволить строить полную бифуркационную картину
для краевой задачи для нелинейных уравнений в частных производных, включающую ветви
первичного, вторичного, третичного и т. д. ветвлений.

В качестве модельных рассматриваются уравнения Брату [33, 34]:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥21
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥22
+ γ𝑒𝑢(𝑥1,𝑥2) = 0, (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω (11)

с граничными условиями вида Дирихле:

𝑢(𝑥1, 𝑥2) = 0, (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝜕Ω, (12)

где Ω = [0, 1]2. Вариационная задача, эквивалентная дифференциальной, задаётся формулой (13):∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

[︃[︁ 𝜕𝑢
𝜕𝑥1

]︁2
+
[︁ 𝜕𝑢
𝜕𝑥2

]︁2
− 2γ𝑒𝑢(𝑥1,𝑥2)

]︃
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 −→ 𝑒𝑥𝑡𝑟

𝑢(𝑥1,𝑥2)
. (13)

Существование решения задачи Брату доказывается, например, в работах [35, 36].

10Здесь предполагается, что указанные характеристики не будут зависеть от способа аппроксимации, но только от
порядка самих уравнений, и будут согласовываться с теоретическими результатами теории бифуркаций.
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3. Метод численного построения полной бифуркационной картины
нелинейной краевой задачи

3.1. Метод сведения нелинейной краевой задачи к эквивалентной задаче Коши,
использующий итерационную формулу метода Ньютона (в дальнейшем — для краткости —
метод Ньютона). В конечном итоге любой из рассмотренных ниже методов решения нелинейных
краевых задач для уравнений в частных производных так или иначе сводится к последователь-
ности решения краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений. Для решения
краевой задачи обыкновенных дифференциальных уравнений был выбран метод Ньютона. Суще-
ственным достоинством метода является то, что данный метод позволяет легко сформулировать
бифуркационный критерий для такого рода задач (см. раздел 2.2). Подробное изложение метода
можно найти в [5, 37].

Рассмотрим краевую задачу для системы обыкновенных дифференциальных уравнений (14):{︃
𝑦′(𝑥) = 𝑓

(︀
𝑥, 𝑦(𝑥), γ

)︀
, (14)

ℎ
(︀
𝑥0, 𝑥1, 𝑦(𝑥0), 𝑦(𝑥1)

)︀
= 0. (15)

Здесь 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑦(𝑥) — вектор-функция неизвестных задачи, 𝑓
(︀
𝑥, 𝑦(𝑥), γ

)︀
— вектор-функция правых

частей, γ — вектор параметров, ℎ
(︀
𝑥0, 𝑥1, 𝑦(𝑥0), 𝑦(𝑥1), γ

)︀
— граничные условия.

Метод заключается в сведении рассматриваемой задачи к эквивалентной ей задаче Ко-
ши (16): ⎧⎨⎩ 𝑦′(𝑥) = 𝑓

(︀
𝑥, 𝑦(𝑥), γ

)︀
,

𝑦(𝑥*) = ξ,
(16)

где ξ является вектором значений неизвестных функций задачи 𝑦(𝑥) в произвольной, но фиксиро-
ванной точке 𝑥* ∈ [𝑥0, 𝑥1]. Интегрирование любым известным методом численного интегрирова-
ния11 из точки 𝑥* к границам промежутка интегрирования позволяет вычислить невязки задачи
как функции вектора (17):

3(ξ, γ) = ℎ
(︀
𝑥0, 𝑥1, 𝑦(𝑥0, ξ), 𝑦(𝑥1, ξ), γ

)︀
= 0. (17)

Здесь 3(ξ, γ) — вектор невязок, заданных в неявном виде через решение задачи Коши (16).
Тем самым задача (14)–(15) сводится к задаче нахождения вектора ξ, обращающего в ноль

вектор невязок 3(ξ, γ), то есть отыскания решения системы трансцендентных уравнений (17).
Для отыскания решения используется метод Ньютона, итерационная формула которого (18):

ξ(𝑘+1) = ξ(𝑘) −ℱ−13(ξ(𝑘), γ), (18)

где ℱ является численным аналогом матрицы производных Фреше:

ℱ𝑖,𝑗 ≈
3𝑖(ξ0, . . . , ξ𝑗 + ∆, . . . , ξ𝑛, γ)− 3𝑖(ξ0, . . . , ξ𝑗 , . . . , ξ𝑛, γ)

∆
, (19)

а ∆ — малое, но конечное приращение.

3.2. Вариационная постановка задачи и связь с теорией катастроф. Вариационная
постановка краевой задачи (14)–(15) может быть записана в виде

𝐽(𝑦, 𝑦′) −→ min . (20)

11Мы использовали метод Рунге–Кутты 4-го порядка.
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Добавление к вариационной постановке в качестве ограничений всех или части условий ста-
ционарности функционала не меняет решения вариационной задачи [10, 38]. Соответственно,
добавление к функционалу (20) условий (15) превращает его в функцию конечного числа пере-
менных ξ и вектора параметров γ, то есть в математический объект, который можно исследовать
в рамках теории катастроф:

𝐻(𝑦, 𝑦′, γ; ξ) −→ extr. (21)

Градиент функции (21) даёт множество невязок (17), а её гессиан — матрицу Фреше (19).
Указанные обстоятельства означают, что задача (14)–(15) в случае наличия вариационной по-
становки (20) может быть исследована не только методами теории бифуркаций, но и методами
теории катастроф [1, 3, 29].

Следует подчеркнуть, что порядок матрицы Фреше в данном подходе определяется не чис-
лом узлов аппроксимации, но исключительно порядком самой задачи (числом уравнений в си-
стеме). Это позволяет получать в численном расчёте результаты, хорошо согласующиеся с ре-
зультатами теории катастроф и теории бифуркаций [3, 10, 39]: в частности, для большинства
исследованных авторами систем порядок вырожденности матрицы был равен одному или двум,
при этом наблюдающиеся поверхности решений соответствовали каспоидным и омбилическим
катастрофам соответственно, как это и предполагает теория катастроф.

В рамках сформулированного выше подхода к решению нелинейных краевых задач кри-
тическая точка потенциальной функции (21) эквивалентна решению (14)–(15), а вырожденная
критическая точка — особой точке решения данной задачи. Это позволило Келлеру и Антма-
ну [10] сформулировать критерий для идентификации и классификации особых точек решения
(критических точек потенциальной функции (21)). Точка (ξ, γ) является особой точкой, если при
данном значении вектора параметров матрица Фреше ℱ вырождена:

det(ℱ) = 0. (22)

На практике используется определитель приближения (19), вычисленный на последней итерации
метода Ньютона.

Двумя важными характеристиками здесь является порядок вырожденности матрицы ℱ и её
тип. Порядок вырожденности 𝑙 (коранг) матрицы ℱ размерности 𝑛×𝑛 определяется как 𝑙 = 𝑛− 𝑟,
где 𝑟 является рангом данной матрицы. Так как матрица ℱ определяется через численное решение
задачи сведения краевой задачи к эквивалентной задаче Коши, то и коранг матрицы может быть
численно аппроксимирован. В рамках предложенного метода рассматривается численный коранг
матрицы: для определения численного коранга матрицы ℱ вычисляются её сингулярные значения.
Здесь удобно следить за сингулярными значениями матрицы ℱ как за функциями параметра
продолжения на интервале, содержащем особую точку (см., например, рис. 2, рис. 3): некоторые
сингулярные значения касаются точки ноль (обращаются в ноль), а некоторые — нет (хотя могут
быть близки к нулю, но не касаются).

Первый случай соответствует однократному вырождению (каспоидные катастрофы), вто-
рой — двукратному (омбилические катастрофы)12. Здесь возможен и более тонкий анализ в рамках
теории катастроф, позволяющий отнести наблюдаемое многообразие ветвей решения к типу
одной из элементарных катастроф (см., например, [37]), а свойства элементарных катастроф
хорошо известны [2, 3, 29].

Другая классификация особых точек решения делит их на предельные особые точки и
точки бифуркации. Для определения типа особой точки строится расширенная матрица Фреше,

12На графике зависимости определителя матрицы ℱ от параметра эти случаи соответствуют пересечению графиком
определителя оси абсцисс и его касанию этой оси.
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Рис. 2. Слева направо: графики поведения первого и второго сингулярного значения матрицы ℱ в случае однократной
вырожденности

Fig. 2. From left to right: graphs of the behavior of the first and second singular values of the matrix ℱ in the case of single
degeneracy

Рис. 3. Слева направо: графики поведения первого и второго сингулярного значения матрицы ℱ в случае двукратной
вырожденности

Fig. 3. From left to right: graphs of the behavior of the first and second singular values of the matrix ℱ in the case of double
degeneracy

которая получается из матрицы Фреше путём добавления столбца производных по параметру γ:

ℱ*
𝑖,𝑛+1 =

3𝑖(ξ, γ+ ∆)− 3𝑖(ξ, γ)
∆

. (23)

Пусть ℱ*
𝑘 — матрица, получаемая из матрицы ℱ* удалением 𝑘-ого столбца. Тогда тип особой

точки определяется по следующим критериям:

∀𝑘 = 1, . . . , 𝑛+ 1 : det(ℱ*
𝑘 ) = 0, =⇒ (ξ, γ) — точка бифуркации,

∃𝑘 = 1, . . . , 𝑛+ 1 : det(ℱ*
𝑘 ) ̸= 0, det(ℱ) = 0, =⇒ (ξ, γ) — предельная точка.

(24)

3.3. Преодоление предельных особых точек и выход на постбифуркационные ветви
решения в точках бифуркации. Сходимость метода Ньютона во многом определяется «удач-
ным» выбором начального приближения. Для получения как можно более хорошего начального
приближения может быть использован метод продолжения по параметру [40], где начальное
приближение для следующего значения параметра γ𝑖+1 находится по решениям, отвечающим
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предыдущим значениям параметра (γ𝑖, γ𝑖−1, ...), с использованием интерполяционных многочле-
нов Ньютона. В частности, нами использовались полиномы 3 степени:

ξ(γ𝑖+1) = ξ(γ𝑖−2) +
[︀
γ𝑖+1 − γ𝑖−2

]︀
ξ(γ𝑖−2, γ𝑖−1) +

[︀
γ𝑖+1 − γ𝑖−2

]︀[︀
γ𝑖+1 − γ𝑖−1

]︀
ξ(γ𝑖−2, γ𝑖−1, γ𝑖),

ξ(γ𝑙, γ𝑗) =
ξ(γ𝑗)− ξ(γ𝑙)
γ𝑗 − γ𝑙

,

ξ(γ𝑙, γ𝑗 , γ𝑘) =
ξ(γ𝑗 , γ𝑘)− ξ(γ𝑙, γ𝑗)

γ𝑘 − γ𝑙
.

(25)
Здесь ξ(γ𝑗), 𝑗 ⩽ 𝑖 — значения функций-решений краевой задачи (14)–(15) в точке 𝑥* ∈ [𝑥0, 𝑥1],
отвечающие решению для значения параметра γ𝑗 .

В случае невозможности дальнейшего движения по параметру (например, в случае несу-
ществования решения при больших значениях параметра, как это имеет место для предельных
особых точек — см. рис. 7) используется метод смены ведущего параметра: из вектора начального
приближения ξ выводится самая быстрорастущая компонента (ξ𝑖 : 𝑖 = argmax

𝑖
|ξ𝑖(γ𝑗+1) − ξ𝑖(γ𝑗)|),

и далее движение осуществляется по ней как по параметру. Старый параметр занимает место дан-
ной компоненты в векторе ξ. Итерационная формула (18) сохраняется, но матрица производных ℱ
заменяется матрицей ℱγ, в которой столбец производных по выведенной компоненте заменяется
столбцом производных по параметру γ. Данный подход помогает преодолевать предельные особые
точки решения.

3.4. Представление функции многих переменных в виде суперпозиции функции одной
переменной с помощью представления Шпрехера. Для представления неизвестной функции
краевой задачи, данной своей вариационной формулировкой (8), (10), в виде суперпозиции
функций одной переменной воспользуемся теоремой Колмогорова в формулировке Шпрехера (4)
и тем фактом, что 𝑎 является малым параметром13. Разложим представление (4) в ряд Тейлора
по параметру 𝑎:

2𝑛∑︁
𝑞=0

Φ𝑞

(︁ 𝑛∑︁
𝑝=0

α𝑝ψ(𝑥𝑝 + 𝑞𝑎)
)︁
=

𝑀∑︁
𝑚=0

𝑎𝑚

𝑚!

𝑑𝑚

𝑑𝑎𝑚

(︃
2𝑛∑︁
𝑞=0

Φ𝑞

(︁ 𝑛∑︁
𝑖=𝑝

α𝑝ψ(𝑥𝑝 + 𝑎𝑞)
)︁)︃⃒⃒⃒⃒⃒

𝑎=0

. (26)

Для более компактной записи воспользуемся полиномами Белла и формулой Фаа-ди-Бруно.
Полином Белла задаётся формулой (27):

𝐵𝑛,𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−𝑘+1) =
∑︁(︂

𝑛!

𝑗1!𝑗2! . . . 𝑗𝑛−𝑘+1!

𝑛−𝑘+1∏︁
𝑖=1

(︁𝑥𝑖
𝑖!

)︁𝑗𝑖)︂
, (27)

где внешняя сумма берётся по всем неотрицательным 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛−𝑘+1, которые удовлетворяют
двум условиям (28), (29):

𝑛−𝑘+1∑︁
𝑖=1

𝑗𝑖 = 𝑘, (28)

𝑛−𝑘+1∑︁
𝑖=1

𝑖𝑗𝑖 = 𝑛. (29)

13Так для γ = 10, что является рекомендованным значением параметра для случая 𝑛 = 2, получаем 𝑎 = 1/90.
Так как единственное ограничение для параметра γ — γ ⩾ 2𝑛 + 2, то мы можем положить γ → ∞, тогда получим
𝑎 → 0.
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Формула Фаа-ди-Бруно (30) используется для представления производной сложной функции
произвольного порядка:

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
𝑓(𝑔(𝑥)) =

∑︁(︂
𝑚!

𝑗1!𝑗2! . . . 𝑗𝑚!
· 𝑓 (𝑗1+···+𝑗𝑚)

(︀
𝑔(𝑥)

)︀ 𝑚∏︁
𝑖=1

(︁𝑔(𝑖)(𝑥)
𝑖!

)︁𝑗𝑖)︂
, (30)

где внешняя сумма берётся по всем неотрицательным целым числам, которые удовлетворяют
условию (29). С использованием полиномов Белла запишем формулу Фаа-ди-Бруно в следующем
виде:

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
𝑓(𝑔(𝑥)) =

𝑚∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)
(︀
𝑔(𝑥)

)︀
𝐵𝑚,𝑘

(︀
𝑔′(𝑥), 𝑔′′(𝑥), . . . , 𝑔(𝑚−𝑘−1)(𝑥)

)︀
. (31)

Тогда с помощью полиномов Белла получаем компактный вид разложения теоремы Колмо-
горова в ряд Тейлора, как показано в уравнении (32):

𝑑𝑚

𝑑𝑎𝑚

(︃
2𝑛∑︁
𝑞=0

Φ𝑞

(︁ 𝑛∑︁
𝑝=1

α𝑝ψ(𝑥𝑝 + 𝑎𝑞)
)︁)︃⃒⃒⃒⃒⃒

𝑎=0

=

𝑚∑︁
𝑘=0

2𝑛∑︁
𝑞=0

Φ(𝑘)
𝑞

(︃
𝑛∑︁

𝑝=1

α𝑝ψ(𝑥𝑝)

)︃
×

× 𝑞𝑚𝐵̃𝑚,𝑘(𝑥1, 𝑥2 . . . , 𝑥𝑛),

(32)

где

𝐵𝑚,𝑘

(︃
𝑞

𝑛∑︁
𝑝=1

α𝑝ψ′(𝑥𝑝), 𝑞2
𝑛∑︁

𝑝=1

α𝑝ψ′′(𝑥𝑝), . . . , 𝑞(𝑚−𝑘−1)
𝑛∑︁

𝑝=1

α𝑝ψ(𝑚−𝑘−1)(𝑥𝑝)

)︃
=

= 𝑞𝑚𝐵̃𝑚,𝑘(𝑥1, 𝑥2 . . . , 𝑥𝑛).

(33)

Тогда представление теоремы Колмогорова–Арнольда после разложения в ряд Тейлора в
окрестности 𝑎 = 0 даётся формулой (34):

2𝑛∑︁
𝑞=0

Φ𝑞

(︃
𝑛∑︁

𝑝=0

α𝑝ψ(𝑥𝑝 + 𝑞𝑎)

)︃
≈

𝑀∑︁
𝑚=0

𝑚∑︁
𝑘=0

𝐵̃𝑚,𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
2𝑛∑︁
𝑞=0

𝑎𝑚𝑞𝑚

𝑚!
Φ(𝑘)

𝑞

(︃
𝑛∑︁

𝑝=1

α𝑝ψ(𝑥𝑝)

)︃
. (34)

Сделав замену 𝑧 =
∑︀𝑛

𝑝=1 α𝑝ψ(𝑥𝑝), получим представление функции многих переменных 𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
в виде суммы функций одной переменной (35):

𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ≈
𝑀∑︁

𝑚=0

𝑚∑︁
𝑘=0

𝐵̃𝑚,𝑘(𝑥1, 𝑥2 . . . , 𝑥𝑛)

2𝑛∑︁
𝑞=0

𝑎𝑚𝑞𝑚

𝑚!
Φ(𝑘)

𝑞 (𝑧), (35)

В итоге получаем представление неизвестной функции нелинейной краевой задачи для уравнения
в частных производных в виде функции одной переменной.

3.5. Метод сведения уравнений в частных производных к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений с использованием представления Шпрехера [17]. Для того
чтобы свести нелинейную краевую задачу для уравнений в частных производных к последо-
вательности задач обыкновенных дифференциальных уравнений, воспользуемся разложением
(35) для неизвестных функций многих переменных, входящих в функционал. Произведём замену
переменных:

𝑥𝑖 = 𝑥̄𝑖, 𝑖 = 2, 𝑛,

𝑥1 = ψ−1

(︃
𝑧 −

∑︀𝑛
𝑝=2 α𝑝ψ(𝑥𝑝)

α1

)︃
,

(36)
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тем самым обращая 𝑥2, ..., 𝑥𝑛 в параметры (производные по ним более не входят в функционал).
Тогда границы интегрирования меняются согласно формулам (37):

𝑥min
1 ↦→ 𝑧min = α1ψ(𝑥min

1 ) + α2ψ(𝑥̄2) + · · ·+ α𝑛ψ(𝑥̄𝑛),

𝑥max
1 ↦→ 𝑧max = α1ψ(𝑥max

1 ) + α2ψ(𝑥̄2) + · · ·+ α𝑛ψ(𝑥̄𝑛),
(37)

а якобиан замены координат будет иметь вид (38):

|𝐽 | =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒α1ψ

′(𝑥1) α2ψ′(𝑥2) . . . α𝑛ψ′(𝑥𝑛)
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = α1ψ′(𝑥1). (38)

Выразим частные производные функции 𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) через обыкновенные производные
функций Φ𝑖(𝑧), дифференцируя представление (35).

𝜕𝑁𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕𝑥𝑖1 . . . 𝜕𝑥𝑖𝑁
=

𝑀∑︁
𝑚=0

𝑚∑︁
𝑘=0

[︃
𝑁∑︁
𝑗=0

[︂
𝜕𝑁

𝜕𝑥𝑖1 . . . 𝜕𝑥𝑖𝑁

(︁
𝐵̃𝑚,𝑘(𝑥)

2𝑛∑︁
𝑞=0

𝑎𝑚𝑞𝑚

𝑚!
Φ(𝑘)

𝑞 (𝑧)
)︁]︂]︃

. (39)

Заметим, что в результате любая частная производная функции 𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) выражается
через обыкновенные производные функций одной переменной Φ𝑞(𝑧). Таким образом, применив
последовательно описанные выше действия к функционалу (9), получаем функционал относи-
тельно функций одной переменной:

Ξ̃𝑆 =

∫︁ 𝑧max

𝑧min

𝐿
(︁
𝑧,Φ0(𝑧), . . . ,Φ2𝑛(𝑧),

𝑑Φ0(𝑧)

𝑑𝑧
, . . . ,

𝑑Φ2𝑛(𝑧)

𝑑𝑧
, . . . ,

𝑑𝑁Φ0(𝑧)

𝑑𝑧𝑁
, . . . ,

𝑑𝑁Φ2𝑛(𝑧)

𝑑𝑧𝑁

⃒⃒⃒
𝑥̄2, . . . , 𝑥̄𝑛

)︁
𝑑𝑧.

(40)

Тогда вариационная задача (8) сводится к параметризированной вариационной задаче
для функций одной переменной (41), которая может быть решена методами вариационного
исчисления.

∀{𝑥̄2, . . . , 𝑥̄𝑛}, 𝑥̄2 ∈ [𝑥̄min
2 ,𝑥̄max

2 ], . . . , 𝑥̄𝑛 ∈ [𝑥̄min
𝑛 , 𝑥̄max

𝑛 ] :

Ξ̃𝑆 → extr
Φ𝑞(𝑧)

.
(41)

Приравнивая вариации функционала по неизвестным функциям к 0, получим краевую
задачу обыкновенных дифференциальных уравнений. Методы решения и бифуркационного
анализа такого рода задач описаны выше в разделах 3.1, 3.2, 3.3.

3.6. Метод сведения уравнений в частных производных к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений с использованием представления Хедберга. Напомним, что
представление Хедберга (5) верно почти для всех внутренних функций ψ𝑞(𝑥). Аналогично преды-
дущему подходу, опирающемуся на представление Шпрехера, произведём замену переменных:

𝑧 =

𝑛∑︁
𝑙=1

λ𝑙ψ0(𝑥𝑙) =⇒ 𝑥1 = ψ
−1
0

(︁𝑧 −∑︀𝑛
𝑙=2 λ𝑙ψ0(𝑥𝑙)
λ1

)︁
, (42)

тем самым обращая 𝑥2, ..., 𝑥𝑛 в параметры (производные по ним более не входят в функционал).
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Тогда границы интегрирования меняются согласно формулам (43):

𝑥min
1 ↦→ 𝑧min = λ1ψ0(𝑥min

1 ) + λ2ψ0(𝑥̄2) + · · ·+ λ𝑛ψ0(𝑥̄𝑛),

𝑥max
1 ↦→ 𝑧max = λ1ψ0(𝑥max

1 ) + λ2ψ0(𝑥̄2) + · · ·+ λ𝑛ψ0(𝑥̄𝑛),
(43)

а якобиан замены координат согласно (44):

|𝐽 | =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒λ1ψ

′
0(𝑥1) λ2ψ

′
0(𝑥2) . . . λ𝑛ψ′0(𝑥𝑛)

0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = λ1ψ′0(𝑥1). (44)

Определим функции θ𝑞(𝑧) следующим образом:

θ𝑞(𝑧) = λ1ψ𝑞

(︂
ψ−1
0

(︁𝑧 −∑︀𝑛
𝑙=2 λ𝑙ψ0(𝑥𝑙)
λ1

)︁)︂
+

𝑛∑︁
𝑙=2

λ𝑙ψ𝑞(𝑥𝑙). (45)

Тогда формула (5) принимает вид

𝑢(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) =
2𝑛∑︁
𝑞=0

χ
(︀
θ𝑞(𝑧)

)︀
, (46)

а частные производные функции 𝑢(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) выразим через функции одной переменной, напри-
мер14:

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
=

2𝑛∑︁
𝑞=0

λ𝑖ψ′𝑞(𝑥𝑖)χ
′(︀θ𝑞(𝑧))︀,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
=

2𝑛∑︁
𝑞=0

[︁[︀
λ𝑖ψ′𝑞(𝑥𝑖)

]︀2χ′′(︀θ𝑞(𝑧))︀+ λ𝑖ψ′′𝑞 (𝑥𝑖)χ′(︀θ𝑞(𝑧))︀]︁.
(47)

В представлении (47) фигурируют обыкновенные производные по разным аргументам. Для
приведения производных к производным по одной переменой 𝑧 воспользуемся формулой Фаа-ди-
Бруно для дифференцирования сложных функций:

χ(𝑛)𝑧

(︀
θ𝑞(𝑧)

)︀
=

𝑛∑︁
𝑚=1

χ(𝑚)
(︀
θ𝑞(𝑧)

)︀
𝐵𝑛,𝑚

(︀
θ′𝑞(𝑧), . . . , θ

(𝑛−𝑚+1)
𝑞 (𝑧)

)︀
=⇒

χ𝑛
(︀
θ𝑞(𝑧)

)︀
=
χ(𝑛)𝑧

(︀
θ𝑞(𝑧)

)︀
−
∑︀𝑛−1

𝑚=1 χ
(𝑚)
(︀
θ𝑞(𝑧)

)︀
𝐵𝑛,𝑚

(︀
θ′𝑞(𝑧), . . . , θ

(𝑛−𝑚+1)
𝑞 (𝑧)

)︀
𝐵𝑛,𝑛

(︀
θ′𝑞(𝑧), . . . , θ

(𝑛−𝑚+1)
𝑞 (𝑧)

)︀ .

(48)

В итоге получаем функционал (9), зависящий от функции одной переменой:

Ξ̃𝐻 =

∫︁
𝑥̄

∫︁ 𝑧max

𝑧min

𝐿
(︁
𝑧, χ(θ𝑞(𝑧)),

𝑑χ(θ𝑞(𝑧))
𝑑𝑧

, . . . ,
𝑑𝑁χ(θ𝑞(𝑧))

𝑑𝑧𝑁
,
⃒⃒⃒
𝑥̄2, . . . , 𝑥̄𝑛

)︁
𝑑𝑧𝑑𝑥̄. (49)

Тогда вариационная задача (8) сводится к набору вариационных задач в обыкновенных производ-
ных, которые решаются варьированием функционала по неизвестным функциям и приравниванием

14Здесь представлены частные производные первого и второго порядка. Очевидно, что представление позволяет
получать выражения для производных произвольного порядка.
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вариаций к 0. Методы решения и бифуркационного анализа таких задач описаны выше в разделах
3.1, 3.2, 3.3.

∀{𝑥̄2, . . . , 𝑥̄𝑛}, 𝑥̄2 ∈ [𝑥̄min
2 , 𝑥̄max

2 ], . . . , 𝑥̄𝑛 ∈ [𝑥̄min
𝑛 , 𝑥̄max

𝑛 ] :

Ξ̃𝐻 → extr
χ(θ𝑞(𝑧))

.
(50)

3.7. Метод сведения уравнений в частных производных к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений с использованием представления Досса. Воспользуемся
представлением (6) за тем лишь исключением, что будем считать все функции известными (здесь
и далее звёздочкой помечены заданные функции), кроме 3𝑖,ψ𝑖,𝑝, 𝑝 = 1, 𝑛:

𝑢(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = 3𝑖
(︁ 𝑛∏︁

𝑝=1

ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝)
)︁
+

2𝑛∑︁
𝑞=0,𝑞 ̸=𝑖

3*𝑞
(︁ 𝑛∏︁

𝑝=1

ψ*𝑞,𝑝(𝑥𝑝)
)︁
=

= 3𝑖
(︁ 𝑛∏︁

𝑝=1

ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝)
)︁
+Φ*

𝑖 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛).

(51)

Далее введём новую переменную 𝑧 =
∏︀𝑛

𝑝=1 ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝) и 𝑥1 выразим через 𝑧, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛. Для
существования обратной функции ψ𝑖,1(𝑥1) должна быть монотонна, что в большинстве случаев не

так. Поэтому сначала ψ𝑖,1(𝑥1) разбивается на интервалы монотонности [𝑥
(𝑘)
1 , 𝑥

(𝑘+1)
1 ] и на каждом

интервале осуществляется замена (52):

𝑥1 = ψ
(−1)
𝑖,1,𝑘

(︁ 𝑧∏︀𝑛
𝑝=2 ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝)

)︁
= 𝑥̄1. (52)

Тогда меняются границы интегрирования (53)

𝑥
(𝑘)
1 ↦→ 𝑧(𝑘) = ψ𝑖,1(𝑥

(𝑘)
1 )ψ𝑖,2(𝑥̄2)...ψ𝑖,𝑛(𝑥̄𝑛),

𝑥
(𝑘+1)
1 ↦→ 𝑧(𝑘+1) = ψ𝑖,1(𝑥

(𝑘+1)
1 )ψ𝑖,2(𝑥̄2)...ψ𝑖,𝑛(𝑥̄𝑛)

(53)

и Якобиан замены переменных (54)

|𝐽 | =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ψ

′
𝑖,1(𝑥1)

∏︀𝑛
𝑝=2 ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝) ψ

′
𝑖,2(𝑥2)

∏︀𝑛
𝑝=1,𝑝 ̸=2 ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝) . . . ψ′𝑖,𝑛(𝑥𝑛)

∏︀𝑛−1
𝑝=1 ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝)

0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

= ψ′𝑖,1(𝑥1)
𝑛∏︁

𝑝=2

ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝).

(54)

Используя новую переменную 𝑧, выразим функцию 𝑢(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) через функцию от 𝑧:

𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = 3𝑖(𝑧) +Φ*
𝑖 (𝑧, ..., 𝑥𝑛). (55)

Далее получим два функционала: первый (56) путём подстановки представления (51) в функцио-
нал (9)∫︁ ∫︁

...

∫︁
Ω

𝐿1

(︃
𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛,3𝑖

(︁ 𝑛∏︁
𝑝=1

ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝)
)︁
, ...,3(𝑁)

𝑖

(︁ 𝑛∏︁
𝑝=1

ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝)
)︁
,

ψ𝑖,1(𝑥1), ...,ψ
(𝑁1)
𝑖,1 (𝑥1), ...,ψ𝑖,𝑛(𝑥𝑛), ...,ψ

(𝑁𝑛)
𝑖,𝑛 (𝑥𝑛)

)︃
𝑑𝑥1𝑑𝑥2...𝑑𝑥𝑛

(56)
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и второй (57) путём замены переменных (52) и смены порядка интегрирования в функционале (56).∑︁
𝑘

∫︁ 𝑧(𝑘+1)

𝑧(𝑘)

∫︁ 𝑥max
𝑛 (𝑧)

𝑥min
𝑛 (𝑧)

...

∫︁ 𝑥max
2 (𝑧)

𝑥min
2 (𝑧)

𝐿2

(︃
𝑧, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛,3𝑖(𝑧), ...,3

(𝑁)
𝑖 (𝑧),

ψ𝑖,1(𝑥̄1), ...,ψ
(𝑁1)
𝑖,1 (𝑥̄1), ...,ψ𝑖,𝑛(𝑥𝑛), ...,ψ

(𝑁𝑛)
𝑖,𝑛 (𝑥𝑛)

)︃
𝑑𝑧𝑑𝑥2...𝑑𝑥𝑛.

(57)

Тогда, варьируя независимо по ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝) функционал (56), получим 𝑛 обыкновенных интегро-
дифференциальных уравнений, по одному для каждой ψ𝑖,𝑝.

ψ(𝑁𝑝)
𝑖,𝑝 (𝑥𝑝) = 𝐹𝑖,𝑝

(︁
𝑥𝑝,ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝),ψ′𝑖,𝑝(𝑥𝑝), ...,ψ

(𝑁𝑝−1)
𝑖,𝑝 (𝑥𝑝)

)︁
, 𝑝 = 1, 𝑛. (58)

Варьируя функционал (57) по 3𝑖(𝑧), получим обыкновенное интегро-дифференциальное уравне-
ние для внешней функции:

3(𝑁)
𝑖 (𝑧) = 𝐺𝑖

(︁
𝑧,3𝑖(𝑧),3′𝑖(𝑧), ...,3

(𝑁𝑝−1)
𝑖 (𝑧)

)︁
. (59)

Тогда целиком метод отыскания решения выглядит следующим образом:
1. Инициализируем функции 3𝑖 = 0,ψ𝑞,𝑝 = 0, 𝑞 = 1, 2𝑛, 𝑝 = 1, 𝑛. Положим 𝑖 = 0.
2. Пока 𝑖 ⩽ 2𝑛:

2.1. Положим внешнюю функцию тождественной: 3𝑖(𝑧) = 3(0)𝑖 (𝑧) = 𝑧; а внутренние
положим произвольными с тем лишь условием, чтобы они удовлетворяли граничным
условиям: ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝) = ψ

(0)
𝑖,𝑝 (𝑥𝑝).

2.2. Пока ‖3(𝑗+1)
𝑖 (𝑧)− 3(𝑗)𝑖 (𝑧)‖ > 𝜀3:

2.2.1. Найдём внутренние функции с помощью итеративного алгоритма. Пока
‖
∏︀𝑛

𝑝=1 ψ
(𝑘+1)
𝑖,𝑝 (𝑥𝑝)−

∏︀𝑛
𝑝=1 ψ

(𝑘)
𝑖,𝑝 (𝑥𝑝)‖ > 𝜀ψ:

2.2.1.1. Для каждой функции ψ(𝑘+1)
𝑖,𝑝 (𝑥𝑝) решим уравнение (58), считая другие

внутренние функции и внешнюю известными (берём с предыдущей итера-
ции).

2.2.2. Найдём внешнюю функцию 3(𝑗+1)
𝑖 (𝑧) из (59), считая внутренние функции

известными.
2.3. Функции с 𝑖ой итерации фиксируются 3𝑖(𝑧) = 3

(𝑗)
𝑖 (𝑧),ψ𝑖,𝑝(𝑥𝑝) = ψ

(𝑘)
𝑖,𝑝 (𝑥𝑝), 𝑝 = 1, 𝑛.

2.4. 𝑖 = 𝑖+ 1.

3.8. Численная реализация теоремы Колмогорова. В том случае, когда сведение краевой
задачи уравнений в частных производных к обыкновенным опирается на суперпозиционную
теорему Колмогорова в формулировке Шпрехера, внутренние функции одинаковы для всех
непрерывных функций многих переменных и могут быть вычислены с помощью специальных
алгоритмов. Согласно теореме, произвольная функция 𝑛 переменных 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) представима в
виде суммы суперпозиций функций одной переменной (4). Для вычисления функции ψ(𝑥) мы
использовали алгоритм М. Коппена [23]15.

Далее в настоящем разделе мы предоставим краткое описание алгоритма. Пусть 𝒟𝑘 = {𝑑𝑘}
есть множество сходящихся рациональных чисел, которые задаются формулой (60):

𝑑𝑘 =
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑖𝑗
γ𝑘

, 𝑖𝑗 = 0, . . . , γ− 1, (60)

15Исходный алгоритм, предложенный Д. Шпрехером [17], содержал ошибку, из-за которой функция ψ(𝑥) вычислялась
неверно для некоторых комбинаций параметров алгоритма.
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где 𝑘 ∈ N, γ ⩾ 2𝑛 + 2 являются параметрами алгоритма. Далее определим константы 𝑎,α𝑝
согласно формулам (61):

𝑎 =
1

γ(γ− 1)
,

α𝑝 =
∞∑︁
𝑗=1

γ−(𝑝−1)𝑛
𝑝−1
𝑛−1 .

(61)

Тогда функция ψ(𝑥) вычисляется рекуррентно по формуле (62)

ψ𝑘(𝑑𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑘, for 𝑘 = 1,

ψ𝑘−1
(︁
𝑑𝑘 −

𝑖𝑘
γ𝑘

)︁
+

𝑖𝑘

γ(𝑛𝑘−1)/(𝑛−1)
for 𝑘 > 1, 𝑖𝑘 < γ− 1,

1

2

(︁
ψ𝑘
(︁
𝑑𝑘 −

1

γ𝑘

)︁
+ ψ𝑘−1

(︁
𝑑𝑘 +

1

γ𝑘

)︁)︁
for 𝑘 > 1, 𝑖𝑘 = γ− 1,

(62)

где 𝑑𝑘 = 0.𝑖1𝑖2, . . . , 𝑖𝑘. Для случая 𝑥 > 1 функция ψ(𝑥) вычисляется по формуле (63)

ψ(𝑥) = ψ(𝑥− [𝑥]) + [𝑥], (63)

где [𝑥] — целая часть числа 𝑥.
На рис. 4 представлены графики функции ψ(𝑥) для значений параметров γ = 10 и 𝑘 = 2, 3, 4

соответственно.
Для метода сведения уравнений в частных производных к обыкновенным необходимо уметь

вычислять производные функции ψ(𝑥), которая является недифференцируемой. Однако для неё
можно определить разностный аналог производной (64)

ψ′(𝑥) ≈ ψ(𝑥+ ∆)− ψ(𝑥)
∆

, (64)

где ∆ — приращение, которое зависит от параметров γ, 𝑘. Так как функция ψ(𝑥) определена
на конечном количестве точек {𝑑𝑘}, тогда ∆ = γ−𝑘 — величина шага между двумя соседними
точками из множества 𝒟𝑘. На рис. 5 изображены графики первой и второй производной функции
ψ(𝑥) для γ = 10, 𝑘 = 4.

В случае, когда используется формулировка теоремы Колмогорова в представлении Хед-
берга, также необходимо определить константы λ𝑝. При этом, согласно теореме [19], внутрен-
ние функции ψ𝑞(𝑥) могут быть выбраны почти произвольно с тем только условием, что они

Рис. 4. Графики ψ(𝑥) для значений параметров γ = 10 и 𝑘 = 2, 3, 4 соответственно

Fig. 4. Plots of ψ(𝑥) for γ = 10 и 𝑘 = 2, 3, 4 respectively
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Рис. 5. Графики первой и второй производной функции ψ(𝑥) для γ = 10 и 𝑘 = 2

Fig. 5. Plots of first and second derivative of a function ψ(𝑥) for γ = 10 and 𝑘 = 2

Рис. 6. Слева направо: графики функций ψ𝑞(𝑥),ψ′
𝑞(𝑥),ψ

′′
𝑞 (𝑥) для представления Хедберга, использованных в вычисли-

тельном эксперименте (цвет онлайн)

Fig. 6. From left to right: plots of functions ψ𝑞(𝑥),ψ′
𝑞(𝑥),ψ

′′
𝑞 (𝑥) for Hedberg formulation, used in a computational experiment

(color online)

должны не убывать на промежутке [0; 1] и принимать на его концах значения 0 и 1 соответ-
ственно: ψ𝑞(0) = 0,ψ𝑞(1) = 1. В вычислительном эксперименте мы использовали варианты,
представленные на рис. 6. Константы же λ𝑝 определяются в рамках задачи поиска экстремума
функционала (65). ∫︁

𝑥̄
Ξ̃𝑆𝑑𝑥̄ → extr

λ𝑝
. (65)

4. Результаты

Предложенный метод был применён к двумерной задаче Брату. Данная задача представляет
собой нелинейную краевую задачу для уравнений в частных производных. Для данной задачи
бифуркационная картина хорошо изучена, что позволяет нам проверить эффективность нашего
метода бифуркационного анализа.

4.1. Вывод разрешающих соотношений для задачи Брату с использованием формули-
ровки Шпрехера. Представленный в предыдущем разделе алгоритм бифуркационного анализа
был применён к решению задачи Брату в вариационной постановке (13). Для данной задачи 𝑛 = 2.
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Разложим представление функции 𝑢(𝑥1, 𝑥2) в ряд Тейлора до нулевого слагаемого (𝑀 = 0). Тогда
получим представление (66):

𝑢(𝑥1, 𝑥2) =
4∑︁

𝑞=0

Φ𝑞(𝑧) = Φ(𝑧), (66)

где 𝑧 = α1ψ(𝑥1) + α2ψ(𝑥2). Выполним замену переменных

𝑥2 = 𝑥̄2,

𝑥1 = ψ−1
(︁𝑧 − α2ψ(𝑥̄2)

α1

)︁
,

𝑥1 = 0 → 𝑧min = α2ψ(𝑥̄2),

𝑥1 = 1 → 𝑧max = α1 + α2ψ(𝑥̄2),

|𝐽 | =
⃒⃒⃒⃒
α1ψ′(𝑥1) α2ψ′(𝑥2)

0 1

⃒⃒⃒⃒
= α1ψ′(𝑥1) =⇒ 𝑑𝑥1 =

𝑑𝑧

α1ψ′
(︀ 𝑧−α2ψ(𝑥̄2)

α1

)︀
(67)

и выразим частные производные, входящие в функционал задачи Брату, через обыкновенные:

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥𝑖
= α𝑖ψ′(𝑥𝑖)

4∑︁
𝑞=0

Φ′
𝑞(𝑧),

𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥2𝑖
= α𝑖ψ′′(𝑥𝑖)

4∑︁
𝑞=0

Φ′
𝑞(𝑧) + α

2
𝑖ψ

′2(𝑥𝑖)

4∑︁
𝑞=0

Φ′′
𝑞 (𝑧).

(68)

Подставим вышеуказанные замены в функционал, проварьируем его по неизвестным функциям
Φ(𝑧). В итоге получим обыкновенное дифференциальное уравнение (69), которое было разрешено
представленным в разделе 3.1 методом сведения УЧП к ОДУ.

Φ′′(𝑧)

⎡⎣− 2α22ψ
′ (𝑥2)

2

α1ψ′
(︁
ψ(−1)

(︁
𝑧−α2ψ(𝑥2)

α1

)︁)︁ − 2α1ψ′
(︂
ψ(−1)

(︂
𝑧 − α2ψ (𝑥2)

α1

)︂)︂⎤⎦+

+Φ′(𝑧)

⎡⎣2α22ψ′ (𝑥2) 2ψ′′
(︁
ψ(−1)

(︁
𝑧−α2ψ(𝑥2)

α1

)︁)︁
α21ψ

′
(︁
ψ(−1)

(︁
𝑧−α2ψ(𝑥2)

α1

)︁)︁
3

−
2ψ′′

(︁
ψ(−1)

(︁
𝑧−α2ψ(𝑥2)

α1

)︁)︁
ψ′
(︁
ψ(−1)

(︁
𝑧−α2ψ(𝑥2)

α1

)︁)︁
⎤⎦−

− 2γ𝑒Φ(𝑧)

α1ψ′
(︁
ψ(−1)

(︁
𝑧−α2ψ(𝑥2)

α1

)︁)︁ = 0.

(69)

4.2. Вывод разрешающих соотношений для задачи Брату с использованием формули-
ровки Хедберга. Также к задаче Брату был применён метод, использующий представление
Хедберга. Для случая двух переменных получаем

𝑢(𝑥1, 𝑥2) =
4∑︁

𝑞=0

χ(θ𝑞(𝑧)), (70)
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где 𝑧 = λ1ψ0(𝑥1) + λ2ψ1(𝑥2), θ𝑞(𝑧) = λ1ψ𝑞

(︂
ψ−1
0

(︁
𝑧−λ2ψ0(𝑥2)

λ1

)︁)︂
+ λ2ψ𝑞(𝑥2). Произведём замену

переменных

𝑥2 = 𝑥̄2,

𝑥1 = ψ
−1
0

(︁𝑧 − λ2ψ0(𝑥2)
λ1

)︁
,

𝑥1 = 0 → 𝑧min = λ2ψ0(𝑥̄2),

𝑥1 = 1 → 𝑧max = λ1 + λ2ψ0(𝑥̄2),

|𝐽 | =
⃒⃒⃒⃒
λ1ψ′0(𝑥1) λ2ψ

′
0(𝑥2)

0 1

⃒⃒⃒⃒
= λ1ψ′0(𝑥1) =⇒ 𝑑𝑥1 =

𝑑𝑧

λ1ψ′0
(︀ 𝑧−λ2ψ0(𝑥̄2)

λ1

)︀
(71)

и определим частные производные первого порядка через производные функции одной перемен-
ной χ(θ𝑞(𝑧)):

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
=

4∑︁
𝑞=0

λ𝑖ψ′𝑞(𝑥𝑖)χ
′(︀θ𝑞(𝑧))︀ (72)

Вариация функционала задачи по функции χ(θ𝑞(𝑧)) даёт ∀𝑥̄2 ∈ [0, 1], получим:

4∑︁
𝑗=0

∫︁ 𝑧max

𝑧min

[︃
4∑︁

𝑞=0

𝑎𝑞,𝑗(𝑧, 𝑥̄2)χ′(θ𝑞(𝑧))δχ′(θ𝑗(𝑧))− γ𝑏(𝑧, 𝑥̄2)𝑒
∑︀4

𝑞=0 χ(θ𝑞(𝑧))δχ(θ𝑗(𝑧))

]︃
𝑑𝑧 = 0, (73)

где

𝑎𝑞,𝑗(𝑧, 𝑥2) =
λ21ψ𝑞(𝑥̄1)ψ𝑗(𝑥̄1)
λ1ψ′0(𝑥̄1)

+
λ22ψ𝑞(𝑥̄2)ψ𝑗(𝑥̄2)
λ1ψ′0(𝑥̄1)

,

𝑏(𝑧, 𝑥̄2) =
1

ψ0(𝑥̄1)
.

(74)

Для 𝑗-го элемента суммы заменим переменную интегрирования с 𝑧 на θ𝑗(𝑧) (обозначив для
краткости записи новую переменную интегрирования как 𝑧); получим

4∑︁
𝑗=0

∫︁ θ𝑗(𝑧max)

θ𝑗(𝑧min)

1

θ′𝑗
(︀
θ−1
𝑗 (𝑧)

)︀[︃ 4∑︁
𝑞=0

𝑎𝑞,𝑗
(︀
θ−1
𝑗 (𝑧), 𝑥̄2

)︀
χ′
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀
δχ′(𝑧)−

− γ𝑏
(︀
θ−1
𝑗 (𝑧), 𝑥̄2

)︀
𝑒
∑︀4

𝑞=0 χ
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀
δχ(𝑧)

]︃
𝑑𝑧 = 0.

(75)

Приведём все производные к производным по переменной 𝑧, используя формулу (48):

χ′
(︀
θ𝑞(θ

(−1)
𝑗 (𝑧))

)︀
= 𝐷1,𝑞,𝑗(𝑧)χ′𝑧

(︀
θ𝑞(θ

(−1)
𝑗 (𝑧))

)︀
, (76)

где

𝐷𝑞,𝑗(𝑧) =
θ′𝑗(θ

(−1)
𝑗 (𝑧))

θ′𝑞(θ
(−1)
𝑗 (𝑧))

. (77)
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Тогда, проинтегрировав слагаемые с производными вариаций по частям, получим

4∑︁
𝑗=0

∫︁ θ𝑗(𝑧max)

θ𝑗(𝑧min)

[︃
−

4∑︁
𝑞=0

𝑎̄𝑞,𝑗
(︀
𝑧, 𝑥̄2

)︀
χ′′𝑧
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀
−

4∑︁
𝑞=0

𝑑𝑎̄𝑞,𝑗
(︀
𝑧, 𝑥̄2

)︀
𝑑𝑧

χ′𝑧
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀
−

− γ𝑏̄𝑗
(︀
𝑧, 𝑥̄2

)︀
𝑒
∑︀4

𝑞=0 χ
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀]︃
δχ(𝑧)𝑑𝑧+

+

[︃
4∑︁

𝑞=0

𝑎̄𝑞,𝑗
(︀
𝑧, 𝑥̄2

)︀
χ′𝑧
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀]︃
δχ′(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒
θ𝑗(𝑧max)

θ𝑗(𝑧min)

= 0,

. (78)

где

𝑎̄𝑞,𝑗(𝑧, 𝑥2) =
𝐷𝑞,𝑗(𝑧)𝑎𝑞,𝑗(θ

−1
𝑗 (𝑧), 𝑥2)

θ′𝑗
(︀
θ−1
𝑗 (𝑧)

)︀ ,

𝑏̄𝑗(𝑧, 𝑥2) =
𝑏(θ−1

𝑗 (𝑧), 𝑥2)

θ′𝑗
(︀
θ−1
𝑗 (𝑧)

)︀ ,

(79)

что даёт следующее дифференциальное уравнение:

∀𝑥2 ∈ [0, 1] :

4∑︁
𝑗=0

I(𝑧 ∈ [θ𝑗(𝑧min), θ𝑗(𝑧max)])

[︃
4∑︁

𝑞=0

𝑎̄𝑞,𝑗
(︀
𝑧, 𝑥̄2

)︀
χ′′𝑧
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀
+

+

4∑︁
𝑞=0

𝑑𝑎̄𝑞,𝑗
(︀
𝑧, 𝑥̄2

)︀
𝑑𝑧

χ′𝑧
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀
+ γ𝑏̄𝑗

(︀
𝑧, 𝑥̄2

)︀
𝑒
∑︀4

𝑞=0 χ
(︀
θ𝑞(θ

−1
𝑗 (𝑧))

)︀]︃
= 0,

(80)

где I — индикаторная функция.

4.3. Вывод разрешающих соотношений для задачи Брату с использованием формули-
ровки Досса. К задаче Брату был применён метод, использующий представление Досса. Для
случая двух переменных получаем

𝑢(𝑥1, 𝑥2) = 3𝑖(ψ𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2)) +Φ*
𝑖 (𝑥1, 𝑥2). (81)

Выполним замену переменных

𝑧 = ψ𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2),

𝑥1 = ψ
(−1)
𝑖,1,𝑘

(︀ 𝑧

ψ𝑖,2(𝑥2)

)︀
= 𝑥̄1,𝑘,

(82)

где [𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1] — интервалы монотонности функции ψ𝑖,1(𝑥1). Якобиан замены переменных задаётся
формулой (83):

|𝐽 | = ψ′𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2) =⇒ 𝑑𝑥1 =
𝑑𝑧

ψ′𝑖,1(𝑥̄1,𝑘)ψ𝑖,2(𝑥2)
. (83)
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После замены переменных получим

𝑢(𝑥1, 𝑥2) = 3𝑖(𝑧) +Φ*
𝑖 (𝑥̄1,𝑘, 𝑥2),

𝜕𝑢

𝜕𝑥1
= ψ′𝑖,1(𝑥̄1,𝑘)ψ𝑖,2(𝑥2)3

′
𝑖(𝑧) +

𝜕Φ*
𝑖

𝜕𝑥̄1,𝑘
(𝑥̄1,𝑘, 𝑥2),

𝜕𝑢

𝜕𝑥2
= ψ𝑖,1(𝑥̄1,𝑘)ψ

′
𝑖,2(𝑥2)3

′
𝑖(𝑧) +

𝜕Φ*
𝑖

𝜕𝑥2
(𝑥̄1,𝑘, 𝑥2).

(84)

Подставим замены в функционал. До замены переменных получим (85):

𝐿1 =

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

[︁
ψ′𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2)3

′
𝑖(ψ𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2)) +

𝜕Φ*
𝑖

𝜕𝑥1
(𝑥1, 𝑥2)

]︁2
+

+
[︁
ψ𝑖,1(𝑥1)ψ′𝑖,2(𝑥2)3

′
𝑖(ψ𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2)) +

𝜕Φ*
𝑖

𝜕𝑥2
(𝑥1, 𝑥2)

]︁2
+

− 2γ𝑒3𝑖(ψ𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2))+Φ*
𝑖 (𝑥1,𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2.

(85)

После замены переменных и смены порядка интегрирования получаем (86):

𝐿2 =
∑︁
𝑘

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

∫︁ 1

0

[︃[︁
ψ′𝑖,1(𝑥̄1,𝑘)ψ𝑖,2(𝑥2)3

′
𝑖(𝑧) +

𝜕Φ*
𝑖

𝜕𝑥̄1,𝑘
(𝑥̄1,𝑘, 𝑥2)

]︁2
+

+
[︁
ψ𝑖,1(𝑥̄1,𝑘)ψ

′
𝑖,2(𝑥2)3

′
𝑖(𝑧) +

𝜕Φ*
𝑖

𝜕𝑥2
(𝑥1, 𝑥2)

]︁2
+

− 2γ𝑒3𝑖(𝑧)+Φ
*
𝑖 (𝑥̄1,𝑘,𝑥2)

]︃
1

ψ′𝑖,1(𝑥̄1,𝑘)ψ𝑖,2(𝑥2)
𝑑𝑥2𝑑𝑧.

(86)

Проварьируем функционал (85) по ψ𝑖,1(𝑥1) и по ψ𝑖,2(𝑥2) получим уравнения (87, 88) соответ-
ственно:

ψ′′𝑖,1(𝑥1) =− 1∫︀ 1
0 ψ𝑖,2 (𝑥2)

23′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))
2𝑑𝑥2

×

×
∫︁ 1

0

[︃
γψ𝑖,2 (𝑥2)3′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2)) 𝑒

3𝑖(ψ𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2))+Φ(𝑥1,𝑥2)−

−Φ(0,1) (𝑥1, 𝑥2)ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2)ψ′𝑖,2 (𝑥2)3
′′
𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))+

+Φ(2,0) (𝑥1, 𝑥2)ψ𝑖,2 (𝑥2)3′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))−
−Φ(0,1) (𝑥1, 𝑥2)ψ′𝑖,2 (𝑥2)3

′
𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))+

+ ψ𝑖,2 (𝑥2) 3ψ′𝑖,1 (𝑥1)
23′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))3

′′
𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))−

− ψ𝑖,1 (𝑥1) 2ψ𝑖,2 (𝑥2)ψ′𝑖,2 (𝑥2) 23′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))3′′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))−

− ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ′𝑖,2 (𝑥2) 23′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2)) 2
]︃
𝑑𝑥2,

(87)
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ψ′′𝑖,2(𝑥2) =− 1∫︀ 1
0 ψ𝑖,1 (𝑥1)

23′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))
2𝑑𝑥1

×

×
∫︁ 1

0

[︃
γψ𝑖,1 (𝑥1)3′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2)) 𝑒

3𝑖(ψ𝑖,1(𝑥1)ψ𝑖,2(𝑥2))+Φ(𝑥1,𝑥2)−

−Φ(1,0) (𝑥1, 𝑥2)ψ𝑖,2 (𝑥2)ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ′𝑖,1 (𝑥1)3
′′
𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))+

+Φ(0,2) (𝑥1, 𝑥2)ψ𝑖,1 (𝑥1)3′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))−

−Φ(1,0) (𝑥1, 𝑥2)ψ′𝑖,1 (𝑥1)3
′
𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))+

+ ψ𝑖,1 (𝑥1) 3ψ′𝑖,2 (𝑥2)
23′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))3

′′
𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))−

− ψ𝑖,2 (𝑥2) 2ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ′𝑖,1 (𝑥1) 23′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))3′′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2))−

− ψ𝑖,2 (𝑥2)ψ′𝑖,1 (𝑥1) 23′𝑖 (ψ𝑖,1 (𝑥1)ψ𝑖,2 (𝑥2)) 2
]︃
𝑑𝑥1.

(88)

В качестве граничных условий для первого и второго уравнений возьмём граничные условия
Дирихле: ⎧⎨⎩ψ𝑖,𝑗(0) = 0,

ψ𝑖,𝑗(1) = 0.
(89)

Далее проварьируем функционал (86) по функции 3𝑖(𝑧), получим

3′′𝑖 (𝑧) =
∑︁
𝑘

∫︁ 1

0
−γψ′𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘) 𝑒Φ(𝑥̄1,𝑘,𝑥2)+3𝑖(𝑧)+

+ 𝑥̄′1,𝑘Φ
(0,1) (𝑥̄1,𝑘, 𝑥2)ψ

′
𝑖,2 (𝑥2)ψ𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)ψ

′′
𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)−

− 𝑥̄′1,𝑘Φ
(0,1) (𝑥̄1,𝑘, 𝑥2)ψ

′
𝑖,2 (𝑥2)ψ

′
𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

2−

− 𝑥̄′1,𝑘ψ𝑖,2 (𝑥2)Φ
(2,0) (𝑥̄1,𝑘, 𝑥2)ψ

′
𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

2−

− 𝑥̄′1,𝑘Φ
(1,1) (𝑥̄1,𝑘, 𝑥2)ψ

′
𝑖,2 (𝑥2)ψ𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)ψ

′
𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)−

− 𝑥̄′1,𝑘ψ𝑖,2 (𝑥2)
23′𝑖(𝑧)ψ

′
𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

2ψ′′𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)+

+ 𝑥̄′1,𝑘3
′
𝑖(𝑧)ψ

′
𝑖,2 (𝑥2)

2ψ𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)
2ψ′′𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)−

− 2𝑥̄′1,𝑘3
′
𝑖(𝑧)ψ

′
𝑖,2 (𝑥2)

2ψ𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)ψ
′
𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

2𝑑𝑥2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧∈[𝑧𝑘,𝑧𝑘+1]

×

×

[︃∑︁
𝑘

∫︁ 1

0
ψ′𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

(︀
ψ𝑖,2 (𝑥2) 2ψ′𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

2 + ψ′𝑖,2 (𝑥2)
2ψ𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

2
)︀
𝑑𝑥2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧∈[𝑧𝑘,𝑧𝑘+1]

]︃−1

.

(90)

Изначальные условия Дирихле после нахождения функций ψ𝑖,1(𝑥1) и ψ𝑖,2(𝑥2) схлопываются
в единое условие (91):

3𝑖(0) = 0. (91)
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Так как уравнение второго порядка, необходимо также второе условие, в качестве которого
возьмём естественное граничное условие, получаемое при варьировании функционала на другом
конце отрезка интегрирования (92):

1

ψ𝑖,2 (𝑥2)ψ′𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)
2ψ′𝑖,2 (𝑥2)ψ𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

(︁
Φ(0,1) (𝑥̄1,𝑘, 𝑥2)+

+ ψ′𝑖,2 (𝑥2)ψ𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)3
′
𝑖(𝑧)

)︁
+ 2ψ𝑖,2 (𝑥2)ψ′𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

(︁
Φ(1,0) (𝑥̄1,𝑘, 𝑥2)+

+ ψ𝑖,2 (𝑥2)3′𝑖(𝑧)ψ
′
𝑖,1 (𝑥̄1,𝑘)

)︁⃒⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧max

= 0.

(92)

Далее решать уравнения (87), (88), (90) будем с помощью итеративного подхода, описанного выше.

4.4. Результаты вычислительного эксперимента. Для подхода, использующего форму-
лировку Шпрехера, используем значения параметров алгоритма γ = 10, 𝑘 = 1, тогда 𝑎 = 1/90,
α1 = 1, α2 = 0.10100010000000001. На рис. 7, a представлен график определителя матрицы

Таблица. Сравнение методов обнаружения бифуркационных точек
для двумерной задачи Брату. Результаты для других методов взяты

из статьи [34]

Table. Comparison of methods for detecting bifurcation points
for a two-dimensional Bratu problem. The results for other

methods are taken from the article [34]

Метод γ

Метод конечных разностей 7.122
Метод коллокаций 6.808
Метод взвешенных остатков 6.780
Почти точное решение 7.028
Итерационный дифференциально-квадратурный метод 7.028
Наш подход 7.031

Фреше на последней итерации ме-
тода Ньютона для функции Φ(𝑧) в
зависимости от значений парамет-
ра γ, а на рис. 7, b 𝐿∞ — норма
решения в зависимости от значе-
ний параметра.

В результате вычислительно-
го эксперимента была найдена од-
на особая точка (предельная) при
значениях параметра γ ≈ 7.03, что
хорошо согласуется с известным
из литературы результатом [34]
(см. Таблицу). Для формулировок

Рис. 7. a — График определителя матрицы Фреше на последней итерации метода Ньютона для разных значений
параметра γ; кружок обозначает критическую точку. b — 𝐿∞ норма решения для различных значений параметра γ;
кружок обозначает критическую точку

Fig. 7. a — Graph of the determinant of the Fréchet matrix on the last iteration of the Newton method for different value of the
parameter γ; circle denotes critical point. b — 𝐿∞ norm of the solution for different values of the parameter γ; circle denotes
critical point
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Рис. 8. Срезы решения задачи Брату по 𝑥2 для γ = 1. Решение, полученное c помощью теоремы Колмогорова–Арнольда
(чёрная линия). Решение, полученное с помощью метода конечных разностей (оранжевые точки). Слева: срез 𝑥1 = 0.1;
в центре: срез 𝑥1 = 0.3, справа: срез 𝑥1 = 0.5. Верхние графики — левая ветвь решений. Нижние графики — правая
ветвь решений (цвет онлайн)

Fig. 8. 𝑥2 cross sections of the solution to the Bratu problem for γ = 1. The solution obtained using the Kolmogorov–Arnold
theorem (black line). The solution obtained using the finite difference method (orange dots). Left: cross section 𝑥1 = 0.1;
center: cross section 𝑥1 = 0.3; right: cross section 𝑥1 = 0.5. The upper graphs are the left branch of the solutions. The lower
graphs are the right branch of the solutions (color online)

Хедберга и Досса полученные результаты были неотличимы от результатов, полученных с по-
мощью формулировки Шпрехера. На рис. 8 изображены решения задачи Брату, полученные
с помощью предложенного в статье подхода (оранжевые), и решения, посчитанные методом
конечных разностей (чёрные). Подчеркнём, что полученные функции решения являются весьма
гладкими, несмотря на потенциальную негладкость, связанную со свойствами функций теоремы
Колмогорова–Арнольда.

Выводы

1. В работе представлен алгоритм построения полной бифуркационной картины (картины
ветвления) для краевых задач для нелинейных уравнений в частных производных, дан-
ных своими вариационными постановками, опирающийся на суперпозиционную теорему
Колмогорова.

2. При этом суперпозиционная теорема Колмогорова в форме Шпрехера приводит к фор-
мулировке, где внутренние функции вычисляются с помощью специального алгоритма,
в форме Хедберга, где внутренние функции задаются пользователем, в форме Досса, где
внутренние функции отыскиваются с помощью итерационного алгоритма. Полученные
функции решения являются весьма гладкими, несмотря на потенциальную негладкость,
связанную со свойствами функций теоремы Колмогорова–Арнольда.

3. Все три варианта алгоритма были применены к уравнениям Брату и продемонстрировали
хорошее согласование с известными из литературы решениями как по форме решений, так
и по структуре бифуркационной картины.
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Аннотация. Цель данного исследования — выявить различие в нелинейностях математических моделей динамики и
нелинейных эффектах динамики цилиндрического резонатора волнового твердотельного гироскопа при использовании
разного количества электростатических датчиков управления. Методы. В данной работе рассматривается нелинейность
колебаний резонатора как следствие действия электростатических сил датчиков управления при учёте конечного
отношения малого прогиба резонатора к малому зазору электростатического датчика. Для построения приближённых
математических моделей используется теорема Тихонова о предельном переходе, а также учитывается малый пара-
метр, сингулярно входящий в систему дифференциальных уравнений. Уравнения динамики резонатора осредняются
по методу Крылова–Боголюбова. Результаты. Определено отличие нелинейных слагаемых в уравнениях динамики
резонатора при использовании восьми и шестнадцати датчиков управления. Установлено, что нелинейные эффекты
проявляются сильнее в случае гироскопа с шестнадцатью датчиками управления: больше угловая скорость дрейфа и
смещение резонансного пика амплитудно-частотной характеристики, чем в случае с восьмью датчиками управления.
Показано, что в случае схемы с восьмью датчиками управления угловая скорость дрейфа имеет переменное значение,
а также содержит малую некомпенсируемую составляющую. Заключение. Построены математические модели динамики
цилиндрического резонатора волнового твердотельного гироскопа, которые учитывают нелинейности, вызванные
возбуждением колебаний восьмью и шестнадцатью электростатическими датчиками управления. Показано отличие
нелинейных эффектов динамики резонатора волнового твердотельного гироскопа при использовании разного числа
датчиков управления: угловой скорости дрейфа и смещения резонансного пика амплитудно-частотной характеристики.
Сделаны выводы о применении схемы с восьмью датчиками управления.

Ключевые слова: волновой твердотельный гироскоп, математическая модель, электростатические датчики, цилиндри-
ческий резонатор, нелинейные колебания, угловая скорость дрейфа.
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Abstract. The purpose of this work is to determine differences in the nonlinearities of mathematical models of dynamics and
nonlinear effects of dynamics for the cylindrical resonator of wave solid–state gyroscope using a different number of electrostatic
control sensors. Methods. In this article resonator oscillations nonlinearity caused by finite ratio of the small deflection of the
resonator to the small gap of the electrostatic sensor is considered. To construct approximate mathematical models Tikhonov’s
theorem on the passage to the limit is used and a small parameter singularly included in the system of differential equations
is also taken into account. The equations of resonator dynamics are averaged by using the Krylov–Bogolyubov method.
Results. The difference between the nonlinear terms in the equations of resonator dynamics with eight and sixteen control
sensors is determined. It is found that nonlinear effects are more pronounced in the case of the gyroscope with sixteen control
sensors. The angular drift velocity and the displacement of the resonant peak of the amplitude-frequency response are greater
than in the case of eight control sensors. It is shown that in the case of eight control sensors, the angular drift velocity has
a variable value and also contains a small uncompensated component. Conclusion. Mathematical models of the dynamics
for the cylindrical resonator of wave solid-state gyroscope taking into account the nonlinearities caused by the excitation of
oscillations by eight and sixteen electrostatic control sensors are deduced. The difference between the nonlinear effects of
the resonator dynamics for wave solid-state gyroscope with different number of control sensors is shown. The angular drift
velocity and the displacement of the resonant peak of the amplitude-frequency response are obtained. Conclusions about the
applicability of gyroscope with eight control sensors are discussed.

Keywords: wave solid-state gyroscope, mathematical model, electrostatic sensors, cylindrical resonator, nonlinear oscillations,
angular drift velocity.
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Введение

В настоящее время актуальной задачей является повышение точности навигационных
приборов, включая волновые твердотельные гироскопы (ВТГ), с помощью построения более
точных математических моделей динамики их чувствительных элементов [1–4]. Учёт нелиней-
ности колебаний в математических моделях динамики резонаторов ВТГ позволяет не только
повысить точность прибора с помощью методов компенсации, но и исследовать ряд нелинейных
эффектов, которые имеют место в динамике ВТГ и не могут быть исследованы в рамках линейных
математических моделей.

Основы теории ВТГ заложены в работах Д. М. Климова и В. Ф. Журавлёва [5–10]. В [6,9]
показано, что погрешность, вызванная нелинейными свойствами колебательной системы, присуща
всем ВТГ, а исследование динамики может проводиться в рамках одних и тех же уравнений,
аналогичных уравнениям классического маятника Фуко. При этом указано, что для исследования
нелинейности требуется учёт специфики конкретной колебательной системы. В работах [11, 12]
отмечено, что при экспериментальных исследованиях динамики вибрационных гироскопов с элек-
тростатическими датчиками управления были обнаружены явления, характерные для нелинейных
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систем, например, срыв колебаний резонатора. Однако исследованию специфики нелинейности,
вызванной электростатическими датчиками управления, уделяется мало внимания.

В данной статье исследуются нелинейные колебания, вызванные электростатическими
датчиками управления, выводятся и сравниваются нелинейные математические модели с восьмью
и шестнадцатью датчиками управления, обобщаются результаты предшествующих работ по
исследованию нелинейных эффектов динамики ВТГ [13–15], в которых рассматривались ВТГ
только с шестнадцатью датчиками управления.

В статье рассматривается ВТГ с цилиндрическим резонатором. Данный выбор объясняется
тем, что в настоящее время интенсивно проводятся работы по улучшению качества изготовления
и балансировки цилиндрических резонаторов из плавленого кварца [16–20], которые отличаются
от полусферических простотой изготовления и достаточно высокой добротностью. Результаты,
полученные для ВТГ с цилиндрическим резонатором, могут быть обобщены на ВТГ с другими
типами резонаторов: кольцевым и полусферическим.

1. Математические модели с учётом нелинейности колебаний,
вызванной датчиками управления

1.1. Математические модели при произвольном числе датчиков управления. Будем
рассматривать волновой твердотельный гироскоп с цилиндрическим резонатором, один край
которого свободен, а другой жёстко прикреплен к основанию прибора. Резонатор изготавливается
из кварцевого стекла с нанесением на его поверхность металлического покрытия. Колебания
цилиндрического резонатора возбуждаются системой электростатических датчиков управления,
которые представляют собой конденсаторы, образованные металлизированной поверхностью
резонатора и электродами управления, расположенными вблизи свободной кромки резонатора.
Математическая модель динамики цилиндрического резонатора для данного типа волнового
твердотельного гироскопа подробно выводится в работе [14]. В общем виде для произвольного
числа датчиков управления математическая модель имеет вид

𝑓 + ω2𝑓 = −γ𝑓 + 2𝑣𝑔̇ +
1

2𝑚𝑑2𝐶0

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑞2𝑗 cos 2θ𝑗 ,

𝑔 + ω2𝑔 = −γ𝑔̇ − 2𝑣𝑓 +
1

2𝑚𝑑2𝐶0

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑞2𝑗 sin 2θ𝑗 ,

(1)

𝑅𝑒𝐶0𝑞𝑗 + 𝑞𝑗 (1− 𝑓 cos 2θ𝑗 − 𝑔 sin 2θ𝑗) = 𝑈𝑗𝑢0𝐶0, 𝑗 = 1 . . . 𝑛. (2)

где, в соответствии с [14], обозначены: 𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡) — обобщённые координаты второй формы
колебаний цилиндрического резонатора, нормализованные зазором 𝑑 между электродом управ-
ления и недеформированным резонатором; ω — характерная частота собственных колебаний;
γ характеризует демпфирование колебаний; 𝑣 характеризует угловую скорость вращения гиро-
скопа; 𝑚 — приведённая масса цилиндрического резонатора; 𝐶0 — ёмкость конденсаторов при
недеформированном резонаторе; 𝑞𝑗(𝑡) — заряд 𝑗-го конденсатора, образованного резонатором и
𝑗-м электродом управления; θ𝑗 = 2π(𝑗−1)/𝑛 — угол расположения 𝑗-го электрода, 𝑗 = 1 . . . 𝑛, 𝑛 —
число электродов управления; 𝑅𝑒 — электрическое сопротивление цепи управления колебаниями;
𝑈𝑗(𝑡) — напряжение на 𝑗-м электроде, 𝑗 = 1 . . . 𝑛, которое нормализовано величиной постоянного
опорного напряжения 𝑢0. Точкой обозначено дифференцирование по времени 𝑡.
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Перейдём в уравнениях (1), (2) к безразмерному времени τ = ω𝑡 и нормализованным
величиной 𝑄0 = 𝐶0𝑢0 зарядам 𝑄𝑗 = 𝑞𝑗/(𝐶0𝑢0):

d2𝑓

dτ2
+ 𝑓 + γ̃

d𝑓

dτ
− 𝑣

d𝑔

dτ
− η

8

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑄2
𝑗 cos 2θ𝑗 = 0,

d2𝑔

dτ2
+ 𝑔 + γ̃

d𝑔

dτ
+ 𝑣

d𝑓

dτ
− η

8

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑄2
𝑗 sin 2θ𝑗 = 0,

(3)

𝜀
d𝑄𝑗

dτ
+𝑄𝑗 (1− 𝑓 cos 2θ𝑗 − 𝑔 sin 2θ𝑗) = 𝑈𝑗 , 𝑗 = 1 . . . 𝑛, (4)

где η =
𝐶2
0𝑢

2
0

2𝑚𝑑2ω2
, 𝜀 = 𝑅𝑒𝐶0ω — безразмерные малые параметры, а также обозначены безразмер-

ные малые величины γ̃ = γ/ω, 𝑣 = 𝑣/ω. Заметим, что малый параметр 𝜀 = 𝑅𝑒𝐶0ω характеризует
отношение активного и реактивного (емкостного) сопротивлений цепи управления колебаниями и
для электростатических датчиков крайне мал, например, 𝜀 ≈ 10−8 при 𝑅𝑒 ≈ 1 Ом, 𝐶0 ≈ 10−12 Ф,
ω ≈ 104 c−1.

Присутствие малого параметра 𝜀 при производных указывает, что уравнения (4) являются
сингулярно возмущёнными, а вся система уравнений (3), (4) относится к классу тихоновских си-
стем дифференциальных уравнений. В [14] показано применение теоремы Тихонова о предельном
переходе, которая гарантирует приближение решения уравнений (3) решением уравнений

d2𝑓

dτ2
+ 𝑓 = −γ̃d𝑓

dτ
+ 𝑣

d𝑔

dτ
+
η
8

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑈2
𝑗 cos 2θ𝑗

(1− 𝑓 cos 2θ𝑗 − 𝑔 sin 2θ𝑗)
2 , (5)

d2𝑔

dτ2
+ 𝑔 = −γ̃d𝑔

dτ
− 𝑣

d𝑓

dτ
+
η
8

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑈2
𝑗 sin 2θ𝑗

(1− 𝑓 cos 2θ𝑗 − 𝑔 sin 2θ𝑗)
2 . (6)

Однако можно построить уточнённое приближение к решению уравнений (1), которое
учитывает малый параметр 𝜀, характеризующий параметры электрической цепи управления.
Аналогично [15] воспользуемся для переменных 𝑄𝑗 , 𝑗 = 1 . . . 𝑛, приближением первого поряд-
ка по 𝜀 и запишем математическую модель динамики резонатора, учитывающую параметры
электрической цепи управления:

d2𝑓

dτ2
+ 𝑓 = −γ̃d𝑓

dτ
+ 𝑣

d𝑔

dτ
+
η
8

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑈2
𝑗 cos 2θ𝑗

(1− 𝑤𝑗)
2 −

−2𝜀
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑈𝑗 cos 2θ𝑗
(1− 𝑤𝑗)

3

d𝑈𝑗

dτ
− 2𝜀

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑈2
𝑗 cos 2θ𝑗

(1− 𝑤𝑗)
4

(︂
d𝑓

dτ
cos 2θ𝑗 +

d𝑔

dτ
sin 2θ𝑗

)︂⎤⎦ ,

(7)

d2𝑔

dτ2
+ 𝑔 = −γ̃d𝑔

dτ
− 𝑣

d𝑓

dτ
+
η
8

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑈2
𝑗 sin 2θ𝑗

(1− 𝑤𝑗)
2 −

−2𝜀

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑈𝑗 sin 2θ𝑗
(1− 𝑤𝑗)

3

d𝑈𝑗

dτ
− 2𝜀

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑈2
𝑗 sin 2θ𝑗

(1− 𝑤𝑗)
4

(︂
d𝑓

dτ
cos 2θ𝑗 +

d𝑔

dτ
sin 2θ𝑗

)︂⎤⎦ ,

(8)

где для сокращения записи обозначен прогиб резонатора 𝑤𝑗 = 𝑓 cos 2θ𝑗 + 𝑔 sin 2θ𝑗 .
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Очевидно, что (5), (6) следуют из (7), (8) при 𝜀 = 0. Представленные математические
модели будем использовать для исследования нелинейности колебаний резонатора, вызванной
электростатическими датчиками управления при разном количестве датчиков управления.

1.2. Нелинейная математическая модель динамики резонатора ВТГ при использовании
восьми датчиков управления. Рассмотрим часто встречающийся в конструкциях ВТГ случай,
при котором напряжения 𝑈𝑗 между 𝑗-м электродом датчика управления и резонатором, 𝑗 = 1 . . . 𝑛,
подаются на восемь, 𝑛 = 8, датчиков управления, неизменно ориентированных относительно
основания ВТГ, θ𝑗 = (𝑗 − 1)π/4:

𝑈1 = 𝑈5 = 1 + 𝑢𝐴 = 1− 𝑢1 sin µτ+ 𝑢2 cos µτ,

𝑈3 = 𝑈7 = 1− 𝑢𝐴 = 1 + 𝑢1 sin µτ− 𝑢2 cos µτ,

𝑈2 = 𝑈6 = 1 + 𝑢𝐵 = 1− 𝑢3 sin µτ+ 𝑢4 cos µτ,

𝑈4 = 𝑈8 = 1− 𝑢𝐵 = 1 + 𝑢3 sin µτ− 𝑢4 cos µτ,

(9)

где 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4 – нормализованные по отношению к опорному напряжению 𝑢0 амплитуды
управляющих напряжений, |𝑢𝑖| < 1, 𝑖 = 1 . . . 4; 𝑢𝐴(τ), 𝑢𝐵(τ) — нормализованные управляющие
напряжения, подаваемые соответственно на группу электродов № 1, 3, 5, 7 и на смещённую
относительно них на угол 45∘ группу электродов № 2, 4, 6, 8. Введена величина µ = ω0/ω =

= (ω + λ)/ω, где ω0 — частота внешнего гармонического возбуждения колебаний резонатора,
близкая к ω, λ — частотная настройка, |λ| ≪ ω.

Сигналы управления (9) реализуют подачу разности потенциалов 𝑢0(1+𝑢) и 𝑢0(1−𝑢)

на датчики, расположенные ортогонально, которая применяется для линеаризации силы электро-
статического датчика, пропорциональной квадрату напряжения на электроде:

𝑢20(1 + 𝑢)2 − 𝑢20(1− 𝑢)2 = 4𝑢20𝑢. (10)

Полученное выражение (10) линейно относительно нормализованного управляющего напряже-
ния 𝑢. Таким образом реализуется широко применяемая в ВТГ «пуш-пульная» (“push–pull”)
схема управления [6]. Поскольку электростатическая сила обратно пропорциональна квадрату
величины зазора между электродом управления и металлизированной поверхностью резонатора,
покажем, что при учёте конечного отношения прогиба резонатора к зазору электростатическо-
го датчика нарушается линеаризация “push–pull”. Несмотря на конечность отношения прогиба
к зазору, величина прогиба является малой, что обосновывает одновременное использование
при выводе уравнений динамики резонатора линейной теории оболочек и учёт нелинейности
силового воздействия датчика управления. Силовое воздействие двух ортогонально расположен-
ных датчиков управления пропорционально выражению, которое может быть разложено в ряд
по нормализованному величиной зазора прогибу |𝑤| < 1:

𝑢20(1 + 𝑢)2

(1− 𝑤)2
− 𝑢20(1− 𝑢)2

(1 + 𝑤)2
=

= 𝑢20(1 + 𝑢)2
(︀
1 + 2𝑤 + 3𝑤2 + 4𝑤̃3 + . . .

)︀
− 𝑢20(1− 𝑢)2

(︀
1− 2𝑤 + 3𝑤2 − 4𝑤3 + . . .

)︀
=

= 4𝑢20𝑢
(︀
1 + 3𝑤2 + 5𝑤4 + . . .

)︀
+ 4𝑢20

(︀
1 + 𝑢2

)︀ (︀
𝑤 + 2𝑤3 + 3𝑤5 + . . .

)︀
=

= 4𝑢20
(︀
𝑢+ 𝑤 + 𝑢2𝑤 + 3𝑢𝑤2 + 2𝑤3 + 2𝑢2𝑤3 + . . .

)︀
. (11)
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Таким образом, при учёте прогиба 𝑤 схема линеаризации “push–pull” нарушается. Пренебрегая
прогибом в случае его малости, получим из (11) линейное выражение относительно управляющего
напряжения, соответствующее линеаризации “push–pull” (10).

Для преобразования сумм в (7), (8) будем использовать также разложения в ряд

1

(1− 𝑤̃)2
=

1

2

∞∑︁
𝑘=0

(𝑘 + 1)𝑤̃𝑘 = 1 + 2𝑤̃ + 3𝑤̃2 + 4𝑤̃3 + . . . ,

1

(1− 𝑤̃)3
=

1

2

∞∑︁
𝑘=0

(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑤̃𝑘 = 1 + 3𝑤̃ + 6𝑤̃2 + 10𝑤̃3 + . . . ,

1

(1− 𝑤̃)4
=

1

6

∞∑︁
𝑘=0

(𝑘 + 3)(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑤̃𝑘 = 1 + 4𝑤̃ + 10𝑤̃2 + 20𝑤̃3 + . . .

(12)

Используя в (7), (8) закон подачи напряжения (9), приближение (11), разложения в ряд (12)
и пренебрегая нелинейными слагаемыми выше третьей степени, получаем при 𝑛 = 8 датчиках
управления следующие уравнения динамики резонатора:

d2𝑓

dτ2
+ 𝑓 = −γ̃d𝑓

dτ
+ 𝑣

d𝑔

dτ
+ η

(︂
𝑓 + 2𝑓3 − 𝜀

(︀
1 + 10𝑓2

)︀ d𝑓
dτ

+

+

(︂
1 + 3𝑓2 − 8𝜀𝑓

d𝑓

dτ

)︂
𝑢𝐴 − 𝜀

(︀
1 + 6𝑓2

)︀
𝑢′𝐴

)︂
,

d2𝑔

dτ2
+ 𝑔 = −γ̃d𝑔

dτ
− 𝑣

d𝑓

dτ
+ η

(︂
𝑔 + 2𝑔3 − 𝜀

(︀
1 + 10𝑔2

)︀ d𝑔
dτ

+

+

(︂
1 + 3𝑔2 − 8𝜀𝑔

d𝑔

dτ

)︂
𝑢𝐵 − 𝜀

(︀
1 + 6𝑔2

)︀
𝑢′𝐵

)︂
.

(13)

При выводе (13) и далее пренебрегаем в силу малости слагаемыми, содержащими 𝑢2𝐴 и 𝑢2𝐵 .
Такие слагаемые характеризуют параметрическое возбуждение колебаний резонатора, сопут-
ствующее вынужденным колебаниям [14]. Устойчивость колебаний при данном сопутствующем
параметрическом возбуждении исследовалась в [21].

Для исследования нелинейных эффектов динамики понадобятся осреднённые уравнения
динамики резонатора ВТГ. Сначала рассмотрим (13) в случае 𝜀 = 0:

d2𝑓

dτ2
+ 𝑓 = −γ̃d𝑓

dτ
+ 𝑣

d𝑔

dτ
+ η

(︀
𝑓 + 2𝑓3 +

(︀
1 + 3𝑓2

)︀
𝑢𝐴
)︀
,

d2𝑔

dτ2
+ 𝑔 = −γ̃d𝑔

dτ
− 𝑣

d𝑓

dτ
+ η

(︀
𝑔 + 2𝑔3 +

(︀
1 + 3𝑔2

)︀
𝑢𝐵
)︀
.

(14)

И проведём осреднение системы уравнений (14) по методу Крылова–Боголюбова [22].
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С помощью замены переменных

𝑥1 = 𝑓, 𝑥2 =
d𝑓

dτ
, 𝑥3 = 𝑔, 𝑥4 =

d𝑔

dτ
(15)

сведём (14) к нормальной системе дифференциальных уравнений:

d𝑥1
dτ

= 𝑥2,

d𝑥2
dτ

= −𝑥1 − γ̃𝑥2 + 𝑣𝑥4 + η
(︀
𝑥1 + 2𝑥31 +

(︀
1 + 3𝑥21

)︀
𝑢𝐴
)︀
,

d𝑥3
dτ

= 𝑥4,

d𝑥4
dτ

= −𝑥3 − γ̃𝑥4 − 𝑣𝑥2 + η
(︀
𝑥3 + 2𝑥33 +

(︀
1 + 3𝑥23

)︀
𝑢𝐵
)︀
.

(16)

Используя замену переменных

𝑥1 = 𝑝1 sin µτ+ 𝑞1 cos µτ, 𝑥2 = µ (𝑝1 cos µτ− 𝑞1 sin µτ) ,

𝑥3 = 𝑝2 sin µτ+ 𝑞2 cos µτ, 𝑥4 = µ (𝑝2 cos µτ− 𝑞2 sin µτ) ,
(17)

выводим из (16) разрешённую относительно производных систему дифференциальных уравнений,
которую сокращённо записываем в векторно-матричной форме

dz

dτ
= 𝐹 (z, τ), (18)

где z(τ) = (𝑞1(τ), 𝑝1(τ), 𝑞2(τ), 𝑝2(τ))
𝑇 , функция 𝐹 (z, τ) периодична по τ с периодом 2π/µ. Проводя

осреднение (18) по явно входящему безразмерному времени τ, придём к системе, решение которой
даёт приближение к решению (18), обоснованное методом осреднения Крылова–Боголюбова [22]:

dz

dτ
= F(z). (19)

Далее опустим обозначение осреднённого решения и запишем (19) в виде

d𝑞1
dτ

=
1

2
[−2𝑝1µ− 𝑞1γ̃+ 𝑞2𝑣 + η (3𝑘1 + (1 + 𝑘5)𝑢1 + 3𝑘9𝑢2)] ,

d𝑝1
dτ

=
1

2
[2𝑞1µ− 𝑝1γ̃+ 𝑝2𝑣 + η (3𝑘2 + (1 + 𝑘6)𝑢2 + 3𝑘9𝑢1)] ,

d𝑞2
dτ

=
1

2
[−2𝑝2µ− 𝑞2γ̃− 𝑞1𝑣 + η (3𝑘3 + (1 + 𝑘7)𝑢3 + 3𝑘10𝑢4)] ,

d𝑝2
dτ

=
1

2
[2𝑞2µ− 𝑝2γ̃− 𝑝1𝑣 + η (3𝑘4 + (1 + 𝑘8)𝑢4 + 3𝑘10𝑢3)] ,

(20)

где введены обозначения нелинейных слагаемых:

𝑘1 = −𝑝1
(︀
𝑞21 + 𝑝21

)︀
/2, 𝑘2 = 𝑞1

(︀
𝑞21 + 𝑝21

)︀
/2,

𝑘3 = −𝑝2
(︀
𝑞22 + 𝑝22

)︀
/2, 𝑘4 = 𝑞2

(︀
𝑞22 + 𝑝22

)︀
/2,

(21)

а также нелинейностей при управляющих напряжениях:

𝑘5 = 3
(︀
3𝑝21 + 𝑞21

)︀
/4, 𝑘6 = 3

(︀
𝑝21 + 3𝑞21

)︀
/4, 𝑘7 = 3

(︀
3𝑝22 + 𝑞22

)︀
/4,

𝑘8 = 3
(︀
𝑝22 + 3𝑞22

)︀
/4, 𝑘9 = −𝑞1𝑝1/2, 𝑘10 = −𝑞2𝑝2/2.

(22)
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Проводя осреднение уравнений (13) по методу Крылова–Боголюбова при 𝜀 ̸= 0 и отсутствии
управляющих воздействий 𝑢1 = 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑢4 = 0 аналогично описанному выше алгоритму
(15)–(19), получим осреднённую систему

d𝑞1
dτ

=
1

2
[−𝑞1γ̃+ 𝑞2𝑣 + η (3𝑘1 − 5𝜀𝑘2)] ,

d𝑝1
dτ

=
1

2
[−𝑝1γ̃+ 𝑝2𝑣 + η (3𝑘2 + 5𝜀𝑘1)] ,

d𝑞2
dτ

=
1

2
[−𝑞2γ̃− 𝑞1𝑣 + η (3𝑘3 − 5𝜀𝑘4)] ,

d𝑝2
dτ

=
1

2
[−𝑝2γ̃− 𝑝1𝑣 + η (3𝑘4 + 5𝜀𝑘3)] ,

(23)

которую будем далее использовать для исследования угловой скорости дрейфа ВТГ.

1.3. Нелинейная математическая модель динамики резонатора ВТГ при использовании
шестнадцати датчиков управления. Рассмотрим случай, при котором напряжения 𝑈𝑗 между 𝑗-
м электродом датчика управления и резонатором, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, подаются на шестнадцать, 𝑛 = 16,
датчиков управления, неизменно ориентированных относительно основания ВТГ, θ𝑗 = (𝑗− 1)π/8:

𝑈1 = 𝑈9 = 1 + 𝑢𝐴 = 1− 𝑢1 sin µτ+ 𝑢2 cos µτ,

𝑈5 = 𝑈13 = 1− 𝑢𝐴 = 1 + 𝑢1 sin µτ− 𝑢2 cos µτ,

𝑈3 = 𝑈11 = 1 + 𝑢𝐵 = 1− 𝑢3 sin µτ+ 𝑢4 cos µτ,

𝑈7 = 𝑈15 = 1− 𝑢𝐵 = 1 + 𝑢3 sin µτ− 𝑢4 cos µτ,

(24)

где 𝑢𝐴(𝑡), 𝑢𝐵(𝑡) — нормализованные управляющие напряжения, подаваемые соответственно
на группу электродов № 1, 5, 9, 13 и смещённую относительно них на угол 45∘ группу электродов
№ 3, 7, 11, 15. На промежуточных электродах (с чётными номерами) разность потенциалов
задаётся равной опорному напряжению 𝑢0. Остальные обозначения введены так же, как в (9).

Используя в (7), (8) закон подачи напряжения (24), приближение (11), разложения в ряд (12)
и пренебрегая нелинейными слагаемыми выше третьей степени, получаем при 𝑛 = 16 датчиках
управления следующие уравнения динамики резонатора [15]:

d2𝑓

dτ2
+ 𝑓 = −γ̃d𝑓

dτ
+ 𝑣

d𝑔

dτ
+ η

(︂
2𝑓 + 3

(︀
𝑓2 + 𝑔2

)︀
𝑓 +

(︂
1 + 3𝑓2 − 8𝜀𝑓

d𝑓

dτ

)︂
𝑢𝐴

)︂
−

− 𝜀η

(︂
2
d𝑓

dτ
+ 5

(︀
𝑓2 + 𝑔2

)︀ d𝑓
dτ

+ 10

(︂
𝑓
d𝑓

dτ
+ 𝑔

d𝑔

dτ

)︂
𝑓 +

(︀
1 + 6𝑓2

)︀
𝑢′𝐴

)︂
,

d2𝑔

dτ2
+ 𝑔 = −γ̃d𝑔

dτ
− 𝑣

d𝑓

dτ
+ η

(︂
2𝑔 + 3

(︀
𝑓2 + 𝑔2

)︀
𝑔 +

(︂
1 + 3𝑔2 − 8𝜀𝑔

d𝑔

dτ

)︂
𝑢𝐵

)︂
−

− 𝜀η

(︂
2
d𝑔

dτ
+ 5

(︀
𝑓2 + 𝑔2

)︀ d𝑔
dτ

+ 10

(︂
𝑓
d𝑓

dτ
+ 𝑔

d𝑔

dτ

)︂
𝑔 +

(︀
1 + 6𝑔2

)︀
𝑢′𝐵

)︂
.

(25)

Сначала рассмотрим (25) в случае 𝜀 = 0:

d2𝑓

dτ2
+ 𝑓 = −γ̃d𝑓

dτ
+ 𝑣

d𝑔

dτ
+ η

(︀
2𝑓 + 3

(︀
𝑓2 + 𝑔2

)︀
𝑓 +

(︀
1 + 3𝑓2

)︀
𝑢𝐴
)︀
,

d2𝑔

dτ2
+ 𝑔 = −γ̃d𝑔

dτ
− 𝑣

d𝑓

dτ
+ η

(︀
2𝑔 + 3

(︀
𝑓2 + 𝑔2

)︀
𝑔 +

(︀
1 + 3𝑔2

)︀
𝑢𝐵
)︀
,

(26)
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и выпишем соответствующие (26) осреднённые уравнения динамики резонатора ВТГ:

d𝑞1
dτ

=
1

2

[︁
−2𝑝1µ− 𝑞1γ̃+ 𝑞2𝑣 + η

(︁
3𝑘1 + (1 + 𝑘5)𝑢1 + 3𝑘9𝑢2

)︁]︁
,

d𝑝1
dτ

=
1

2

[︁
2𝑞1µ− 𝑝1γ̃+ 𝑝2𝑣 + η

(︁
3𝑘2 + (1 + 𝑘6)𝑢2 + 3𝑘9𝑢1

)︁]︁
,

d𝑞2
dτ

=
1

2

[︁
−2𝑝2µ− 𝑞2γ̃− 𝑞1𝑣 + η

(︁
3𝑘3 + (1 + 𝑘7)𝑢3 + 3𝑘10𝑢4

)︁]︁
,

d𝑝2
dτ

=
1

2

[︁
2𝑞2µ− 𝑝2γ̃− 𝑝1𝑣 + η

(︁
3𝑘4 + (1 + 𝑘8)𝑢4 + 3𝑘10𝑢3

)︁]︁
,

(27)

где введены аналогично [14] обозначения нелинейных слагаемых:

𝑘1 = −𝑝1𝐸 − 𝑞2𝑋, 𝑘2 = 𝑞1𝐸 − 𝑝2𝑋, 𝑘3 = −𝑝2𝐸 + 𝑞1𝑋, 𝑘4 = 𝑞2𝐸 + 𝑝1𝑋,

𝐸 = 3
(︀
𝑞21 + 𝑝21 + 𝑞22 + 𝑝22

)︀
/4, 𝑋 = (𝑝2𝑞1 − 𝑝1𝑞2) /2,

(28)

нелинейности при управляющих напряжениях имеют вид (22).
Более подробно случай 𝑛 = 16 электростатических датчиков управления при 𝜀 = 0 исследо-

вался в [14], а при 𝜀 ̸= 0 — в [15].
При 𝜀 ̸= 0 и отсутствии управляющих воздействий 𝑢1 = 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑢4 = 0 можно получить

осреднённую систему [15]:

d𝑞1
dτ

=
1

2

[︁
−𝑞1γ̃+ 𝑞2𝑣 + η

(︁
3𝑘1 − 5𝜀𝑘2

)︁]︁
,

d𝑝1
dτ

=
1

2

[︁
−𝑝1γ̃+ 𝑝2𝑣 + η

(︁
3𝑘2 + 5𝜀𝑘1

)︁]︁
,

d𝑞2
dτ

=
1

2

[︁
−𝑞2γ̃− 𝑞1𝑣 + η

(︁
3𝑘3 − 5𝜀𝑘4

)︁]︁
,

d𝑝2
dτ

=
1

2

[︁
−𝑝2γ̃− 𝑝1𝑣 + η

(︁
3𝑘4 + 5𝜀𝑘3

)︁]︁
,

(29)

которую будем далее использовать для исследования угловой скорости дрейфа ВТГ.
Также заметим по уравнениям (20) и (25), что отличие наблюдается только для кубических

нелинейностей, нелинейности при управляющих напряжениях одинаковы как при использовании
восьми, так и шестнадцати электродов управления.

2. Исследование нелинейных эффектов динамики резонатора ВТГ

В данном разделе выведем нелинейные эффекты динамики цилиндрического резонатора с
восьмью датчиками управления и полученные результаты сравним с результатами, полученными
ранее в [14] и [15] для ВТГ с шестнадцатью электростатическими датчиками управления.

2.1. Угловая скорость дрейфа. Рассмотрим влияние нелинейности, вызванной подачей
на датчики управления опорного напряжения, на угловую скорость дрейфа гироскопа. Пусть на
электроды управления подаётся только постоянное опорное напряжение 𝑈0 ̸= 0, а управляющие
напряжения 𝑢1 = 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑢4 = 0.

Исследование дрейфа ВТГ будем проводить с помощью переменных, называемых элемента-
ми орбиты [9]: 𝑟(τ) и 𝑘(τ) — амплитуды основной и квадратурной волн колебаний, θ(τ) — угол
прецессии, χ(τ) — временная фаза,

𝑥1 = 𝑟 cos(τ+ χ) cos 2θ− 𝑘 sin(τ+ χ) sin 2θ,

𝑥3 = 𝑟 cos(τ+ χ) sin 2θ+ 𝑘 sin(τ+ χ) cos 2θ.
(30)
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Уравнения (23) получены в результате осреднения уравнений динамики резонатора ВТГ
с 𝑛 = 8 датчиками управления (13) при 𝑢1 = 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑢4 = 0. Чтобы перейти от 𝑞1(τ), 𝑝1(τ),
𝑞2(τ), 𝑝2(τ) к 𝑟(τ), 𝑘(τ), θ(τ), χ(τ), будем использовать замену переменных [23]:

𝑞1 = 𝑟 cos 2θ cos χ− 𝑘 sin 2θ sin χ, 𝑝1 = −𝑟 cos 2θ sin χ− 𝑘 sin 2θ cos χ,

𝑞2 = 𝑟 sin 2θ cos χ+ 𝑘 cos 2θ sin χ, 𝑝2 = −𝑟 sin 2θ sin χ+ 𝑘 cos 2θ cos χ.
(31)

В результате выполненных преобразований получаем систему

d𝑟

dτ
= − γ̃

2
𝑟 − 𝜀η

(︂
1 +

5

8
(𝑘2 + 3𝑟2)

)︂
𝑟 +

1

16
η
(︀
𝑟2 − 𝑘2

)︀
(3𝑘 sin 8θ− 5𝜀𝑟 cos 8θ) , (32)

d𝑘

dτ
= − γ̃

2
𝑘 − 𝜀η

(︂
1 +

5

8
(3𝑘2 + 𝑟2)

)︂
𝑘 − 1

16
η
(︀
𝑟2 − 𝑘2

)︀
(3𝑟 sin 8θ− 5𝜀𝑘 cos 8θ) , (33)

dθ
dτ

= −1

4
𝑣 +

3

16
η𝑘𝑟 (1 + cos 8θ) +

5

32
𝜀η(𝑘2 + 𝑟2) sin 8θ, (34)

dχ
dτ

= − 3

16
η
(︀
𝑟2 + 𝑘2

)︀
(3 + cos 8θ)− 10𝜀η𝑘𝑟 sin 8θ. (35)

В уравнениях (32)–(35) все величины оказываются зависимыми от угла прецессии θ, что
является следствием использования восьми датчиков управления. Поэтому уравнения (32)–(35)
не допускают столь простого анализа, как для случая 𝑛 = 16 электростатических датчиков
управления [15].

Используя замену переменных (31), из (29) мы получаем систему уравнений в новых
переменных для случая 𝑛 = 16 датчиков управления:

d𝑟

dτ
= − γ̃

2
𝑟 − 𝜀η

(︂
1 +

5

8
(𝑘2 + 3𝑟2)

)︂
𝑟, (36)

d𝑘

dτ
= − γ̃

2
𝑘 − 𝜀η

(︂
1 +

5

8
(3𝑘2 + 𝑟2)

)︂
𝑘, (37)

dθ
dτ

= −1

4
𝑣 +

3

8
η𝑘𝑟, (38)

dχ
dτ

= −9

8
η
(︀
𝑟2 + 𝑘2

)︀
. (39)

Уравнения (36), (37) указывают на то, что амплитуда колебаний уменьшается в результате
демпфирования. Уравнение (39) указывает на незначительное изменение частоты колебаний.
Из (38) следует, что угловая скорость дрейфа ВТГ задаётся формулой

θ̇* =
3

8
η𝑘𝑟. (40)

Из (36)–(39) следует, что учёт параметров электрической цепи управления при нелинейных
колебаниях резонатора в случае 𝑛 = 16 датчиков управления оказывает незначительное влияние
на демпфирование колебаний и не вносит изменений в угловую скорость дрейфа гироскопа.
Таким образом, в случае ВТГ с 𝑛 = 16 датчиками управления имеется формула (38), которая
делает возможность определения и учёта угловой скорости дрейфа ВТГ, а также применения
классической методики силовой компенсации, когда амплитуду колебаний 𝑟 поддерживают
постоянной, а 𝑘 стремятся уменьшить до нуля [9].
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Вернёмся к анализу случая 𝑛 = 8 датчиков управления. В уравнениях (32)–(35), несмотря на
их нелинейность, можно аналогично заметить, что уравнения (32), (33) указывают на уменьшение
амплитуды колебаний в результате демпфирования. Уравнение (35) указывает на незначительное
изменение частоты колебаний. Наибольший интерес представляет уравнение (34), из которого
следует оценка угловой скорости дрейфа ВТГ:

− 5

32
𝜀η(𝑘2 + 𝑟2) ⩽

dθ*
dτ

⩽
3

8
η𝑘𝑟 +

5

32
𝜀η(𝑘2 + 𝑟2). (41)

Согласно (41), угловая скорость дрейфа ВТГ оценивается двумя принципиально разными
слагаемыми. Одно из них зависит прямо пропорционально от амплитуд основной и квадратурной
волн колебаний 𝑟, 𝑘. Соответственно, при силовой компенсации угловой скорости дрейфа, когда 𝑟

поддерживают постоянной, а 𝑘 стремятся уменьшить до нуля [9], данное слагаемое, содержащее
произведение 𝑘𝑟, сводится к нулю. Однако при таком стандартном способе компенсации не будет
компенсироваться угловая скорость дрейфа, оцениваемая слагаемым в (41), содержащим 𝑘2 + 𝑟2.

Пусть квадратура 𝑘 полностью скомпенсирована, 𝑘 = 0. Тогда дадим оценку модуля угловой
скорости дрейфа: ⃒⃒⃒⃒

dθ*
dτ

⃒⃒⃒⃒
⩽

5

32
𝜀η𝑟2. (42)

Таким образом, формулы (41), (42) устанавливают наличие неустранимого дрейфа ВТГ при
использовании схемы ВТГ с восьмью датчиками управления. При этом очевидно, что за счёт
высокой степени малости 𝜀 неустранимая угловая скорость дрейфа крайне мала.

Если пренебречь 𝜀 в оценке (41) и сравнить её с формулой (40), то получим, что угловая
скорость дрейфа ВТГ с восьмью электродами управления оценивается угловой скоростью дрейфа
ВТГ с шестнадцатью электродами управления.

Пример. Вычислим угловую скорость дрейфа ВТГ с цилиндрическим кварцевым резонато-
ром, которая вызвана опорным напряжением при использовании 𝑛 = 8 и 𝑛 = 16 электростатиче-
ских датчиков управления.

Резонатор имеет размеры 𝑅 = 20 мм, 𝐻 = 𝑅, ℎ = 1 мм, сделан из кварцевого стекла
плотностью ρ = 2210 кг/м3, модуль Юнга 𝐸 = 73.6 ГПа. При данных параметрах характерная
частота собственных колебаний ω = 20890 с−1 [14]. При опорном напряжении 𝑢0 = 100 В
и ёмкости 𝐶0 = 1.05 · 10−12 Ф имеем [14] η = 9 · 10−6, а также 𝜀 = 10−8.

Считаем, что квадратурная волна полностью скомпенсирована, 𝑘 = 0, а амплитуду норма-
лизованной основной волны примем 𝑟 = 0.1. Тогда по формуле (42) для ВТГ с 𝑛 = 8 электроста-
тическими датчиками управления получаем оценку некомпенсируемой угловой скорости дрейфа
3 ·10−12 с−1, что равняется 1.2 ·10−6 ∘/час. Столь малая оценка угловой скорости дрейфа не имеет
значения даже в гироскопах высокой точности, поэтому ВТГ с восьмью электростатическими
датчиками управления практически не уступает в точности ВТГ с шестнадцатью датчиками
управления (справедливо только для электростатических датчиков управления с экстремально
малым параметром 𝜀).

В остальном угловая скорость дрейфа компенсируется при стремлении 𝑘 к нулю [9].
Покажем, что данная компенсация необходима: пусть относительные амплитуды нормализованной
основной и квадратурной волн колебаний 𝑟 = 0.1 и 𝑘 = 0.001 (соответственно 10 мкм и
0.1 мкм), тогда абсолютная величина угловой скорости дрейфа, вычисляемая по формуле (40),
равна 1.45 ∘/час. При использовании в ВТГ восьми датчиков управления, согласно (41), угловая
скорость дрейфа имеет переменный характер и оценивается рассчитанным значением 1.45 ∘/час.
Полученное значение является существенным для гироскопов, применяемых в навигационных
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системах, что говорит о проявлении нелинейных свойств датчиков управления и необходимости
компенсации угловой скорости дрейфа у волновых твердотельных гироскопов.

2.2. Сдвиг резонансного пика амплитудно-частотной характеристики. Для исследова-
ния амплитудно-частотных характеристик нелинейных колебаний мы рассмотрим следующий
режим подачи управляющего напряжения: 𝑢1 = 𝑢3 = 𝑢4 = 0, 𝑢2 = 𝑢. Поскольку значение
параметра 𝜀 крайне мало, в данном подразделе мы не будем его учитывать и определим наиболее
существенное отличие амплитудно-частотных характеристик колебаний резонатора при использо-
вании 𝑛 = 8 и 𝑛 = 16 датчиков управления. Поскольку при 𝑛 = 16 датчиках управления данное
исследование проводилось в [14], здесь будем рассматривать случай 𝑛 = 8 датчиков управления.

Сначала рассмотрим (14) только с кубической нелинейностью, без учёта нелинейности
при управлении:

d2𝑓

dτ2
+ 𝑓 = −γ̃d𝑓

dτ
+ 𝑣

d𝑔

dτ
+ 2η𝑓3 + η𝑢 cos µ𝑡,

d2𝑔

dτ2
+ 𝑔 = −γ̃d𝑔

dτ
− 𝑣

d𝑓

dτ
+ 2η𝑔3.

(43)

Вынужденные колебания резонатора исследуем в медленных переменных 𝐴(τ), 𝐵(τ), 3(τ),
ψ(τ), которые являются амплитудами и фазами колебаний:

𝑓 = 𝐴 sin(µτ+ 3), 𝑔 = 𝐵 sin(µτ+ ψ),

поэтому будем использовать замену переменных

𝑞1 = 𝐴 sin3, 𝑝1 = 𝐴 cos3, 𝑞2 = 𝐵 sinψ, 𝑝2 = 𝐵 cosψ (44)

в осреднённой системе с медленными переменными 𝑞1(τ), 𝑝1(τ), 𝑞2(τ), 𝑝2(τ). Соответствую-
щая система осреднённых уравнений следует из (20) и с помощью замены переменных (44)
преобразуется в

d𝐴

dτ
=

1

2
[−γ̃𝐴+ 𝑣𝐵 cos(3− ψ) + η𝑢 cos3] ,

d3
dτ

= − 1

2𝐴

[︂
2𝐴λ* +

3

2
η𝐴3 + 𝑣𝐵 sin(3− ψ) + η𝑢 sin3

]︂
,

d𝐵

dτ
= −1

2
[γ̃𝐵 + 𝑣𝐴 cos(3− ψ)],

dψ
dτ

= − 1

2𝐵

[︂
2𝐵λ* +

3

2
η𝐵3 + 𝑣𝐴 sin(3− ψ)

]︂
,

(45)

где частотная настройка λ* = λ/ω.
Одним из стационарных режимов колебаний является режим [23] с нулевой амплитудой

𝐵 = 0. Тогда из (45) следуют уравнения для определения амплитуды 𝐴 и фазы колебаний 3:

−γ̃𝐴+ η𝑢 cos3 = 0,

𝐴
(︀
2λ* + 3

2η𝐴
2
)︀
+ η𝑢 sin3 = 0.

(46)

Избавляясь от тригонометрических функций в уравнениях (46), получим выражение

𝐴2γ̃2 +
(︂
2λ*𝐴+

3

2
η𝐴3

)︂2

= η2𝑢2. (47)
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Применяя к (47) формулу дифференцирования неявной функции, записываем условие
экстремума 𝐴(λ*):

4𝐴

(︂
2λ*𝐴+

3

2
η𝐴3

)︂
2𝐴γ̃2 +

(︂
2λ*𝐴+

3

2
η𝐴3

)︂(︂
2λ* +

9

2
η𝐴2

)︂ = 0,

из которого следует, что 𝐴(λ*) имеет экстремум в точке

λ* = −3

4
η𝐴2. (48)

Подставляя (48) в выражение (47), определяем максимальное значение амплитуды

𝐴max =
η𝑢
γ̃
, (49)

учитывая которое в (48), получаем значение частотной настройки:

λ*max = −3η
4

(︁η𝑢
γ̃

)︁2
. (50)

Таким образом, при описании колебаний резонатора нелинейной математической моделью,
учитывающей только кубическую нелинейность, максимальная амплитуда колебаний задаётся
формулой (49) и наблюдается сдвиг резонансного пика колебаний влево, согласно формуле (50),
что соответствует описанию колебаний с мягкой характеристикой.

Если сравнивать полученные результаты с аналогичным исследованием для случая 𝑛 = 16

датчиков управления [14], то максимальная амплитуда в обоих случаях равна величине (49),
а сдвиг резонансного пика для ВТГ с шестнадцатью электродами управления [14] имеет большее
в полтора раза значение

λ*max = −9η
8

(︁η𝑢
γ̃

)︁2
, (51)

чем для ВТГ с восьмью электродами управления (50) .
Рассмотрим теперь нелинейную математическую модель, учитывающую не только кубиче-

скую нелинейность, но и квадратичную нелинейность при управлении в случае 𝑛 = 8 датчиков
управления. Аналогично описанному выше из (20) с заменой переменных (44) получаем

d𝐴

dτ
=

1

2

[︂
−γ̃𝐴+ 𝑣𝐵 cos(3− ψ) + η𝑢

(︂
1 +

3

4
𝐴2

)︂
cos3

]︂
,

d3
dτ

= − 1

2𝐴

[︂
2𝐴λ* +

3

2
η𝐴3 + 𝑣𝐵 sin(3− ψ) + η𝑢

(︂
1 +

9

4
𝐴2

)︂
sin3

]︂
,

d𝐵

dτ
= −1

2
[γ̃𝐵 + 𝑣𝐴 cos(3− ψ)],

dψ
dτ

= − 1

2𝐵

[︂
2𝐵λ* +

3

2
η𝐵3 + 𝑣𝐴 sin(3− ψ)

]︂
.

(52)

Рассматриваем стационарный режим колебаний с 𝐵 = 0 и получаем выражение для
резонансной кривой:(︂

𝐴γ̃

(︂
1 +

9

4
𝐴2

)︂)︂2

+

(︂
𝐴

(︂
2λ*𝐴+

3

2
η𝐴3

)︂(︂
1 +

3

4
𝐴2

)︂)︂2

=

=

(︂
η𝑢

(︂
1 +

9

4
𝐴2

)︂(︂
1 +

3

4
𝐴2

)︂)︂2

. (53)
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Таким образом, полученное аналитическое выражение (53) описывает амплитудно-частотные ха-
рактеристики колебаний с учетом как кубической нелинейности, так и квадратичной нелинейности
при управлении.

Применяя к (53) формулу дифференцирования неявной функции, получаем условие экстре-

мума 𝐴(λ*), из которого следует, что 𝐴(λ*) имеет экстремум в точке λ* = −3

4
η𝐴2. Подставляя

полученное значение λ* в (53), определяем максимальное значение амплитуды:

𝐴max =
2γ̃
3η𝑢

(︃
1−

√︂
1− 3

(︁η𝑢
γ̃

)︁2)︃
. (54)

Если в (54) использовать разложение в ряд Тейлора, принимая ограничение
η𝑢
γ̃

< 1, вызванное

функционированием без пробоев электростатических датчиков (что справедливо согласно формуле
(49)), то придём к уточнению значения максимальной амплитуды (49) за счёт учёта нелинейности
при управлении:

𝐴max =
2γ̃
3η𝑢

(︂
1−

(︂
1− 3

2

(︁η𝑢
γ̃

)︁2
− 9

8

(︁η𝑢
γ̃

)︁4
− 27

16

(︁η𝑢
γ̃

)︁6
− . . .

)︂)︂
=

=
η𝑢
γ̃

+
3

4

(︁η𝑢
γ̃

)︁3
+

9

16

(︁η𝑢
γ̃

)︁5
+ . . . . (55)

Учитывая уточнённое значение максимальной амплитуды, рассчитываем уточнённое значе-
ние частотной настройки:

λ*max = η− 2γ̃2

3𝑢2η

(︃
1−

√︂
1− 3

(︁η𝑢
γ̃

)︁2)︃
. (56)

Чтобы увидеть уточнение резонансной частоты, вызванное учётом квадратичной нелинейности
при управлении, и сравнить с (50), разложим (56) в ряд

λ*max = η− 2γ̃2

3𝑢2η

(︂
3

2

(︁η𝑢
γ̃

)︁2
+

9

8

(︁η𝑢
γ̃

)︁4
+

27

16

(︁η𝑢
γ̃

)︁6
+ . . .

)︂
=

= −3

4
η
(︁η𝑢
γ̃

)︁2
− 9

8
η
(︁η𝑢
γ̃

)︁4
− . . . . (57)

Из формул (49), (55) следует увеличение амплитуды колебаний в результате учёта квадратич-
ной нелинейности при управлении, которое приводит, согласно формулам (50), (57), к большему
сдвигу резонансного пика мягкой амплитудно-частотной характеристики.

Для ВТГ с шестнадцатью электродами управления в [14] было получено выражение для
резонансной кривой(︂

𝐴γ̃

(︂
1 +

9

4
𝐴2

)︂)︂2

+

(︂
𝐴

(︂
2λ*𝐴+

9

4
η𝐴3

)︂(︂
1 +

3

4
𝐴2

)︂)︂2

=

=

(︂
η𝑢
(︂
1 +

9

4
𝐴2

)︂(︂
1 +

3

4
𝐴2

)︂)︂2

(58)

и выведены соответствующие формулы:

𝐴max =
2γ̃
3η𝑢

(︃
1−

√︂
1− 3

(︁η𝑢
γ̃

)︁2)︃
, λ*max =

3η
2

− γ̃2

𝑢2η

(︃
1−

√︂
1− 3

(︁η𝑢
γ̃

)︁2)︃
. (59)
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Рис. 1. Амплитудно-частотные характеристики: 1 — для
гироскопа с восьмью датчиками управления, 2 — для гиро-
скопа с шестнадцатью датчиками управления

Fig. 1. Amplitude-frequency response: 1— for gyroscope with
eight control sensors, 2— for gyroscope with sixteen control
sensors

Из (54), (56), (59) следует, что максимальная
амплитуда 𝐴max одинакова как в случае ис-
пользования восьми, так и шестнадцати элек-
тродов управления, а сдвиг резонансного пика
для ВТГ с шестнадцатью электродами управ-
ления в полтора раза больше, чем для ВТГ
с восьмью электродами управления.

Пример. Построим амплитудно-частотные
характеристики колебаний цилиндрического
резонатора ВТГ с восьмью и шестнадцатью
электростатическими датчиками управления.
Как и в предыдущем числовом примере, бе-
рём данные ω = 20890 с−1, η = 9 · 10−6,
𝑢 = 0.1, принимаем добротность 𝑄 = 5 · 105.
Расчёты проводим по формулам (53) и (58).
На рис. 1 построены расчитанные по (53) и
(58) амплитудно-частотные характеристики, по
вертикальной оси откладывается нормализо-
ванная амплитуда колебаний 𝐴, по горизон-
тальной оси — частотная настройка λ.

По формулам (54) и (56) получаем значения 𝐴max = 0.544 и λmax = −0.0415 с−1 для
ВТГ с восьмью электродами управления, и, соответственно, по формулам (59) 𝐴max = 0.544
и λmax = −0.0623 с−1 для ВТГ с шестнадцатью электродами управления.

2.3. Обсуждение результатов. В соответствии с утверждением о необходимости учёта
специфики конкретной колебательной системы при исследовании нелинейности колебаний [9], по-
казано, что нелинейность колебаний резонатора ВТГ, вызванная электростатическими датчиками
управления, зависит от числа датчиков управления.

Ранее, в [14], исследовалась динамика резонатора ВТГ только с шестнадцатью датчиками
управления, и в результате получалась кубическая нелинейность специального вида

(︀
𝑓2 + 𝑔2

)︀
𝑓

и
(︀
𝑓2 + 𝑔2

)︀
𝑔 в уравнениях (26), характерного для гироскопов класса обобщенного маятника Фуко

[9] и выведенная также в [23] для ВТГ при предположении о том, что для материала резонатора
справедлив нелинейный закон упругости. Данный вид нелинейности приводил к постоянной
угловой скорости дрейфа (40). В [14] данный вид нелинейности, вызванный электростатическими
датчиками управления, был назван нелинейным уточнением известного эффекта «отрицательной
электростатической жёсткости», что легко может быть замечено по уравнениям (26): в первом
уравнении можно сгруппировать слагаемые

(︀
1− 2η− 3η

(︀
𝑓2 + 𝑔2

)︀)︀
𝑓 , а во втором — слагаемые(︀

1− 2η− 3η
(︀
𝑓2 + 𝑔2

)︀)︀
𝑔.

В настоящей статье показано, что использование восьми датчиков управления приводит
к совершенно иному виду кубической нелинейности 𝑓3 и 𝑔3 в уравнениях (14). Полученная
кубическая нелинейность не может быть отнесена к эффекту «отрицательной электростатической
жёсткости» и приводит к переменной угловой скорости дрейфа, которую можно только оце-
нить (41). Данное обстоятельство значительно усложняет расчёты угловой скорости и исключает
возможность аналитической компенсации угловой скорости дрейфа, но, с другой стороны, не вли-
яет на силовую компенсацию угловой скорости дрейфа, основанную на подавлении квадратурной
волны колебаний [9].

Также в данной работе рассмотрен учёт слагаемых, содержащих малый параметр 𝜀, харак-
теризующий электрическую цепь управления колебаниями. Показано, что для ВТГ с восьмью
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электростатическими датчиками управления возникает неустранимая угловая скорость дрейфа
(42), которая пренебрежимо мала даже для гироскопов высокой точности. При этом в работе [15]
было показано полное отсутствие неустранимой угловой скорости дрейфа для ВТГ с шестнадца-
тью датчиками управления.

В работе [24] показано, что электрическая балансировка резонатора ВТГ с использовани-
ем восьми электродов управления, в отличие от ВТГ с шестнадцатью датчиками управления,
не позволяет полностью скомпенсировать разночастотность.

С другой стороны, в настоящем исследовании показано, что нелинейные эффекты динамики
резонатора в схеме ВТГ с восьмью датчиками управления проявляются слабее, чем в случае ВТГ
с шестнадцатью датчиками управления: переменная угловая скорость дрейфа меньше, чем посто-
янная, возникающая при использовании шестнадцати датчиков управления, а сдвиг резонансного
пика амплитудно-частотной характеристики колебаний — в полтора раза меньше. Важно учиты-
вать и практический интерес использования восьми датчиков управления: уменьшение числа
датчиков управления в два раза приводит к упрощению конструкции прибора и удешевлению его
изготовления.

Таким образом, можно сделать вывод, что ВТГ с восьмью электростатическими датчиками
управления имеет преимущество в простоте изготовления и меньшем проявлении нелинейных
эффектов динамики резонатора перед ВТГ с шестнадцатью датчиками управления. Однако при
разработке ВТГ (в первую очередь высокой точности) необходимо учитывать риски использования
схемы ВТГ с восьмью датчиками управления: в данной схеме ВТГ неэффективна электрическая
балансировка, представляет значительную сложность расчёт угловой скорости дрейфа из-за
её переменного значения и имеется неустранимая угловая скорость дрейфа, которая зависит
от малости параметра, характеризующего электрическую цепь управления колебаниями.

Заключение

Построены нелинейные математические модели динамики цилиндрического резонатора
волнового твердотельного гироскопа, которые учитывают нелинейности, вызванные возбуждени-
ем колебаний электростатическими датчиками управления при восьми и шестнадцати датчиках
управления. Для данных случаев показано отличие нелинейностей в дифференциальных уравне-
ниях, а также различие в нелинейных эффектах динамики резонатора ВТГ: в угловой скорости
дрейфа и в смещении резонансного пика амплитудно-частотной характеристики. Нелинейные эф-
фекты проявляются сильнее в случае ВТГ с шестнадцатью датчиками управления, больше угловая
скорость дрейфа и смещение резонансного пика амплитудно-частотной характеристики, чем для
ВТГ с восьмью датчиками управления. Однако в случае ВТГ с восьмью датчиками управления
угловая скорость дрейфа имеет переменное значение, а также содержит малую некомпенсируе-
мую составляющую. Обнаруженные эффекты для схемы ВТГ с восьмью электростатическими
датчиками управления представляют теоретическое значение, но не влияют на практическое
использование таких ВТГ в связи с одинаковой процедурой силовой компенсации как постоянной,
так и переменной угловой скорости дрейфа и высоким порядком малости некомпенсируемой
угловой скорости дрейфа.
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Аннотация. Цель. Тонкие многослойные оболочки широко применяются в авиастроении, судостроении и машино-
строении. В последнее время возрос интерес к динамическому расчету оболочечных конструкций под воздействием
различных нагрузок. В данной работе изучается действие движущегося нормального внутреннего давления на вяз-
коупругую цилиндрическую оболочку. Методы. Вязкоупругая среда, заполняющая сферическую оболочку, имеет
значительно меньший мгновенный модуль упругости, чем оболочка. Решение представлено для свободных колебаний
вязкоупругой системы «оболочка — заполнитель». Построено аналитическое частотное уравнение в виде трансцен-
дентного уравнения, которое решается численно — методом Мюллера. Результаты. Обнаружено, что при некоторых
значениях вязкоупругих и плотностных параметров возникают низкочастотные собственные колебания. Эти колебания
представляют собой апериодическое движение, так как мнимая часть собственной частоты велика. Для вязкоупругих
механических систем выявлена зависимость коэффициентов демпфирования от физико-механических параметров.
Заключение. Построена теория и методы расчета комплексных собственных частот колебаний упругой сферической
неоднородности в упругой среде. Проведена классификация таких колебаний на радиальные, крутильные и сферо-
идальные. Задача сводится к нахождению тех частот, при которых система уравнений движения имеет ненулевые
решения в классе бесконечно дифференцируемых функций.

Ключевые слова: сферическая оболочка, заполнитель, колебания, частотное уравнение, коэффициент демпфирования.
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Abstract. Purpose. Thin multilayered shells are widely used in aviation, shipbuilding, and mechanical engineering. Recently,
interest in the dynamic analysis of shell structures under various load effects has increased. This study examines the effect of
moving normal internal pressure on a viscoelastic cylindrical shell. Methods. The viscoelastic medium filling the spherical
shell has a significantly lower instantaneous modulus of elasticity than the shell itself. The solution is presented for the
free vibrations of the viscoelastic system “shell–filler”. An analytical frequency equation in the form of a transcendental
equation is derived and solved numerically using the Müller method. Results. It has been found that, at certain values of
viscoelastic and density parameters, low-frequency natural vibrations occur. These vibrations represent an aperiodic motion
since the imaginary part of the natural frequency is large. For viscoelastic mechanical systems, the dependence of damping
coefficients on physical and mechanical parameters has been identified. Conclusion. A theory and methods for calculating the
complex natural frequencies of vibrations of an elastic spherical inhomogeneity in an elastic medium have been developed.
A classification of such vibrations into radial, torsional, and spheroidal modes has been carried out. The problem is reduced to
finding those frequencies at which the system of motion equations has nonzero solutions in the class of infinitely differentiable
functions.
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Введение

Тонкие слоистые оболочки широко применяются в авиастроении, судостроении, машино-
строении и других областях. Поэтому в последнее время значительно возрос интерес к динамиче-
скому расчету оболочечных конструкций при воздействии различных нагрузок [1,2]. Сферические
оболочки с заполнителем применяются в промышленности для хранения различных нефтегазовых
веществ [3, 4]. Также Земля может быть рассмотрена как сферическая оболочка с многослойным
заполнителем [5].

В работах [6, 7] асимптотическими методами исследуются частоты и формы собственных
колебаний сферической и цилиндрической оболочек, взаимодействующих с упругими и жидкими
средами. В этих работах получены приближенные простые формулы для вычисления частоты.
На основе этих формул получены формы собственных колебаний. В работе [8] рассматриваются
собственные колебания тонкостенной сферической оболочки с сжимаемой жидкостью. В этой
работе также исследовано влияние физических и геометрических параметров на зависимость соб-
ственных частот оболочки, проведен качественный анализ частоты в зависимости от параметров.

В работах [9,10] исследованы резонансные частоты осесимметричных колебаний полого
шара с заполнителем. Для описания уравнений колебаний шара и заполнителя использованы
трёхмерные уравнения теории упругости. Задача решается в осесимметричном случае с использо-
ванием асимптотических выражений специальных функций Бесселя и Неймана.

В данной работе исследуется задача о собственных колебаниях слоистой сферической
оболочки, содержащей вязкоупругую среду. Для сферических тел с заполнителем исследователи
получили собственные частоты и соответствующие собственные формы численными методами.
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Здесь строится точное аналитическое решение задачи. Получено трансцендентное частотное урав-
нение, представляющее зависимость комплексной частоты оболочки с заполнителем от различных
геометрических и физико-механических параметров.

1. Методика

1.1. Постановка задачи и методики решения. Системы интегро-дифференциальных
уравнений, описывающие собственные колебания сферической оболочки, контактирующей
со средой. Система уравнений сферической оболочки представляется в виде

𝜕∆0
𝜕ψ

− 𝑏2
𝜕

𝜕ψ
(∇2 + 2)𝑤 − (1− ν)

(︂
1

sinψ
𝜕∆1
𝜕φ

− 𝑢+
𝜕𝑤

𝜕ψ

)︂
−

−
𝑡∫︁

0

𝑅𝐸(𝑡− τ)𝑉 (ψ,φ, τ)𝑑τ = −1− ν2

ℎ
𝑅2𝑋1

𝐸0
,

1

sinφ

[︂
𝜕∆0
𝜕φ

− 𝑏2
𝜕

𝜕ψ
(∇2 + 2)𝑤

]︂
+ (1− ν)

[︂
𝜕∆1
𝜕ψ

+ 2− 1

sinψ
𝜕𝑤

𝜕φ

]︂
𝜕2
𝜕φ

−

−
𝑡∫︁

0

𝑅𝐸(𝑡− τ)𝑊̄ (ψ,φ, τ)𝑑τ = −1− ν2

ℎ
𝑅2 𝑌

𝐸0
,

𝑏2
[︀
∇2 + 1− ν

]︀
[∆0 − (∇2 + 2)𝑤]− (1 + ν)∆0 −

−
𝑡∫︁

0

𝑅𝐸(𝑡− τ)𝑈̄(ψ,φ, τ)𝑑τ = −1− ν2

ℎ
𝑅2 𝑍

𝐸0
, (1)

где

∆0 =
1

sinψ

[︂
𝜕

𝜕ψ
(𝑢 sinψ) +

𝜕2
𝜕φ

]︂
+ 2𝑤,∆1 =

1

2 sinψ

[︂
𝜕

𝜕ψ
(2 sinψ)− 𝜕𝑢

𝜕φ

]︂
,

∇2 =
1

sinψ

[︂
𝜕

𝜕ψ
(sinψ

𝜕

𝜕ψ
) +

1

sinψ
𝜕2

𝜕φ2

]︂
.

𝑉 (ψ,φ, τ) =
𝜕∆0
𝜕ψ

− 𝑏2
𝜕

𝜕ψ
(∇2 + 2)𝑤 − (1− ν)

(︂
1

sinψ
𝜕∆1
𝜕φ

− 𝑢+
𝜕𝑤

𝜕ψ

)︂
,

𝑊̄ (ψ,φ, τ) =
1

sinφ

[︂
𝜕∆0
𝜕φ

− 𝑏2
𝜕

𝜕ψ
(∇2 + 2)𝑤

]︂
+ (1− ν)

[︂
𝜕∆1
𝜕ψ

+ 2− 1

sinψ
𝜕𝑤

𝜕φ

]︂
𝜕2
𝜕φ

,

𝑈̄(ψ,φ, τ) = 𝑏2
[︀
∇2 + 1− ν

]︀
[∆0 − (∇2 + 2)𝑤]− (1 + ν)∆0.

Здесь 𝑋 , 𝑌 , 𝑍 — проекции сил инерции и поверхностного усилия на направления 𝑟,φ,ψ сфери-
ческой системы координат, 𝐸0 и ν — мгновенный модуль упругости и коэффициент Пуассона,
𝑏2 = ℎ2

12𝑅2 , 𝑅𝐸(𝑡− τ) — ядро релаксации.
Уравнение движения вязкоупругого заполнителя имеет вид [4, 11–13]:

(λ0𝑐 + 2µ0𝑐) grad div 𝑢⃗𝑐 − µ0𝑐 rot rot 𝑢⃗𝑐 −
𝑡∫︁

0

𝑅𝐸𝑐(𝑡− τ)∆⃗𝑐(𝑟, θ, β, τ)𝑑τ = ρ𝑐
𝜕2𝑢⃗𝑐
𝜕𝑡2

, (2)
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где ρ𝑐 — плотность заполнителя, 𝑅𝐸𝑐(𝑡−τ) — ядро релаксации заполнителя, λ0𝑐, µ0𝑐 — мгновенные
модули упругости, 𝑢⃗𝑐(𝑢𝑟, 𝑢φ, 𝑢ψ) — вектор перемещений заполнителя, ∆⃗𝑐(𝑟,φ,ψ, τ) = (λ0 +
+ 2µ0) grad div 𝑢⃗𝑐 − µ0𝑐 rot rot 𝑢⃗𝑐. В сферической системе координат β, θ, 𝑟 уравнения (2) имеют
вид:

(λ𝑐 + 2µ𝑐)𝑟 sinψ
𝜕θ1
𝜕𝑟

− 2µ𝑐
(︁𝜕ωφ
𝜕φ

− 𝜕

𝜕φ
(ωφ sinψ)

)︁
−

−𝐸𝑐0

𝑡∫︁
0

𝑅𝐸𝑐(𝑡− τ)∆𝑟(𝑟⃗, τ)𝑑τ−ρ𝑐𝑟 sinψ
𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑡2

= 0,

(λ𝑐 + 2µ𝑐)𝑟 sinψ
𝜕θ1
𝜕φ

− 2µ𝑐
(︁𝜕ω𝑟
𝜕ψ

− 𝜕

𝜕𝑟
(𝑟ωφ)

)︁
−

−𝐸𝑐0

𝑡∫︁
0

𝑅𝐸𝑐(𝑡− τ)∆φ(𝑟⃗, τ)𝑑τ−ρ𝑐𝑟 sinψ
𝜕2𝑢φ
𝜕𝑡2

= 0,

(λ𝑐 + 2µ𝑐)𝑟 sinψ
𝜕θ1
𝜕ψ

− 2µ𝑐
(︁ 𝜕

𝜕𝑟
(𝑟ωφ sinψ)−

𝜕ω𝑟
𝜕φ

−

−𝐸𝑐0

𝑡∫︁
0

𝑅𝐸𝑐(𝑡− τ)∆ψ(𝑟⃗, τ)𝑑τ−ρ𝑐𝑟 sinψ
𝜕2𝑢ψ
𝜕𝑡2

= 0, (3)

где

θ1 =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2𝑢𝑟) +

1

𝑟 sinψ

(︁ 𝜕

𝜕𝑟
(𝑢ψ sinψ) +

𝜕𝑢φ
𝜕φ

)︁
,

ωφ =
1

2𝑟

(︁𝜕𝑢𝑟
𝜕ψ

− 𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑢ψ)

)︁
,

ω𝑟 =
1

2𝑟 sinψ

(︁𝜕𝑢ψ
𝜕ψ

− 𝜕(𝑢φ sinψ)
𝜕φ

)︁
,

ωψ =
1

2𝑟 sinψ

(︁ 𝜕

𝜕𝑟
(𝑢φ sinψ) +

𝜕𝑢φ
𝜕φ

)︁
.

Уравнения движения оболочки (1) и заполнителя (3) дополняются контактными и граничными
условиями. На стыке (𝑟 = 𝑅) заполнителя и оболочки ставятся условия равенства компонент
перемещений:

𝑢𝑟 = 𝑤, 𝑢φ = 2, 𝑢ψ = 𝑢 (4)

и равенства давлений

𝑋 = −σ1 − ρℎ
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
, 𝑌 = −σ2 − ρℎ

𝜕22
𝜕𝑡2

, 𝑍 = −σ3 − ρℎ
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
, (5)

где 𝑋 , 𝑌 , 𝑍 — давления со стороны оболочки на заполнитель.
Для решения интегро-дифференциальных уравнений применяется метод замораживания

[14, 15]. Тогда из уравнений (1) и (3) получается система дифференциальных уравнений
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с комплексными коэффициентами. Решение уравнений колебания вязкоупругой среды (диф-
ференциальные уравнения в частных производных с комплексными коэффициентами) получается

𝑢𝑟 =
1

µ𝑒

𝜕3
𝜕𝑟

+
1

µ𝑙

(︁
µ2𝑙 𝑟χ+

𝜕2(𝑟χ)
𝜕𝑟2

)︁
,

𝑢ψ =
1

µ𝑒𝑟
𝜕3
𝜕ψ

+
1

sinψ
𝜕ψ̄
𝜕φ

+
1

µ𝑙𝑟
𝜕2(𝑟χ)
𝜕𝑟𝜕ψ

,

𝑢φ =
1

µ𝑒𝑟 sinψ
𝜕3
𝜕ψ

− 𝜕ψ̄
𝜕φ

+
1

µ𝑙𝑟 sinψ
𝜕2(𝑟χ)
𝜕𝑟𝜕ψ

, (6)

где 3, ψ̄, χ — решения скалярных волновых уравнений [13].

∇23− 1
2
𝑝Γ𝑒𝑝

𝜕23
𝜕𝑡2

= 0, ∇2ψ̄− 1
2
𝑠Γ𝑒𝑠

𝜕2ψ̄
𝜕𝑡2

= 0, ∇2χ− 1
2
𝑠Γ𝑒𝑠

𝜕2χ
𝜕𝑡2

= 0, (7)

∇2 — оператор Лапласа в сферической системе координат,

Γ𝑒𝑝 = 1− Γ𝑐𝑒𝑝(ω𝑅)− 𝑖Γ𝑐𝑒𝑝(ω𝑅), Γ𝑒𝑠 = 1− Γ𝑐𝑒𝑠(ω𝑅)− 𝑖Γ𝑐𝑒𝑠(ω𝑅),

Γ𝑐𝑒𝑝 (ω𝑅) =
∞∫︀
0

𝑅𝐸 (τ) cosω𝑅τ 𝑑τ, Γ𝑠𝑒𝑝 (ω𝑅) =
∞∫︀
0

𝑅𝐸 (τ) sinω𝑅τ 𝑑τ — соответственно косинус

и синус-образы Фурье ядра релаксации материала. Решение скалярного волнового уравнения (7)
относительно потенциала φ ищется в виде

3 = Γ(𝑟)ϒ(ψ,φ)𝑒𝑖ω𝑡. (8)

Подставляя (8) в первое волновое уравнение (7), получим следующие дифференциальные уравне-
ния в частных производных:

𝑑2Γ
𝑑𝑟2

+
2

𝑟

𝑑Γ
𝑑𝑟

+ (µ̄2𝑒 −
λ𝑙
𝑟2

)Γ = 0,

1

sinψ
𝜕

𝜕ψ

(︁
sinψ

𝜕𝑌

𝜕ψ

)︁
+

1

sin2ψ

𝜕2𝑌

𝜕φ2
+ λ𝑙𝑌 = 0, (9)

где µ𝑒 = ω/𝑐𝑝, µ𝑙 = ω/𝑐𝑠, λ𝑙 — константа разделения.
Второе дифференциальное уравнение (9) представляет уравнение Лежандра, его решение

существует лишь при условии λ𝑙 = 𝑛(𝑛 + 1), (𝑛 = 1, 2...., ). Частные решения образуются из
функций типа присоединенных сферических функций 1-го рода:

ϒ𝑐
𝑘𝑛 = 𝑃 𝑘

𝑛 (cosψ) cos(𝑘φ), ϒ𝑠
𝑘𝑛 = 𝑃 𝑘

𝑛 (cosψ) sin(𝑘φ),

где 𝑘 — половина числа узловых меридианов или число узловых межрадиальных плоскостей.
Первое уравнение (9) представляет уравнение Бесселя комплексного аргумента, решение

которого имеет следующей вид [3, 4, 16–18]:

Γ(𝑟) = 𝐴𝑛𝑗𝑛(µ𝑒𝑟) +𝐵𝑛ℎ𝑛(µ𝑒𝑟), (10)

где 𝑗𝑛(µ𝑒𝑟)и ℎ𝑛(µ𝑒𝑟) — сферические функции Бесселя и Неймана.
Из условия конечности силовых и кинематических параметров при 𝑟 = 0 функция Неймана

превращается в нуль. Тогда решение (10) принимает вид Γ(𝑟) = 𝐴𝑛𝑗𝑛(µ𝑒𝑟). Сферические функции
Бесселя связаны с цилиндрическими функциями формулой

𝑗𝑛(𝑧) =

√︂
π
2𝑧

𝐽𝑛+1/2(𝑧). (11)
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На основе выше приведённого решения остальные уравнения (7) принимают следующий вид:

3 = [𝐴𝑛𝑗𝑛(µ𝑒𝑟)] ϒ𝑐(ψ,φ)𝑒𝑖ω𝑡, ψ̄ = [𝐵𝑛𝑗𝑛(µ𝑙𝑟)] ϒ
𝑐(ψ,φ)𝑒𝑖ω𝑡, χ = [𝐶𝑛𝑗𝑛(µ𝑙𝑟)] ϒ

𝑐(ψ,φ)𝑒𝑖ω𝑡. (12)

Учитывая (4) и (12), получим выражения для компонент вектора перемещений:

𝑢𝑟 = 𝑎0𝑌
𝑐, 𝑢ψ = 𝑎1

𝜕

𝜕ψ
𝑌 𝑐 − 𝑎2

𝑘

sinψ
𝑌 𝑠, 𝑢φ = 𝑎2

𝜕

𝜕ψ
𝑌 𝑐 − 𝑎1

𝑘

sinψ
𝑌 𝑠. (13)

Здесь приняты обозначения

𝑎0 =
1

µ̄𝑒

[︂
𝐴𝑛

𝜕

𝜕𝑟
𝑗𝑛(µ𝑒𝑟)

]︂
+

𝑁

µ̄𝑙𝑟
[𝐶𝑛𝑗𝑛(µ𝑙𝑟)] ,

𝑎1 =
1

µ̄𝑒𝑟
[𝐴𝑛𝑗𝑛(µ𝑒𝑟)] +

1

µ̄𝑙𝑟

[︂
𝐶𝑛

𝜕

𝜕𝑟
[𝑟𝑗𝑛(µ𝑙𝑟)]

]︂
,

𝑎2 = [𝐵𝑛𝑗𝑛(µ𝑙𝑟)] , 𝑌 𝑠 = sin 𝑘φ𝑃 𝑘
𝑛 (cosψ), 𝑁 = 𝑛(𝑛+ 1). (14)

Для нахождения собственной частоты рассмотренной системы «оболочка — заполнитель» соста-
вим частотное уравнение. Для удовлетворения граничных условий (5) нам потребуются выражения
на сферической поверхности. Согласно закону Гука,

σ𝑟𝑟 = 𝑏0ϒ
𝑐(𝑧), σ𝑟ψ = 𝑏1

𝜕

𝜕ψ
ϒ𝑐(𝑧)− 𝑏2

𝑘

sinψ
ϒ𝑠(𝑧),

σ𝑟φ = −𝑏2
𝜕

𝜕ψ
ϒ𝑐(𝑧)− 𝑏1

𝑘

sinψ
ϒ𝑠(𝑧), (15)

где

𝑏0 = λ0𝑐

[︂
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2𝑎0)−𝑁

𝑎1
𝑟

]︂
+ 2µ0𝑐

𝜕𝑎0
𝜕𝑟

,

𝑏1 = µ0𝑐

[︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(
𝑎1
𝑟
) +

𝑎0
𝑟

]︂
,

𝑏2 = µ0𝑐𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(
𝑎1
𝑟
).

Таким образом, подставляем найденные перемещения и напряжения в граничные условия (4)
и (5), тогда получим следующую систему однородных алгебраических уравнений:

(𝑁 − 1 + ν−𝐾(ω𝑅)ω
2)𝑎1(𝑅)−

[︀
𝑏2(𝑁 − 2) + ν+ 1

]︀
𝑎0(𝑅) +

𝐾(ω𝑅)
ρℎ

𝑏1(𝑅) = 0,[︂
1

2
(𝑁 − 2)(1− ν)−𝐾(ω𝑅)

]︂
+

𝐾(ω𝑅)
ρℎ

𝑏2(𝑅) = 0,

𝑁 [𝑏2(𝑁 − 1 + ν) + 1 + ν]𝑎1(𝑅)− [𝑏2(𝑁 − 1 + ν)𝑁 + 2(1 + ν)−𝐾(ω𝑅)ω
2]−

−𝐾(ω𝑅)
ρℎ

𝑏0(𝑅) = 0,

𝑏1(𝑅0) = 0,

𝑏2(𝑅0) = 0,

𝑏0(𝑅0) + ρ0𝑅0ω2∆𝑛(𝑅0) 𝑎0(𝑅0) = 0, (16)

где 𝐾(ω𝑅) = (1− ν)ρ𝑅/𝐸̄, ∆𝑛(𝑅0) = [𝑛− µ̄𝑐𝑅0𝑗𝑛+1(µ̄𝑅0)/𝑗𝑛(µ̄𝑅0 )].
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Однородные алгебраические уравнения (16) позволяют определить комплексные собственные ча-
стоты сферической оболочки с заполнителем. Можно выделить два типа колебаний: (𝑎0, 𝑎1, 𝑏0, 𝑏1)
и (𝑎2, 𝑏2). Первый из них характеризуется перемещениями без компонент вращения: 𝐴1, 𝐴2,
𝐶1, 𝐶20 ̸= 0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐶1, 𝐶20 ̸= 0. Соответствующее частотное уравнение получается из 1-го,
3-го, 4-го и 6-го уравнения (16). Чисто радиальным колебаниям сферы соответствуют значения
𝑘 = 𝑛 = 0. При 𝑘 = 0 и 𝑛 = 1 происходит движение системы как жесткого тела. Случаю 𝑘 = 0,
𝑛 = 2 соответствует изменение формы из вытянутого сфероида. Частотное уравнение свободных
колебаний сферы с вязкоупругим заполнителем получается из (16):

[(𝑁 − ρ∙𝑐 + ρ∙𝑐
2)− ρ∙𝑐µ∙𝑙 α− (1 + ρ∙𝑐)µ

∙
𝑒β− µ∙𝑒µ∙𝑙 αβ]λ2 +

+ [𝑁𝐿2 + ρ∙𝑐(𝐿3(2𝑁 − 1)χ̄𝐸∙
𝑐 )− (𝑟1 + χ̄𝐸∙

𝑐 )ρ
∙
𝑐µ

∙
𝑙 α+ (−𝐿2 + ρ∙𝑐(𝑟𝑛 − 2χ̄𝐸∙

𝑐 ))µ
∙
𝑒β− 𝐿µ∙𝑙 αβ] λ+

+𝑁𝐿1 − 𝐿1µ∙𝑒β− 𝐿1µ∙𝑒µ
∙
𝑙 αβ = 0.

(17)

Здесь

α =
𝑗′𝑛(µ

∙
𝑙 )

𝑗𝑛(µ∙𝑙 )
, β =

𝑗′𝑛(µ
∙
𝑒)

𝑗𝑛(µ∙𝑒)
, µ∙𝑙 = µ𝑙𝑅, µ∙𝑒 = µ𝑒𝑅, λ = 𝑘ω2,

µ𝑙 =
ω
𝑐𝑙
, µ𝑒 =

ω
𝑐𝑒
, 𝑘 = (1− ν2)ρ𝑅2/𝐸̄, 𝑐𝑙 =

√︃
𝐸0𝑐

2(1 + ν𝑐)ρ𝑐
Γ𝑘,

𝑐𝑙 =

√︃
𝐸0𝑐(1− ν𝑐)
2(1 + ν𝑐)ρ𝑐

Γ𝑘, 𝐸∙
𝑐 =

𝐸̄𝑐

𝐸̄ℎ∙
, ρ∙𝑐 =

ρ𝑐
ρℎ∙

, ℎ∙ =
ℎ

𝑅
, χ̄ =

1− ν2

1 + ν2
,

𝐿1 = 𝑟1𝑟𝑛 −𝑁 𝑟2𝑟𝑛 + χ̄𝐸̄∙
𝑐 (−𝑟𝑛 − 2𝑟1 +𝑁𝑟3 +𝑁𝑟2) + χ̄2𝐸∙

𝑐
2(−2−𝑁),

𝐿2 = −𝑟𝑛 − 𝑟1 + 3χ̄𝐸∙
𝑐 , 𝐿3 = −𝑟1 −𝑁𝑟2 −𝑁𝑟3, 𝑟1 = 𝑁 − 1 + ν,

𝑟2 = 𝑏2(𝑁 − 2) + 1 + ν, 𝑟3 = 𝑏2𝑟1 + 1 + ν, 𝑟𝑛 = 𝑏2𝑁𝑟1 + 2(1 + ν).

ρ — плотность оболочки, ρ𝑐 — плотность заполнителя, ℎ — толщина оболочки, 𝐸̄ = 𝐸0Γ𝑘, ν —
модуль упругости и коэффициент Пуассона оболочки.

При отсутствии заполнителя уравнение (17) принимает следующий вид:

(𝑁 − ρ∙𝑐 + ρ∙𝑐
2)λ20 + (𝑁𝐿0

2 − 𝐿0
2)λ0 +𝑁𝐿0

1 = 0, λ0 = 𝑘ω2 (18)

В уравнении (18) коэффициенты зависят от реальной части частоты. Поэтому алгебраиче-
ское уравнение (18) для вязкоупругих оболочек и заполнителя превращается в трансцендентное
уравнение.

Уравнение (17) решается численно — методом Мюллера.

2. Результаты и анализ

Трансцендентное уравнение решается численно — методом Мюллера [15, 16], а также
с использованием программного комплекса «MAPLE-18». Вязкоупругие свойства материала
описываются с помощью трехпараметрического ядра релаксации [17]:

𝑅µ𝑗 (𝑡) = 𝑅λ𝑗 =
𝐴𝑗𝑒

−β𝑗 𝑡

𝑡1−α𝑗
, 𝑗 = 1, 2.

При конкретных расчетах приняты следующие параметры материала безграничной вязкоупругой
среды [13,14,18]: 𝑛 = 2, ℎ = 104 m, ν𝑐 = 0.40, 𝐴 = 0.048; β = 0.05; α = 0.10, ℎ = 0.00165, λ2 = 6,
𝐸0𝑐=4, ρ=7.8·103, ρ=3.2·103, 𝐸0=40, ν=0.25, 𝑅=2.10−4. Корни частотного уравнения (18),
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Таблица. Корни частотного уравнения при различных значениях ν𝑐

Table. Roots of the frequency equation at different values of ν𝑐

Номер корня 0 0.25 0.35 0.40

1 0.662 0.816 0.85 0.8733
2 1.8909 1.9285 1.9391 1.9479
3 2.9303 2.9539 2.9606 2.9656
4 3.0485 3.9658 3.9707 3.9744
5 4.959 4.9728 4.9607 4.9776
6 5.966 5.9774 5.0806 5.983
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1
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Рис. 1. Изменение собственной частоты крутильных
колебаний от отношений скоростей поперечных волн
β = 𝑐𝑠2

𝑐𝑠1
при: 1 — ρ∙ = 0.8, 2 — ρ∙ = 085, 3 — ρ∙ = 0.98

Fig. 1. Variation of the natural frequency of torsional
oscillations from the ratio of transverse wave velocities
β = 𝑐𝑠2

𝑐𝑠1
at: 1 — ρ∙ = 0.8, 2 — ρ∙ = 0.85, 3 — ρ∙ = 0.98

ΩI

1

0 1.0

1.0

10

1.2

1
β

2

-1

Рис. 2. Зависимость коэффициентов демпфирования от
отношений скоростей поперечных волн β = 𝑐𝑠2/𝑐𝑠1

Fig. 2. Dependence of damping coefficients on transverse
wave velocity ratios β = 𝑐𝑠2/𝑐𝑠1

описывающие колебания вязкоупругой сфериче-
ской оболочки, приведены в Таблице. При опре-
делении реальных и мнимых частей частоты точ-
ность определения метода 10−10.

Также полученные числовые результаты по-
казаны на рис. 1 и рис. 2. На рис. 1 приведено
изменение собственной частоты крутильных коле-
баний от отношений скоростей поперечных волн
β = 𝑐𝑠2/𝑐𝑠1 при: 1 — ρ∙ = 0.8, 2 — ρ∙ = 0.85, 3 —
ρ∙ = 0.98. Видно, что при β = 𝑐𝑠2/𝑐𝑠1 = 1 проис-
ходит разрыв в собственных частотах. На рис. 2
приведена зависимость коэффициентов демпфи-
рования от отношений скоростей поперечных
волн β = 𝑐𝑠2/𝑐𝑠1. Было обосновано, что управ-
ление резонансными явлениями в процессе виб-
рации может осуществляться за счет рассеивания
энергии.

Было обнаружено, что диссипация энер-
гии принципиально различна для диссипативно-
однородных и неоднородных механических си-
стем. При расчете напряжений и перемещений
по формулам (13), (15) суммирование производи-
лось до тех пор, пока отношение текущего члена
к текущей частной сумме не станет меньше 10−10.
Для обеспечения сходимости рядов (13) и (15)
каждый раз проводился численный эксперимент.

Установлено, что для обеспечения точно-
сти расчета при вычислении перемещений и на-
пряжений необходимо удержать 11–16 членов ря-
да. В этом случае ошибка округления составля-
ет до 1% : 1 — ρ2/ρ1 = 0.02, 𝐶 = 0.5, 𝑎 = 1;
2 — ρ2/ρ1 = 50, 𝐶 = 0.5, 𝐴1 = 0.01, β = 0.05.
α = 0.1.

Низкочастотные апериодические колебания
быстро затухают со временем. Этот процесс тре-
бует глубокого анализа, так как при низкоча-
стотных колебаниях (реальные и мнимые ча-
сти собственной частоты отличаются от нуля)
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могут возникать резонансные явления. Предполагается, что мнимые части собственных частот
при апериодических колебаниях близки к нулю. В этом случае возникают очень большие амплиту-
ды перемещений и напряжений. Если реальные части собственной частоты равны нулю, а мнимые
части отличны от нуля и отрицательны, то колебания затухают по экспоненциальному закону.
Найденные реальные части собственной частоты описывают резонансные частоты рассматривае-
мой механической системы, а мнимые части характеризуют затухание колебаний механической
системы в целом. Обнаруженное явление имеет большое значение для исследования диссипации
энергии в виброзащитных системах.

Заключение

1. Построены теория и методы расчёта комплексных собственных частот колебаний упругих
сферических неоднородностей в упругой среде. Проведена классификация таких колебаний
на радиальные, крутильные и сфероидальные. Задача сводится к нахождению частот Ω =
= Ω𝑅 + 𝑖Ω𝑖, где Ω𝑅 — реальная, а Ω𝑖 — мнимая часть комплексных собственных частот,
при которых системы уравнений движения имеют ненулевое решение в классе бесконечно
дифференцируемых функций.

2. Обнаружено, что при некоторых значениях вязкоупругих плотностных параметров воз-
никают низкочастотные собственные колебания. Эти колебания являются, по существу,
некоторым апериодическим движением, поскольку мнимая часть собственной частоты
значительна.
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Аннотация. Цель настоящей работы заключается в определении оптимальных параметров согласования сигна-
лов измерительных каналов системы снижения шума выходного сигнала волоконно-оптического гироскопа.
Методы. В работе анализируется схема волоконно-оптического гироскопа с системой снижения уровня шума выходно-
го сигнала на основе вычитания сигнала опорного измерительного канала, содержащего шум интенсивности источника
оптического излучения, из сигнала основного измерительного канала, содержащего полезный информационный сиг-
нал и шумовую составляющую. Определено четыре условия согласования сигналов, невыполнение которых может
привести к снижению эффективности шумоподавления или увеличению уровня шума. Для каждого из рассматривае-
мых условий определены параметры системы снижения шума и выведены математические зависимости их влияния
на уровень спектральной плотности шума в выходном сигнале гироскопа, проведено математическое моделирование
в широком диапазоне изменения рассматриваемых параметров. Для подтверждения полученных результатов проведена
компьютерная симуляция работы цифрового волоконно-оптического гироскопа с замкнутым контуром обратной связи
по измерению угловой скорости и системой снижения шума выходного сигнала в условиях варьирования параметров
системы снижения уровня шума. Результаты. Для каждого рассматриваемого параметра получены форма и степень
влияния на уровень шума, а также определено оптимальное значение каждого параметра, при котором наблюдается
минимальное значение спектральной плотности шума в выходном сигнале. Заключение. Проведенное исследование
подтверждает правильность вывода аналитических выражений, описывающих формирование шумовой составляю-
щей выходного сигнала волоконно-оптического гироскопа с системой снижения уровня шума в условиях неполного
согласования сигналов основного и опорного измерительных каналов. Получена количественная оценка требований
к точности этого согласования по таким параметрам, как согласование во времени, согласование по интенсивности
сигнала, по полосе пропускания и по состоянию поляризации оптического излучения.

Ключевые слова: волоконно-оптический гироскоп, шум выходного сигнала волоконно-оптического гироскопа, компен-
сация шума, шумоподавление, математическая модель, корреляция.
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Abstract. The purpose of this work is to determine the optimal parameters for matching the signals of the measuring channels
of a fiber-optic gyroscope with an output signal noise reduction system. Methods. The paper analyzes the circuit of a fiber-optic
gyroscope with an output signal noise reduction system based on subtracting the signal of the reference measuring channel
containing the intensity noise of the optical radiation source from the signal of the main measuring channel containing the
useful information signal and the noise component. Four signal matching conditions are defined, failure to meet which can
lead to a decrease in the noise suppression efficiency or an increase in the noise level. For each of the conditions under
consideration, the parameters of the noise reduction system are determined and mathematical expressions are derived for the
dependence of their influence on the level of spectral density of noise in the output signal of the gyroscope, mathematical
modeling is carried out in a wide range of variation of the parameters under consideration. To confirm the obtained results,
a computer simulation of the operation of a digital fiber-optic gyroscope with a closed feedback loop for measuring angular
velocity and an output signal noise reduction system was carried out under conditions of varying the parameters of the noise
reduction system. Results. For each parameter under consideration, the shape and degree of influence on the noise level were
obtained, and the optimal value of each parameter was determined, at which the minimum value of the spectral density of noise
in the output signal was observed. Conclusion. The conducted study confirms the correctness of the derivation of analytical
expressions describing the formation of the noise component of the output signal of a fiber-optic gyroscope with a noise
reduction system under conditions of incomplete matching of the signals of the main and reference measuring channels.
A quantitative assessment of the requirements for the accuracy of this matching was obtained for such parameters as: time
matching, matching by signal intensity, by bandwidth and by the state of polarization of optical radiation.

Keywords: fiber optic gyroscope, output noise of fiber optic gyroscope, noise compensation, noise suppression, mathematical
model, correlation.
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Введение

Волоконно-оптический гироскоп (ВОГ) на современном уровне развития техники является
одним из основных и наиболее перспективных с точки зрения дальнейшего улучшения точност-
ных характеристик, видов датчиков угловой скорости, применяемых в системах ориентации,
навигации и стабилизации подвижных объектов [1–3]. Задача уменьшения шумовой составляю-
щей в выходном сигнале ВОГ является одной из приоритетных задач по повышению точностных
характеристик изделий, в которых они применяются. Как известно, порог чувствительности ВОГ
и долговременная стабильность нулевого сигнала ВОГ в значительной степени зависит от его
конструктивных характеристик — длины и диаметра волоконного контура (ВК) интерферометра
Саньяка, типа укладки волокна в контур и так далее, а также свойств оптических элементов
схемы: ширины спектра источника излучения, отсутствия внутренних дефектов, низкого уровня
ℎ — параметра волокна [4] — и качества электронной элементной базы — собственных шумов
операционных усилителей, аналого-цифровых преобразователей и так далее. Наиболее опти-
мальными по сочетанию этих параметров при современном уровне технологий являются ВОГ
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с длиной контура 1000...2000 м при диаметре ВК 100...150 мм, намотанные квадрупольным
способом из волокна, сохраняющего состояние поляризации, с широкополосным источником
оптического излучения: суперлюминисцентным диодом или эрбиевым суперлюминисцентным
волоконным источником большой выходной мощности. Анализ технической документации на
серийно выпускаемые ВОГ показывает, что в зависимости от перечисленных выше параметров
и особенностей, а также применения нестандартных конструктивных, схемотехнических или
алгоритмических подходов конкретные значения таких параметров, как спектральная плотность
шума (СПШ), случайная составляющая (долговременная стабильность) нулевого сигнала (НС)
в среднем находятся в диапазонах значений: СПШ — 0.1...0.03 (∘/ч)/

√
Гц, случайная составляю-

щая НС в диапазоне рабочих температур (три среднеквадратических отклонения при времени
осреднения 100 с) — 0.06...0.15 ∘/ч. В работах [4,5] рассмотрены основные источники шума в ВОГ
и определен источник, вносящий наибольший вклад в результирующий шум выходного сигнала
ВОГ. Различные методы уменьшения влияния этого источника шума представлены в работах [6,7].
В работах [8, 9] были показаны результаты математического моделирования, а также результа-
ты натурных испытаний макета ВОГ с системой снижения уровня шума в выходном сигнале.
Данная система основана на вычитании сигнала опорного измерительного канала, содержащего
только шумовую составляющую из сигнала основного измерительного канала, содержащего как
полезную информационную, так и шумовую составляющие. Было показано, что применение
данного метода позволяет понизить уровень спектральной плотности шума выходного сигнала
ВОГ приблизительно в два раза. В абсолютных величинах применение данной системы поз-
волило достигнуть значений СПШ на уровне 0.02 (∘/ч)/

√
Гц, а также улучшить показатель

случайной составляющей НС при постоянной температуре [9]. В данной работе определены
причины, приводящие к ухудшению работы системы снижения шума при изменении параметров.
Получены математические выражения, описывающие зависимость СПШ выходного сигнала ВОГ
от параметров сигналов измерительных каналов. Проведено математическое моделирование,
позволившее получить количественные оценки влияния различных параметров на эффективность
работы системы снижения шума.

1. Обобщенное аналитическое математическое выражение
для спектральной плотности шумовой компоненты угловой скорости

К фундаментальным источникам шума, вносящим основной вклад в шумовую состав-
ляющую выходного сигнала волоконно-оптического гироскопа, относятся: 1 — дробовый шум
фототока, 2 — дробовый шум темнового тока фотодиода, 3 — тепловой шум нагрузочного сопро-
тивления фотодиода, 4 — шум интенсивности источника оптического излучения. Спектральные
плотности шумового тока этих источников описываются выражениями (1)–(4) [4, 5, 10]:

𝑖𝑛1 =
√︀

𝑒η𝑃0, (1)

𝑖𝑛2 =
√︀

𝑒𝑖𝑑, (2)

𝑖𝑛3 =

√︂
4𝑘𝑇

𝑅
, (3)

𝑖𝑛4 =

√︃
λ2

2𝐾𝑓𝑐∆λ
η𝑃0, (4)

где 𝑖𝑛 — спектральная плотность шума, определяемая как корень из дисперсии в ограниченной
полосе частот и приведенной к этой полосе частот [11, 12], А/

√
Гц; 𝑒 — заряд электрона, Кл;
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η — эффективность (токовая чувствительность) фотодиода, (0.93 А/Вт); 𝑃0 — мощность оптиче-
ского излучения, падающего на фотодиод при нулевой разности фаз встречных световых волн
(88 · 10−6 Вт); 𝑖𝑑 — темновой ток фотодиода, (20 · 10−9 А); 𝑘 — постоянная Больцмана, Дж/К;
𝑇 — температура окружающей среды, (293 К); 𝑅 — сопротивление резистора преобразователя
ток-напряжение, (5000 Ом); λ — средняя длина волны оптического излучения, (1565 · 10−9 м);
𝑐 — скорость света в вакууме, м/с; 𝐾𝑓 — коэффициент формы спектра оптического излуче-
ния [13], (2); ∆λ — ширина спектра излучения, (35 · 10−9 м). Численные значения параметров,
приведенные в скобках и использованные при дальнейших расчетах, соответствуют значениям
параметров в работе [9].

Результирующее выражение шумовой составляющей выходного сигнала ВОГ, построенного
по схеме так называемой «минимальной конфигурации» с учетом (1)–(4), имеет вид:

δω𝑛 = 𝑀

√︂
𝑖2𝑛1

1

2
(1 + cos3) + 𝑖2𝑛2 + 𝑖2𝑛3 + 𝑖2𝑛4

1

4
(1 + cos3)2

η
1

2
𝑃0 sin3

, (5)

где δω𝑛 — СПШ угловой скорости, (рад/с)/
√

Гц; 𝑀 =

√
2λ𝑐

2π𝐷𝐿
— величина, обратная к оптическому

масштабному коэффициенту эффекта Саньяка, рад/с; 𝐷 — диаметр кольцевого многовиткового
волоконного контура, (0.135 м); 𝐿 — длина волоконного контура, (1070 м); 3 — разность фаз
встречных световых волн, рад.

Множитель в первом и четвертом слагаемых выражения (5) описывает зависимость мощно-
сти падающего на фотодиод излучения от разности фаз 3 встречных световых волн в интерферо-
метре Саньяка. Знаменатель выражения (5) — функция чувствительности выходного сигнала ВОГ
от мощности оптического излучения 𝑃0 и разности фаз 3 встречных световых волн. Напомним,
что в современных ВОГ с вспомогательной фазовой модуляцией и замкнутым контуром обрат-
ной связи по измерению угловой скорости 3 соответствует глубине вспомогательной фазовой
модуляции и, как правило, равно π/2.

Численный анализ выражения (5) и отдельных его составляющих, проведенный в ра-
боте [10], показывает, что увеличение мощности оптического излучения 𝑃0 в диапазоне от 5
до 50 мкВт приводит к значительному снижению уровня шума выходного сигнала. В то же время
дальнейшее уменьшение шума при росте мощности излучения практически отсутствует, так как
ограничено вкладом шума интенсивности источника излучения, не зависящего от мощности 𝑃0,
в результирующий шум.

В работах [8,9] рассмотрен метод снижения уровня шума в выходном сигнале ВОГ, основан-
ный на вычитании шума интенсивности источника оптического излучения из полезного сигнала.
Для этого в схему ВОГ вводится дополнительный измерительный канал, предназначенный для
измерения шума интенсивности источника оптического излучения. Сигнал, измеренный этим
каналом, после определенной цифровой обработки вычитается из основного информационного
сигнала ВОГ. На рис. 1 представлена функциональная блок-схема ВОГ со схемой снижения шума,
включающая основной измерительный канал (main measuring channel, ИК1), выполненный по
схеме интерферометра Саньяка, выходной сигнал которого включает как полезную составляю-
щую, содержащую информацию об измеренной угловой скорости, так и шумовую составляющую,
и дополнительный, опорный, измерительный канал (reference measuring channel, ИК2), выходной
сигнал которого содержит только шумовую составляющую.

Как видно из рис. 1, оба измерительных канала имеют общий источник оптического
излучения — суперлюминесцентный диод (СЛД), который, согласно [5, 10], вносит основной
вклад в результирующий шум выходного сигнала ВОГ (шум источника излучения описывается
выражением (4)). Также каждый измерительный канал содержит собственный фотоприемник,
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Рис. 1. Блок-схема ВОГ с системой снижения шума выходного сигнала, где ECU — блок управления излучателем
(БУИ), SLD — суперлюминесцентный диод (СЛД), DT — датчик температуры (ДТ), MC — микроохладитель (МО),
OC — оптический циркулятор (ОЦ), SP — разветвитель-поляризатор (РП), FD1,2 — фотодиоды (ФД), PCA1,2 —
усилители фототока (УФТ), ADC1,2 — аналого-цифровые преобразователи (АЦП), CL — цифровая логика (СЛ),
MIOM — многофункциональный интегрально-оптический модуль (МИОМ), PM — фазовый модулятор (ФМ), PMA —
усилитель фазовой модуляции (УФМ), DAC — цифро-аналоговый преобразователь (ЦАП), DPU — блок цифровой
обработки (БЦО), FC — волоконный контур (ВК) (цвет онлайн)

Fig. 1. Block diagram of a FOG with output signal noise reduction system, where ECU is the emitter control unit, SLD is a
superluminescent diode, DT is a temperature sensor, MC is a microcooler, OC is an optical circulator, SP is a splitter-polarizer,
FD1,2 are photodiodes, PCA1,2 are photocurrent amplifiers, ADC1,2 are analog-to-digital converters, CL is digital logic,
MIOM is a multifunctional integrated optical module, PM is a phase modulator, PMA is a phase modulation amplifier, DAC is
a digital-to-analog converter, DPU is a digital processing unit, FC is a fiber optic circuit (color online)

состоящий из фотодиода (ФД) и усилителя фототока (УФТ), являющихся источниками статистиче-
ски независимых шумов, описываемых выражениями (1)–(3).

Выражение для СПШ угловой скорости выходного сигнала ВОГ с шумоподавлением
в общем виде записывается следующим образом:

δω𝑛 = 𝑀

√︃
𝑖2𝑛1

1

2
(1+ cos3) + 𝑖2𝑛2 + 𝑖2𝑛3 +𝐾2(𝑖2𝑛1+𝑖2𝑛2+𝑖2𝑛3) +

(︂
𝑖2𝑛4

1

4
(1+ cos3)2+𝑖2𝑛4𝐾

2

)︂
(1−𝐾𝑠)

η
1

2
𝑃0 sin3

,

(6)
где 𝐾 — коэффициент, учитывающий необходимость приведения средней мощности сигна-
ла опорного измерительного канала к средней мощности основного измерительного канала;
𝐾𝑠 — коэффициент подавления шума интенсивности.
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Зафиксируем значение 3 равным π/2, а коэффициент 𝐾 примем равным 0.5, тогда выраже-
ние для СПШ выходного сигнала ВОГ с шумоподавлением примет более компактный, удобный
для дальнейшего анализа вид:

δω𝑛 = 𝑀

√︃
1

2
𝑖2𝑛1 + 𝑖2𝑛2 + 𝑖2𝑛3 +

1

4
(𝑖2𝑛1 + 𝑖2𝑛2 + 𝑖2𝑛3) +

1

2
𝑖2𝑛4(1−𝐾𝑠)

η
1

2
𝑃0

. (7)

2. Условия согласованности сигналов измерительных каналов

Минимальный уровень шума выходного сигнала достигается при значении коэффициента
𝐾𝑠, равном единице, при выполнении условия полного совпадения («одинаковости») компоненты
шума, описываемой выражением (4), в сигналах основного и опорного измерительных каналов.
Определим смысл и критерии этой «одинаковости».

2.1. Синхронизация во времени. Сигналы измерительных каналов должны быть син-
хронизированы во времени и поступать в блок, реализующий операцию вычитания сигнала
опорного измерительного канала ИК2 из сигнала основного измерительного канала ИК1 одновре-
менно. Согласно схеме, изображенной на рис. 1, оптический сигнал разделяется разветвителем-
поляризатором РП 1:2 на две составляющие, одна из которых подается непосредственно на фото-
детектор ФД1 (опорный измерительный канал ИК2), другая составляющая проходит оптический
путь через интерферометр Саньяка (основной измерительный канал ИК1). Расстояние, которое
проходит оптический сигнал в измерительном канале ИК2, составляет порядка одного метра, при
этом время распространения излучения в оптическом волноводе длиной 1 метр с показателем
преломления 𝑛 ≈ 1.46 составляет 4.87 · 10−9 секунд, в измерительном канале ИК1 оптическое
излучение проходит волоконный контур, длина которого может составлять от сотен до тысяч
метров, для определенности зададимся конкретной длиной ВК, равной 1070 метров (такая «неров-
ная» длина объясняется конструктивными особенностями ВОГ с цифровой обработкой сигналов),
при этом время распространения оптического излучения в ИК1 составляет 5.21 · 10−6 секунд.
Таким образом, рассогласование сигналов по времени составляет ∼ 5.21 · 10−6 секунд.

Зависимость коэффициента снижения шума 𝐾𝑠 от времени рассогласования сигналов ∆𝑡
может быть выражена с помощью корреляционной функции этих сигналов. Конкретный вид
функции определяется видом спектра шума и алгоритмом обработки сигнала в ВОГ, в результате
которого исходный широкополосный сигнал подвергается частотному преобразованию, выра-
жающемуся в децимации сигнала до частоты, равной удвоенной частоте ВФМ, и переносе
центральной частоты спектра на нулевую частоту.

Исходя из формы спектра сигнала и алгоритма обработки сигнала, была выбрана корре-

ляционная функция полосового шума — cos(𝑓0∆𝑡)
sin (∆𝑓∆𝑡/2)
∆𝑓∆𝑡/2

, где 𝑓0 — центральная частота

спектра, ∆𝑓 — ширина спектра.
Учитывая, что остальные (кроме шума интенсивности источника излучения, описывае-

мого выражением (4)) источники шума изначально некоррелированны и их временной сдвиг
относительно друг друга не влияет на их степень корреляции и, соответственно, на их вклад
в результирующий уровень шума, получим следующее выражение для зависимости СПШ выход-
ного сигнала ВОГ от времени рассогласования сигналов измерительных каналов:

δω𝑛(∆𝑡) = 𝑀

⎯⎸⎸⎷1

2
𝑖2𝑛1 + 𝑖2𝑛2 + 𝑖2𝑛3 +

1

4
(𝑖2𝑛1 + 𝑖2𝑛2 + 𝑖2𝑛3) +

1

2
𝑖2𝑛4

(︃
1− cos(𝑓0∆𝑡)

sin (∆𝑓∆𝑡/2)

∆𝑓∆𝑡/2

)︃

η
1

2
𝑃0

,
(8)
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Рис. 2. Зависимость шума выходного сигнала ВОГ с компенсацией шума от времени рассогласования сигналов
при различной ∆𝑓 (черный и синий графики), уровень шума выходного сигнала ВОГ без компенсации при тех же
параметрах (красный график) (цвет онлайн)

Fig. 2. Dependence of the noise of the output signal of the FOG with noise compensation on the time of signal mismatch
at different ∆𝑓 (black and blue graphs), the noise level of the output signal of the FOG without compensation at the same
parameters (red graph) (color online)

где 𝑓0 — частота вспомогательной модуляции, Гц; ∆𝑓 — ширина спектра в рассматриваемой
системе пропорциональна частоте дискретизации выходного сигнала.

На рис. 2 представлены зависимости СПШ от времени рассогласования (взаимного сдвига)
сигналов измерительных каналов при различной частоте дискретизации выходного сигнала ВОГ
со схемой снижения шума. Сплошными линиями обозначены результаты расчетов по аналитиче-
скому выражению (8), а точками — результаты компьютерного моделирования. Компьютерная
модель, использованная для этого, подробно описана в работах [9, 10]. Коротко укажем, что
данная модель представляет собой компьютерную симуляцию цифрового ВОГ компенсирующего
типа с импульсной фазовой модуляцией, разработанную в среде «Octave». В целом из графиков
рис. 2 видно, что минимальный уровень шума выходного сигнала достигается в очень узком
диапазоне времени рассогласования сигналов измерительных каналов, при этом максимальный
уровень шума наблюдается при времени рассогласования порядка 4.5...5.5 мкс (в зависимости
от ширины спектра ∆𝑓 ), что соответствует времени задержки распространения оптического
излучения в волоконном контуре измерительного канала ИК1.

2.2. Равенство интенсивности сигналов. Рассмотрим схему измерительных каналов
ИК1, ИК2, изображенную на рис. 1. Измерительный канал ИК1 содержит волоконный контур ВК,
длина которого, как уже было сказано выше, может достигать нескольких тысяч метров. Потери
мощности оптического излучения в волноводе в нормальных условиях составляют приблизительно
1.5...2.5 дБ/км. В зависимости от внешних воздействующих факторов (температура, давление и
т. д.) потери мощности оптического излучения в оптическом тракте могут значительно меняться,

Спиридонов Д. М., Вадивасова Т. Е., Обухович Д. В.
Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 4 503



что приводит к изменению уровня мощности оптического излучения, поступающего на фотодиод
ФД2 измерительного канала ИК1. В то же время длина оптической линии измерительного канала
ИК2 не превышает одного метра, вследствие чего для нее можно пренебречь потерями мощности
оптического излучения, вызываемыми перечисленными выше причинами. Для определения
влияния различия мощности оптического излучения в измерительных каналах на эффективность
шумоподавления модернизируем выражение (7), введя в него коэффициент 𝐾𝑂𝑃 , изменяя который
будем менять значение мощности оптического излучения в основном измерительном канале.

δω𝑛(𝐾𝑜𝑝) = 𝑀

√︃
𝐾𝑜𝑝

1

2
𝑖2𝑛1 + 𝑖2𝑛2 + 𝑖2𝑛3 +

1

4
(𝑖2𝑛1 + 𝑖2𝑛2 + 𝑖2𝑛3) +

1

4
𝑖2𝑛4(1−𝐾𝑜𝑝)2

𝐾𝑜𝑝η
1

2
𝑃0

. (9)

На рис. 3 представлены графики спектральной плотности шума выходного сигнала ВОГ
в зависимости от коэффициента мощности 𝐾𝑜𝑝 оптического сигнала в основном измерительном
канале. Из графиков зависимости δω𝑛 от 𝐾𝑜𝑝 видно, что при уровне мощности оптического
излучения в ИК1 меньшем, чем в ИК2 (в диапазоне значений 𝐾𝑜𝑝 от 0 до 1), происходит резкое
увеличение уровня шума выходного сигнала, вызванное двумя причинами: снижением соотно-
шения сигнал / шум в ИК1 (это видно также из графика уровня шума для ВОГ без компенсации
шума) и увеличением в выходном сигнале «веса» шума ИК2. При уровне мощности оптического
излучения в ИК1 большем, чем в ИК2 (в диапазоне значений 𝐾𝑜𝑝 от 1 до 2), уровень шума

Рис. 3. Зависимость шума выходного сигнала ВОГ с компенсацией шума и ВОГ без компенсации шума от величины
коэффициента 𝐾𝑂𝑃 мощности оптического излучения в главном измерительном канале (цвет онлайн)

Fig. 3. Dependence of the output signal noise of the FOG with noise compensation and the FOG without noise compensation
on the value of the coefficient 𝐾𝑂𝑃 of the optical emission power in main measuring channel (color online)
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плавно увеличивается за счет снижения коэффициента шумоподавления, вызванного неполным
вычитанием коррелированного шума (шума интенсивности источника излучения) измерительных
каналов.

В каждом измерительном канале ИК1, ИК2 оптический сигнал поступает на соответ-
ствующий фотоприемник, где преобразуется в электрический сигнал, который затем поступает
на аналого-цифровой преобразователь и в дальнейшем подвергается цифровой обработке по
алгоритмам работы ВОГ. Электрический и цифровой тракт прохождения каждого сигнала харак-
теризуется собственными коэффициентами преобразования / усиления /ослабления, комплексное
влияние которых на уровень шумовой составляющей выходного сигнала выражается через соот-
ветствующие коэффициенты 𝐾𝑢1, 𝐾𝑢2 выражения (10):

δω𝑛(∆𝐾𝑢) = 𝑀

√︃
𝐾2

𝑢1

(︂
1

2
𝑖2𝑛1 + 𝑖2𝑛2 + 𝑖2𝑛3

)︂
+
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4
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𝑢2(𝑖
2
𝑛1 + 𝑖2𝑛2 + 𝑖2𝑛3) +

1

4
𝑖2𝑛4∆𝐾

2
𝑢

𝐾𝑢1η
1

2
𝑃0

, (10)

где 𝐾𝑢1, 𝐾𝑢2 — нормированные коэффициенты (диапазон значений от 0 до 1) преобразования /
усиления амплитуды сигналов в фотопреобразующих устройствах и трактах цифровой обработки
сигналов, ∆𝐾𝑢 = 𝐾𝑢1 −𝐾𝑢2 — разность нормированных коэффициентов.

На рис. 4 представлены графики СПШ выходного сигнала ВОГ в зависимости от разности
коэффициентов усиления сигналов измерительных каналов ∆𝐾𝑢. Из графиков зависимости δω𝑛
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Рис. 4. Зависимость шума выходного сигнала ВОГ с компенсацией шума от ∆𝐾𝑢 — соотношения коэффициентов
усиления сигналов измерительных каналов (черный график), уровень шума выходного сигнала ВОГ без компенсации
при тех же параметрах (красный график) (цвет онлайн)

Fig. 4. Dependence of the noise of the output signal of the FOG with noise compensation on ∆𝐾𝑢 — the ratio of the gain
factors of the signals of the measuring channels (black graph), the noise level of the output signal of the FOG without
compensation with the same parameters (red graph) (color online)
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от ∆𝐾𝑢 видно, что при уменьшении амплитуды сигнала опорного измерительного канала ИК2
(уменьшение коэффициента 𝐾𝑢2 в диапазоне значений ∆𝐾𝑢 от 0 до 1) уровень шума увеличи-
вается за счет снижения коэффициента шумоподавления, вызванного неполным вычитанием
коррелированного шума измерительных каналов. При уменьшении амплитуды сигнала глав-
ного измерительного канала ИК1 (уменьшение коэффициента 𝐾𝑢1 в диапазоне значений ∆𝐾𝑢

от 0 до −1) дополнительно ухудшается соотношение сигнал / шум, что вызвано относительным
увеличением в результирующем сигнале шума сигнала ИК2.

2.3. Полоса пропускания. В работе [6] было указано, что для максимально эффективной
работы схемы снижения шума должно выполняться условие равенства полосы пропускания
фотоприемных устройств основного и опорного измерительных каналов. Рассмотрим, как именно
будет выглядеть зависимость уровня шума в выходном сигнале ВОГ от соотношения полос
пропускания фотоприемных устройств измерительных каналов. Отметим следующие факты:

– полоса пропускания фотоприемных устройств и частота дискретизации АЦП выбираются
достаточно большими (порядка десятков мегагерц), чтобы без искажений воспроизводить
исходный сигнал в цифровой форме для его дальнейшей обработки;

– алгоритм обработки сигнала в ВОГ включает в себя осреднение исходного широкополос-
ного оцифрованного сигнала на интервалах времени, равных 1/(2𝑓0), где 𝑓0 — частота
импульсной фазовой модуляции сигнала, что приближенно можно считать эквивалентным
применению низкочастотного фильтра первого порядка с частотой среза 2𝑓0. В зависимости
от длины волоконного контура частота 𝑓0 лежит в диапазоне от десятков килогерц до
единиц мегагерц.

Таким образом, высокочастотные компоненты спектра шумовой составляющей сигнала
отфильтровываются в ходе цифровой обработки сигнала по алгоритмам ВОГ. Заметное влияние
различной ширины полосы пропускания фотоприемных устройств будет наблюдаться только при
сужении этой полосы до частот порядка 𝑓0.

Учитывая равномерную спектральную плотность шума в диапазоне полосы пропускания
фотоприемных устройств, можно задать нормализованную функцию, описывающую зависимость
эффективной полосы пропускания измерительного канала от полосы пропускания фотоприемного
устройства для каждого измерительного канала: ∆𝐹1 = 1− 𝑓0/∆𝑓1, ∆𝐹2 = 1− 𝑓0/∆𝑓2, где ∆𝑓1,
∆𝑓2 — ширина полосы пропускания фотоприемных устройств измерительных каналов ИК1 и ИК2
соответственно.

Для определения количественного влияния разности ширины полосы пропускания фотопри-
емных устройств на уровень снижения шума в выходном сигнале ВОГ введем в выражение (7)
определенные выше нормированные функции зависимости интенсивности шумовых составляю-
щих сигнала от ширины полосы пропускания фотоприемных устройств:

δω𝑛(∆𝑓1,∆𝑓2) =

= 𝑀

√︃(︂
1−
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∆𝑓1
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2
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)︂
+
1
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2
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(11)

Зависимость спектральной плотности шума угловой скорости выходного сигнала ВОГ с системой
подавления шума от разности нормированной полосы пропускания фотоприемных устройств
измерительных каналов приведена на рис. 5.
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Рис. 5. Зависимость шума выходного сигнала ВОГ с компенсацией шума от соотношения нормированных полос
пропускания фотоприемных устройств (черный график), уровень шума выходного сигнала ВОГ без компенсации при
тех же параметрах (красный график) (цвет онлайн)

Fig. 5. Dependence of the noise of the output signal of the FOG with noise compensation on the ratio of the normalized
bandwidth of the photodetectors (black graph), the noise level of the output signal of the FOG without compensation with the
same parameters (red graph) (color online)

В целом, как видно из приведенного графика, уменьшение ширины полосы пропускания
фотоприемного устройства ИК1 до 0.75 при сохранении максимальной ширины полосы пропуска-
ния ИК2 (в диапазоне от 0 до −0.25 (∆𝑓1𝑛 − ∆𝑓2𝑛)) и уменьшение ширины полосы пропускания
фотоприемного устройства ИК2 до 0.5 при сохранении максимальной ширины полосы пропус-
кания ИК1 (в диапазоне от 0 до 0.5 (∆𝑓1𝑛 − ∆𝑓2𝑛)) не приводит к существенному увеличению
уровня шума выходного сигнала.

Отклонение графика компьютерного моделирования от рассчитанного по теоретической
формуле в области значений от −0.25 до −1 (∆𝑓1𝑛 − ∆𝑓2𝑛), то есть при уменьшении полосы
пропускания ИК1 в диапазоне от 0.75 до 0 связано с тем, что выражение (11) не учитывает
процессы, связанные со снижением быстродействия контура компенсирующей обратной связи
при сужении полосы пропускания фотоприемного устройства основного измерительного канала
ИК1, приводящие к увеличению СПШ выходного сигнала ВОГ.

2.4. Состояние поляризации. В силу ряда объективных причин в настоящее время
большинство ВОГ работают с использованием плоскополяризованного оптического излучения.
В зависимости от конкретной реализации ВОГ, это достигается либо использованием источни-
ка оптического излучения, конструктивно объединенного с поляризатором, либо применением
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отдельных поляризаторов или поляризаторов в составе интегрально-оптических схем (например,
когда сигнал источника излучения нужно разделить на несколько измерительных каналов в мно-
гоосном ВОГ, это проще сделать с помощью изотропных волоконных разветвителей, а затем
поляризовать излучение в каждом измерительном канале).

В рассматриваемой схеме ВОГ применяется источник с линейно-поляризованным излу-
чением с коэффициентом экстинкции не менее 20 дБ. Применение такого источника излучения
заведомо обеспечивает практически полное отсутствие отличных от заданного состояний поляри-
зации излучения. Наличие в оптической схеме последовательно установленных поляризаторов
в составе разветвителей-поляризаторов (РП) и фазового модулятора (ФМ) с коэффициентом
экстинкции каждого не менее 20 дБ, а также применение оптического волокна, сохраняющего
состояние поляризации, при изготовлении волоконного контура интерферометра Саньяка обеспе-
чивает сохранение состояния поляризации на всем протяжении оптического тракта ВОГ. В рамках
данной работы важным является тот факт, что состояние поляризации излучения, падающего на
фотодиоды опорного и основного измерительных каналов, является одинаковым, а значит, в нем
не содержится некоррелированных составляющих шума интенсивности источника оптического
излучения. В то же время нужно учесть, что в зависимости от точности юстировки плоскости
поляризации всех поляризаторов в составе оптического тракта ВОГ (а также сохранения их
юстировки во времени) и стабильности ℎ — параметра волновода волоконного контура — зависит
сохранение соотношения мощности оптического излучения, падающего на фотоприемники изме-
рительных каналов. Это влияние может быть описано с помощью закона Малюса, 𝐼 = 𝐼0 cos

2 ψ,
выражающего зависимость интенсивности 𝐼 линейно-поляризованного оптического излучения,
прошедшего поляризатор, от интенсивности падающего на поляризатор излучения 𝐼0 и угла ψ
между плоскостями поляризации падающего излучения и поляризатора. Введем в выражение (7)
спектральной плотности шума угловой скорости выходного сигнала ВОГ со схемой снижения
шума зависимость мощности оптического излучения, падающего на фотоприемник основно-
го измерительного канала ИК1 от угла ψ, выражающего суммарную погрешность ориентации
плоскости поляризации во всем оптическом тракте:

δω𝑛(ψ) = 𝑀

√︃
cos2 ψ

1

2
𝑖2𝑛1 + 𝑖2𝑛2 + 𝑖2𝑛3 +

1

4
(𝑖2𝑛1 + 𝑖2𝑛2 + 𝑖2𝑛3) +

1

4
𝑖2𝑛4(1− (cos2 ψ))2

cos2 ψη
1

2
𝑃0

. (12)

На рис. 6 представлены графики зависимости спектральной плотности шума выходного
сигнала ВОГ со схемой снижения шума (черный график) и без схемы снижения шума (красный
график) от изменения угла ψ на ±180∘.

Из приведенных графиков видно, что:

– изменение угла ψ приводит к изменению уровня шума выходного сигнала как в ВОГ
со схемой снижения, так и без схемы снижения шума. Это объясняется теми же причинами,
что и в случае уменьшения мощности оптического излучения, падающего на фотоприемник
основного измерительного канала, рассмотренном в п. 2.2;

– изменение угла ψ в пределах ±10∘ не приводит к заметному увеличению уровня шума
выходного сигнала.

В реальных условиях угол ψ, как правило, не превышает единиц градусов. Это позволяет
считать, что в ВОГ, использующем линейно-поляризованный источник оптического излучения и
построенном по схеме, соответствующей рис. 1, не наблюдается заметного влияния состояния
поляризации на уровень спектральной плотности шума, определяемый выражением (12).
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Рис. 6. Зависимость шума выходного сигнала ВОГ с компенсацией шума и ВОГ без компенсации шума от величины
угла ψ отклонения плоскости поляризации в главном измерительном канале (цвет онлайн)

Fig. 6. Dependence of the output signal noise of the FOG with noise compensation and the FOG without noise compensation
on the value of the angle ψ of deviation of the plane of polarization in the main measuring channel (color online)

Заключение

В работе были рассмотрены четыре основных условия, выполнение которых приводит
к подавлению шума интенсивности источника оптического излучения в выходном сигнале ВОГ,
построенном по схеме, приведенной на рис. 1, и описываемом выражением (6) для определения
спектральной плотности шума выходного сигнала ВОГ со схемой снижения шума. Анализ
полученных зависимостей уровня СПШ выходного сигнала ВОГ со схемой снижения шума
позволяет определить границы точности соблюдения этих условий без значительного ухудшения
работы схемы снижения шума. Анализ полученных зависимостей показывает, что для выполнения
условия сохранения уровня шума выходного сигнала ВОГ со схемой снижения шума должны
выполняться следующие требования:

1. Условие синхронизации сигналов измерительных каналов во времени должно выполняться
с точностью не хуже 5% от времени максимального рассогласования, в рассмотренном
случае это соответствует примерно ±200 нс.

2. Условие равенства интенсивностей сигналов измерительных каналов имеет несимметрич-
ный вид и, в зависимости от природы отклонения (изменение мощности оптического
излучения или различный коэффициент усиления фотоприемных устройств), имеет раз-
личное оптимальное соотношение. Отношение средних мощностей оптических сигналов
и отношение коэффициентов усиления электрических сигналов в измерительных каналах
должно находиться в диапазоне 1...1.1.
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3. Условие равенства полосы пропускания измерительных каналов не является критическим,
оно должно выполняться с точностью не менее 0.75∆𝑓1𝑛 от нормированной полосы пропус-
кания ИК1 и не менее 0.5∆𝑓2𝑛 от нормированной полосы пропускания ИК2.

4. Условие одинакового состояния поляризации формально выполняется за счет примене-
ния в рассматриваемой схеме источника оптического излучения с линейной поляризацией
в заданной плоскости, требование к точности выставки и сохранению угла ψ суммар-
ной погрешности ориентации плоскости поляризации должно выполняться с точностью
не менее ±10∘.
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Введение

Современная прикладная нелинейная динамика изучает процессы и системы, обладаю-
щие экстремальной сложностью. Эти задачи затрагивают не только технические, физические,
химические, но также биологические и социоэкономические приложения. Проблемы динамики
экономических систем в значительной степени связаны с изучением экономических колебаний —
циклов и в первую очередь с их происхождением [1–4]. В настоящей работе рассматривается
модельная динамика производственной сети, состоящей из нелинейных элементов — производств,
связанных как кооперативными, так и антагонистическими (конкурентными) связями. На при-
мере малого ансамбля связанных элементов-производств изучается влияние характера связей
на возможность возникновения колебаний суммарного выпуска продукции в сети, то есть на
возникновение экономических колебаний.

Работа организована следующим образом. В разделе 1 даны краткие сведения об эко-
номических циклах. В разделе 2 предложена модель отдельного производства как элемента
производственной сети. В разделах 3, 4 представлены результаты численных экспериментов
для изучения динамики ансамблей из двух и трех связанных производств. В Заключении даны
выводы.

1. Экономические циклы

Анализ развития экономики разных стран разными экономистами (Дж. Кейнс, П. Самуэль-
сон, М. Фридман и др.) позволил получить вывод о том, что для рыночной экономики характерны
нестабильность и наличие нерегулярных колебаний объемов производств, инфляции, занятости.
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Установлено, что после экономического подъема всегда следует снижение экономической ак-
тивности, что свидетельствует о цикличности рыночной экономики. Нерегулярные колебания —
повторяющиеся подъемы и спады в экономике [5], осуществляющиеся около некоторого долго-
срочного тренда, характеризуют базовое явление рыночной экономики — экономические циклы
(деловые циклы, бизнес-циклы). Обычно различают четыре фазы (стадии) экономического цикла:
подъем (расширение, expansion), пик (бум, peak), спад (сжатие, рецессия, кризис, contraction), дно
(депрессия, застой, trough). Для определения этих фаз используются различные экономические
показатели, такие как ВВП (валовый внутренний продукт), уровень занятости, объем прибыли
предприятий и др., а также их совокупный (композитный) показатель — индекс бизнес-цикла [6].

На сегодняшний день известно множество теорий, изучающих причины возникновения эко-
номических циклов. Эти теории опираются как на эндогенные (внутренние), так и на экзогенные
(внешние) факторы, к которым можно отнести природные катастрофы, социальные потрясения,
технологические инновации и др. Однако следует признать, что сколь-нибудь убедительной
общей теории экономических циклов сегодня не существует, как нет и единой точки зрения
на причины, порождающие эти циклы [7, 8]. Отметим, что объем фактического ВВП является
наиболее важным экономическим показателем, определяющим экономический цикл, а некоторые
авторы, в частности [9], допускают прямое отождествление колебаний уровня экономической
активности с изменениями объема фактического ВВП [8]. Для подсчета ВВП используются
несколько методов, в частности метод добавленной стоимости (производственный). Добавленная
стоимость — это разница между стоимостью произведенного товара (услуги) и стоимостью
материалов, затраченных на его (её) производство, то есть это часть стоимости продукции,
добавленная непосредственно самим предприятием. Суммирование добавленных стоимостей по
всем производствам на уровне страны позволяет получить величину ВВП за рассматриваемый
интервал времени.

Таким образом, задачу изучения причин, порождающих экономические колебания (деловые
циклы), в принципе, можно свести к изучению некой динамической модели производственной
сети связанных между собой динамических элементов — производств, допускающей оценку
суммарной добавленной стоимости по всей сети (то есть ВВП) и анализ динамики изменения
ВВП от времени в зависимости от различных параметров сети и связей элементов в сети, что
в итоге может позволить изучить на такой модели условия возникновения деловых циклов.
Перейдем далее к построению такой модели.

2. Производственная модель

Будем рассматривать модель производственной сети как модель связанных между собой
динамических элементов — производств. Для каждого производства, как элемента сети, будем
рассматривать простую модель, характеризуемую только одной переменной, определяющей
прибыльность производства, а именно добавленной стоимостью. В качестве базовой модели
такого производства будем рассматривать типовую систему автоматического управления. Подход
к описанию динамического поведения различных технических, биологических, социальных
и других объектов как систем автоматического управления не является новым, и в литературе
можно найти много примеров использования такого подхода, в частности [10, 11].

Модель производства, функционирующего как система автоматического управления, показа-
на на рис. 1. Опишем динамику этой системы аналогично тому, как это сделано в [10]. Здесь 𝐸 —
объект управления, оценщик (Estimator), вырабатывающий на выходе оценку текущего значения ве-
личины добавленной стоимости 𝑉𝐶(𝑡). На вход системы поступает сигнал 𝑉𝑆(𝑡) — установленное
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Рис. 1. Модель производства как система автоматического регулирования

Fig. 1. Production model as a system of automatic regulation

заранее плановое значение величины добавленной стоимости. Далее для упрощения будем счи-
тать 𝑉𝑆(𝑡) постоянной величиной на рассматриваемых временных интервалах, а внешний шум
отсутствующим. Дискриминатор 𝐷 сравнивает сигналы 𝑉𝐶(𝑡) и 𝑉𝑆(𝑡), сигнал 𝑈𝐷 с выхода 𝐷

проходит через фильтр 𝐹 , который устраняет высокочастотные (мелкомасштабные) флуктуации.
Сигнал 𝑈𝐹 с выхода фильтра 𝐹 поступает на управитель 𝐶, который воздействует на активный
элемент 𝐸, изменяя оценочное значение 𝑉𝐶(𝑡) в сторону сближения с 𝑉𝑆(𝑡).

Уравнение, описывающее динамику системы автоматического управления, можно получить,
написав уравнения для каждого элемента системы. Сигнал на выходе оценщика можно записать
в виде

𝑉𝐶 = 𝑉 0
𝐶 + ∆𝑉, (1)

где 𝑉 0
𝐶 — оценка величины добавленной стоимости в начальный момент времени при разомкнутой

цепи управления, ∆𝑉 — изменение величины оценки под действием управителя 𝐶.
В предположении линейности и безынерционности управителя его уравнение можно

записать в виде

∆𝑉 = −𝑆𝑈𝐹 , (2)

где 𝑆 — крутизна характеристики управителя, а знак «минус» означает, что текущее значение 𝑉𝐶

смещается управителем в сторону сближения с 𝑉𝑆 .
Уравнение для фильтра 𝐹 записывается с использованием передаточной функции 𝐾(𝑝):

𝑈𝐹 = 𝐾(𝑝)𝑈𝐷. (3)

Уравнение для дискриминатора 𝐷 имеет вид

𝑈𝐷 = 𝐸Φ(𝑉𝐶 − 𝑉𝑆), (4)

где 𝐸 — некоторая контрольная величина выходного сигнала дискриминатора, Φ(𝑉𝐶 − 𝑉𝑆) —
нелинейность дискриминатора.

Введем обозначения: текущая разница оценочного и планового значения добавленной
стоимости 𝑉 = 𝑉𝐶 − 𝑉𝑆 , параметр σ = 𝑆𝐸 — контрольная поправка выходного значения
величины добавленной стоимости из-за действия цепи управления, безразмерная разница оценоч-
ного и планового значений добавленной стоимости 𝑥 = 𝑉/σ, безразмерная начальная разница
γ = (𝑉 0

𝐶 − 𝑉𝑆)/σ. С учетом введенных обозначений из (1)–(4) получаем динамическую модель
производства в операторной форме

𝑥+𝐾(𝑝)Φ(𝑥) = γ, 𝑝 ≡ 𝑑/𝑑𝑡. (5)
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Учтем инерционность цепи управления модели (5) в форме 𝐾(𝑝) = (1 + 𝑎𝑝)−1 и, введя безраз-
мерное время τ = 𝑡/𝑎, получим из (5) в предположении постоянства γ уравнение

𝑑𝑥

𝑑τ
+ 𝑥+Φ(𝑥) = γ. (6)

Нелинейность дискриминатора логично представить однопараметрической функцией с насыщением

Φ(𝑥) = 𝑏𝑥/(1 + |𝑏𝑥|) (7)

или со спадающим участком
Φ(𝑥) = 2𝑏𝑥/(1 + 𝑏2𝑥2). (8)

Наличие участка насыщения на характеристике дискриминатора представляется вполне естествен-
ным допущением. Что касается наличия спадающего участка характеристики дискриминатора,
то такой участок можно интерпретировать некой нереалистичностью больших управляющих
сигналов с выхода дискриминатора и связанным с этим недоверием к ним.

Далее в численных экспериментах будем принимать в (8) параметр 𝑏 ⩽ 4. Динамика моде-
ли (6) при сделанных предположениях определяется [12] единственным устойчивым состоянием
равновесия 𝑂(𝑥*), координата которого 𝑥 = 𝑥* находится из уравнения

Φ(𝑥) = γ− 𝑥. (9)

Заметим, что координата 𝑥 = 𝑥* в случае нелинейности (8) может располагаться как на вос-
ходящем участке нелинейности Φ(𝑥), так и на спадающем, это не сказывается на устойчиво-
сти состояния равновесия. При 𝑥* > 0 производство считаем доходным, при 𝑥* < 0 считаем
убыточным.

Здесь уместно следующее замечание. В операторной модели (5) введением различных 𝐾(𝑝)

можно учесть инерционности и запаздывания реального производства. В этом случае система
дифференциальных уравнений, соответствующая модели (5), может иметь высокий порядок и до-
пускать наличие автоколебательных режимов, в результате которых будут иметь место регулярные
или хаотические колебания выходной переменной — добавленной стоимости 𝑥(τ). Инерционности
и задержки при управлении производством могут быть вызваны, в частности, технологическими
особенностями или дефектами управления на данном производстве. Изучение особенностей
динамики производства, вызванных инерционностями цепей управления, лежит вне целей данной
работы. Здесь предполагается сделать акцент на изучении влияния связей между производствами
на динамику сети. С учетом этого обстоятельства далее будет рассматриваться динамика малых ан-
самблей из двух, трех связанных элементов-производств, где для описания отдельных производств
будет использоваться модель (6) в форме дифференциального уравнения первого порядка, имею-
щая предельно простую динамику — единственное устойчивое состояние равновесия. Модели
ансамблей из двух и трех связанных производств представляются нелинейными динамическими
системами, определенными в двух и трехмерном фазовых пространствах. Изучение динамики
этих моделей проведено путем анализа особых траекторий (состояний равновесия, сепаратрис,
предельных циклов) и их бифуркаций с применением комплекса программ ДНС [13].

3. Ансамбль из двух связанных производств

Рассмотрим взаимодействие двух производств. Сфокусируем дальнейший анализ на изуче-
нии влияния связей на динамику взаимодействующих систем. Исходя из этого, сделаем упрощения:
будем считать, что для обеих систем плановые значения 𝑉𝑆1 = 𝑉𝑆2 = 𝑉𝑆 одинаковы, нелинейности

Матросов В. В., Шалфеев В. Д.
Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 4 517



дискриминаторов идентичны, инерционности цепей управления 𝐾1(𝑝) = 𝐾2(𝑝) = 𝐾(𝑝) =

= (1 + 𝑎𝑝)−1 одинаковы, параметр σ1 = σ2 = σ. Тогда динамика двух связанных (путем обмена
управляющими сигналами) систем будет описываться уравнениями

𝑑𝑥1
𝑑τ

+ 𝑥1 +Φ(𝑥1) = γ1 + δ21Φ(𝑥2), (10)

𝑑𝑥2
𝑑τ

+ 𝑥2 +Φ(𝑥2) = γ2 + δ12Φ(𝑥1).

Здесь δ21 — коэффициент связи от второй системы к первой, δ12 коэффициент связи от первой
системы ко второй. Будем далее рассматривать кооперативные и конкурентные (антагонистиче-
ские) связи. Для примера возьмем два однонаправленно связанных производства П1 и П2, пусть
П2 воздействует на П1. Считаем оба производства доходными, то есть значения 𝑥*1 > 0 и 𝑥*2 > 0.
Если действие доходного П2 на П1 ведет к увеличению доходности П1, то такую связь логично
называть кооперативной. Если действие доходного П2 на П1 ведет к уменьшению доходности
П1 или переходу его в убыточные, то такую связь называют конкурентной (антагонистической).
Таким образом, в случае доходных производств при положительных знаках коэффициентов связей
δ12, δ21 взаимодействие между системами носит кооперативный характер, при отрицательных
δ12, δ21 взаимодействие носит антагонистический характер. Связь будем называть сильной, если
модуль параметра связи больше единицы, слабой — в противном случае.

Координаты 𝑥*1 и 𝑥*2 устойчивого состояния равновесия определяют соответственно зна-
чения добавленной стоимости первого и второго производства, а сумма 𝑆 = 𝑥*1 + 𝑥*2 отражает
величину равновесного совокупного валового продукта двух связанных производств. В ансамбле
связанных производств величины добавленных стоимостей и совокупного валового продукта
обусловливаются как состояниями взаимодействующих производств, так и параметрами связей.
Влияние соседней системы на значение добавленной стоимости 𝑥*1 зависит от состояния 𝑥*2
соседней системы. Если значение 𝑥*2 > 0, то кооперативная связь улучшает достигаемое значение
добавленной стоимости, если же 𝑥*2 < 0, то ухудшает. В случае антагонистической связи ситуация
меняется на противоположную. Здесь наблюдается положительный эффект при 𝑥*2 < 0 и отрица-
тельный при 𝑥*2 > 0. Рис. 2 иллюстрирует описанные выше ситуации: линии 1 соответствуют
случаю, когда 𝑥*1 > 0, 𝑥*2 > 0, линии 2 — 𝑥*1 > 0, 𝑥*2 < 0.
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Рис. 2. Зависимости добавленных стоимостей 𝑥*

1 (сплошные линии), 𝑥*
2 (пунктирные линии) (a) и величины рав-

новесного совокупного валового продукта 𝑆 = 𝑥*
1 + 𝑥*

2 (b) от параметра связи δ21 для нелинейности (7) при
γ1 = 0.5, γ2 = 0.2, δ12 = 0.5 — линии 1; γ1 = 0.5, γ2 = −0.3, δ12 = 0.5 — линии 2 (цвет онлайн)

Fig. 2. Dependences of added values 𝑥*
1 (solid lines), 𝑥*

2 (dashed lines) (a) and the value of the equilibrium aggregate gross
product 𝑆 = 𝑥*

1 + 𝑥*
2 (b) on the link parameter 𝑘21 for nonlinearity (7) with γ1 = 0.5, γ2 = 0.2, δ12 = 0.5 — lines 1;

γ1 = 0.5, γ2 = −0.3, δ12 = 0.5 — lines 2 (color online)
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Система (10) инвариантна относительно замен Λ1 : (γ1, γ2, δ21, δ12, 𝑥1, 𝑥2) ⇒ (−γ1,−γ2,
δ21, δ12,−𝑥1,−𝑥2), Λ2 : (γ1, γ2, δ21, δ12, 𝑥1, 𝑥2) ⇒ (−γ1, γ2,−δ21,−δ12,−𝑥1, 𝑥2), Λ3 : (γ1,
γ2, δ21, δ12, 𝑥1, 𝑥2) ⇒ (γ1,−γ2,−δ21,−δ12, 𝑥1,−𝑥2), поэтому достаточно рассмотреть динамику
ансамбля, когда обе связи кооперативные и когда одна связь антагонистическая, другая коопера-
тивная, например, δ21 < 0, δ12 > 0.

3.1. Динамика модели двух производств с нелинейностью с насыщением. Изучение
равновесных состояний модели (10) можно провести путем анализа главных изоклин с последу-
ющим вычислением индекса Пуанкаре в точках их пересечения для определения типа особой
точки. В результате установлено, что при сильных кооперативных связях при нулевых значе-
ниях γ1 = 0, γ2 = 0 и 1 < 𝑏 ⩽ 4 модель (10) имеет три состояния равновесия, два из которых
устойчивые, и одно седло. Представление о размерах и расположении областей существования
трех состояний равновесия модели (10) в пространстве параметров дает рис. 3. На нем области
существования трех состояний равновесия отмечены серым цветом разной интенсивности в зави-
симости от значений фиксированных параметров модели. Из представленных картин следует, что
режим бистабильного поведения в модели (10) реализуется при кооперативных связях, когда хотя
бы одна связь сильная. Область существования бистабильного режима размещается в области
малых значений γ. В случае конкурентных связей δ21 · δ12 < 0 в фазовом пространстве модели
(10) имеет место одно устойчивое состояние равновесия, в численных экспериментах режимы
бистабильного поведения не выявлены.
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Рис. 3. Области существования трех состояний равновесия модели (10) с нелинейностью (7) при δ21 = 1.7, δ12 = 2.3,
𝑏 = 4.0, 2.0, 1.1 (a); γ1 = 0, 𝑏 = 4.0, δ12 = 2.3, 1.8, 1.3, 1.05 (b); γ1 = γ2 = 0, 0.5, 1.0, 𝑏 = 4.0 (c)

Fig. 3. Regions of existence of three equilibrium states of model (10) with nonlinearity (7) when δ21 = 1.7, δ12 = 2.3,
𝑏 = 4.0, 2.0, 1.1 (a); γ1 = 0, 𝑏 = 4.0, δ12 = 2.3, 1.8, 1.3, 1.05 (b); γ1 = γ2 = 0, 0.5, 1.0, 𝑏 = 4.0 (c)

3.2. Динамика модели двух производств с нелинейностью со спадающим участком.
Отличительной особенностью нелинейности (8) является наличие спадающего участка, что
приводит к существованию у модели (5) при 𝑏 > 4 трех состояний равновесия.

Мы рассмотрели пограничное значение 𝑏 = 4, когда в системе (5) существует лишь одно
состояние равновесия. Несмотря на то, что исходная модель (5) с нелинейностью (8) содержит
лишь одно устойчивое состояние равновесия, при объединении в ансамбль двух таких моделей
рождается система с богатой динамикой. В частности, из анализа поведения главных изоклин
следует, что модель (10) может иметь в фазовом пространстве до семи состояний равновесия.
На рис. 4 приведены структуры плоскости параметров (γ1, γ2) модели (10) при кооперативных
связях, когда обе связи сильные (рис. 4, a), одна связь сильная, другая слабая (рис. 4, b) и
когда обе связи слабые (рис. 4, c). Здесь выделены области с различным количеством состояний
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Рис. 4. Разбиение плоскости параметров (γ1, γ2) модели (10) с нелинейностью (8) на области с различным числом
состояний равновесия при 𝑏 = 4.0, δ21 = 1.7, δ12 = 2.3 (a); δ21 = 0.9, δ12 = 2.3 (b); δ21 = 0.9, δ12 = 0.9 (c) (цвет
онлайн)

Fig. 4. Partitioning the plane (γ1, γ2) of parameters of model (10) with nonlinearity (8) into regions with different numbers of
equilibrium states when 𝑏 = 4.0, δ21 = 1.7, δ12 = 2.3 (a); δ21 = 0.9, δ12 = 2.3 (b); δ21 = 0.9, δ12 = 0.9 (c) (color online)

равновесия, общее число состояний равновесия характеризует цифра, заключенная в кружок. При
этом число устойчивых состояний равновесия растет по мере увеличения общего количества
состояний равновесия и равно 1, 2, 3 и 4 для областей с 1, 3, 5 и 7 состояниями равновесия
соответственно. Из представленных диаграмм следует, что при сильных кооперативных связях
ансамбль демонстрирует высокую мультистабильность в области малых начальных отклонений
γ оценочных значений добавленной стоимости от плановых. Снижение силы связей уменьшает
степень мультистабильности в области малых γ, вплоть до полного исчезновения. При этом при
больших отклонениях γ зоны бистабильного поведения сохраняются.

Возможные фазовые портреты модели (10) с нелинейностью (8) приведены на рис. 5.
Обратим внимание на рис. 5, b и рис. 5, c, где представлены фазовые портреты из области
параметров с пятью состояниями равновесия и близкими значения параметров. Здесь, несмот-
ря на близость параметров, бассейны притяжения состояний равновесия 5 и 7 существенно
различаются. На рис. 5, b стационарный режим, определяемый состоянием равновесия 5, не
может реализовываться при начальных условиях из четвертого квадранта фазовой плоскости,
а на рис. 5, c стационарный режим, определяемый состоянием равновесия 7, не может реализо-
вываться при начальных условиях из второго квадранта. Перераспределение фазовых потоков
к состояниям равновесия 5 и 7 происходит в результате совпадения выходящей сепаратрисы 𝑠

520
Матросов В. В., Шалфеев В. Д.

Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 4



a b c

d e f

Рис. 5. Фазовые портреты модели (10) с нелинейностью (8) при δ21=1.7, δ12=2.3, 𝑏=4 γ1=γ2=0 (a);
γ1= −0.4, γ2=0 (b); γ1= −0.5, γ2=0 (c); γ1= −0.9, γ2= −0.7 (d); γ1= −0.95, γ2=0 (e); γ1= −1.1, γ2=0 (f ) (цвет
онлайн)

Fig. 5. Phase portraits of the model (10) with nonlinearity (8) at δ21=1.7, δ12=2.3, 𝑏=4 γ1=γ2=0 (a); γ1= −0.4, γ2=0 (b);
γ1= −0.5, γ2=0 (c); γ1= −0.9, γ2= −0.7 (d); γ1= −0.95, γ2=0 (e); γ1= −1.1, γ2=0 (f ) (color online)

седла 4 и входящей сепаратрисы 𝑟 седла 6. Бифуркационные кривые, отвечающие за образование
гетероклинических траекторий, на рис. 4, a проведены пунктирными линиями.

Представление о структуре плоскости параметров (γ1, γ2) модели (10) с нелинейностью (8)
при конкурентных связях дает рис. 6. На нем приведены картины, когда обе связи сильные
(рис. 6, a), одна связь сильная, другая слабая (рис. 6, b) и когда обе связи слабые (рис. 6, c).

a b c

..........

Рис. 6. Разбиение плоскости параметров (γ1, γ2) модели (10) с нелинейностью (8) на области с различным числом
состояний равновесия при 𝑏 = 4.0, δ21 = −1.83, δ12 = 2.3 (a); δ21 = −0.9, δ12 = 2.3 (b); δ21 = −0.9, δ12 = 0.9 (c)
(цвет онлайн)

Fig. 6. Partitioning the plane (γ1, γ2) of parameters of model (10) with nonlinearity (8) into regions with different numbers of
equilibrium states when 𝑏 = 4.0, δ21 = −1.83, δ12 = 2.3 (a); δ21 = −0.9, δ12 = 2.3 (b); δ21 = −0.9, δ12 = 0.9 (c) (color
online)
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Рис. 7. Примеры зависимостей величины равновесного совокупного валового продукта 𝑆, рассчитанные по модели (10)
с нелинейностью (8) при 𝑏 = 4, δ21 = 1.7, δ12 = 2.3, γ2 = 0 (a) и γ2 = 0.7 (b); δ21 = −1.83, δ12 = 2.3, γ2 = −0.5 (c)
и γ1 = 0.2 (d) (цвет онлайн)

Fig. 7. Examples of dependencies of the value of the equilibrium aggregate gross product 𝑆, calculated using the model (10)
with nonlinearity (8) at 𝑏 = 4, δ21 = 1.7, δ12 = 2.3, γ2 = 0 (a) и γ2 = 0.7 (b); δ21 = −1.83, δ12 = 2.3, γ2 = −0.5 (c) and
γ1 = 0.2 (d) (color online)

Из приведенных картин следует, что области параметров с мультистабильным поведением
ансамбля существуют при наличии хотя бы одной сильной связи, и располагаются они в об-
ласти больших γ. В случае слабых связей ансамбль из двух связанных производств способен
демонстрировать бистабильное поведение, которое также наблюдается при больших γ. Мульти-
стабильное поведение системы (10) приводит гистерезисным явлениям. Примеры неоднозначного
поведения модели двух связанных производств приведены на рис. 7. Здесь сплошные линии
отражают изменение величины равновесного совокупного валового продукта 𝑆, штриховые линии
воспроизводят скачкообразное изменение валового продукта, стрелочки указывают направление
изменения параметра.

Что касается автоколебательных режимов в ансамбле двух связанных производств,
то в процессе численных экспериментов с моделью (10) они не обнаружены.

4. Ансамбль из трех связанных производств

Рассмотрим взаимодействие трех производств (рис. 8). Далее будем считать, что для всех
систем плановые значения 𝑉𝑆1 = 𝑉𝑆2 = 𝑉𝑆3 = 𝑉𝑆 одинаковы, нелинейности дискриминаторов
идентичны, инерционности цепей управления 𝐾1(𝑝) = 𝐾2(𝑝) = 𝐾(𝑝) = (1 + 𝑎𝑝)−1 одинаковы,
параметр σ1 = σ2 = σ3 = σ.
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Рис. 8. Схема взаимодействия трех производств

Fig. 8. Scheme of interaction of three productions

Тогда динамика трех связанных систем будет опи-
сываться уравнениями

𝑑𝑥1
𝑑τ

+ 𝑥1 +Φ(𝑥1) = γ1 + δ21Φ(𝑥2) + δ31Φ(𝑥3),

𝑑𝑥2
𝑑τ

+ 𝑥2 +Φ(𝑥2) = γ2 + δ12Φ(𝑥1) + δ32Φ(𝑥3), (11)

𝑑𝑥3
𝑑τ

+ 𝑥3 +Φ(𝑥3) = γ3 + δ13Φ(𝑥1) + δ23Φ(𝑥2),

где δ𝑖𝑗 — коэффициенты связей от 𝑖-й системы к 𝑗-й.
Ансамбль из трех элементов можно рассматривать как объединение трех пересекающихся

пар: {1, 2}, {1, 3}{2, 3}. Каждая пара, в зависимости от параметров связей, имеет свое разбиение
в плоскости параметров, соответствующих γ.

4.1. Динамика модели трех производств c нелинейностью с насыщением. Возьмем
пару {1, 2} с нелинейностью (7) и параметрами 𝑏=3.7, γ1=0.6, γ2=0.5, δ12=2.6, δ21 = 4.6.
В этом случае структуру фазового портрета модели (10) определяют три состояния равно-
весия: 𝑂1(𝑥

*
11 = 3.72, 𝑥*21 = 2.04), 𝑂3(𝑥

*
13 = −2.14, 𝑥*23 = −1.02) — устойчивые узлы

и 𝑂2(𝑥
*
12 = −0.12, 𝑥*22 = −0.077) — седло. Свяжем пару {1, 2} однонаправленными связями

с третьим элементом при γ3 = 0.54, динамика которого определяется устойчивым состояни-
ем равновесия с координатой 𝑥*3 = 0.16. Сконструированный таким образом ансамбль насле-
дует структуру фазового пространства модели пары {1, 2}. В случае кооперативных связей
δ13 = 0.75, δ23 = 4.6 структура фазового портрета модели (11) определяется устойчивыми со-
стояния равновесия 𝑂1(𝑥

*
11=3.72, 𝑥*21=2.04, 𝑥*31=2.71), 𝑂3(𝑥

*
13=−2.14, 𝑥*23=−1.02, 𝑥*33=−1.42)

и седлом 𝑂2(𝑥
*
12 = −0.12, 𝑥*22 = −0.077, 𝑥*32 = −0.08). При антагонистических связях

δ13 = −0.75, δ23 = −4.6 модель (11) также имеет два устойчивых состояния равновесия
𝑂1(𝑥

*
11 = 3.72, 𝑥*21 = 2.04, 𝑥*31 = −1.68), 𝑂3(𝑥

*
13 = −2.14, 𝑥*23 = −1.02, 𝑥*33 = 2.44) и седло

𝑂2(𝑥
*
12 = −0.12, 𝑥*22 = −0.077, 𝑥*32 = 0.66).
Влияние обратных связей от третьего элемента к первым двум иллюстрирует рис. 9. Здесь

линия 𝑙1 соответствует слиянию состояний равновесия 𝑂3 и 𝑂2; линия 𝑙2 — появлению двух новых

a b

Рис. 9. Параметрический портрет модели (11) при 𝑏=3.7, γ1=0.6, γ2=0.5, γ3=0.54, δ12=2.6, δ21 = 4.6 в случае
δ13 = 0.75, δ23 = 2.7 (a) и δ13 = −0.75, δ23 = −2.7 (b) (цвет онлайн)

Fig. 9. Parametric portrait of the (11) when 𝑏=3.7, γ1=0.6, γ2=0.5, γ3=0.54, δ12=2.6, δ21 = 4.6 at δ13 = 0.75,
δ23 = 2.7 (a) and δ13 = −0.75, δ23 = −2.7 (b) (color online)
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Рис. 10. Пример бистабильного автоколебательного поведения модели (11) и соответствующие ему зависимости
𝑆(𝑡) = 𝑥1 + 𝑥2 при 𝑏=3.7, γ1=0.6, γ2=0.5, γ3=0.54, δ12=2.6, δ21 = 4.6, δ13 = −0.75, δ23 = −2.7, δ31 = 10,
δ32 = −4.72183 (цвет онлайн)

Fig. 10. Example of bistable self-oscillatory behavior of the model (11) and the corresponding dependence 𝑆(𝑡) = 𝑥1 + 𝑥2

at 𝑏=3.7, γ1=0.6, γ2=0.5, γ3=0.54, δ12=2.6, δ21 = 4.6, δ13 = −0.75, δ23 = −2.7, δ31 = 10, δ32 = −4.72183 (color
online)

состояний равновесия 𝑂4 и 𝑂5. Линия 𝑙2 содержит точку нейтральности 𝑛1, которая делит эту
линию на два участка. Участок кривой, отмеченный сплошной линией, соответствует слиянию
устойчивого и седлового состояний равновесия, а участок кривой, отмеченный штриховой линией,
отвечает слиянию неустойчивых состояния равновесия. Точка 𝑛1 является концевой для кривой ℎ1
бифуркационной кривой Андронова–Хопфа (штрихпунктирная линия). В точках 𝑘𝑖 на линии ℎ1
первая ляпуновская величина обращается в ноль. Точки 𝑘𝑖 разбивают линию ℎ1 на участки мягкого
и жесткого возбуждения колебаний. Участки кривой с жестким режимом возбуждения колебаний
на рис. 9 отмечены красным цветом, с мягким — черным. Механизму жесткого возбуждения
колебаний предшествует касательная бифуркация (на линии 𝑙3), в результате которой в фазовом
пространстве модели (11) появляются устойчивый и неустойчивый предельные циклы.

Таким образом, линии 𝑙1 − 𝑙3, ℎ1 разбивают плоскость параметров (δ31, δ32) на области
с различным числом состояний равновесия и динамическим поведением. На рис. 9 выделенные
области характеризуются парой чисел, где первое число отражает общее число состояний рав-
новесия в данной области, а в квадратных скобках — число устойчивых состояний равновесия.
Здесь также желтым цветом выделены области с одним устойчивым состоянием равновесия,
голубым — с двумя устойчивыми состояниями равновесия, штриховкой отмечена область 𝐶1

существования автоколебательных режимов. Установлено, что в области 𝐶1 одновременно может
существовать два автоколебальных режима. На рис. 10 приведены проекции одновременно суще-
ствующих устойчивых предельных циклов. Область бистабильного автоколебательного режима
мала, поэтому на рис. 9 она не отмечена.

4.2. Динамика модели трех производств c нелинейностью со спадающим участком.
Возьмем пару {1, 2} c нелинейностью (8) и параметрами γ1=0.6, γ2=0.5, δ21=4.6, δ12=2.6, 𝑏=3.7

и свяжем ее однонаправленной положительной связью с третьим элементом, где δ13 = 0.75,
δ23 = 2.7. При выбранных значениях параметров фазовый портрет определяют три устойчивых
состояния равновесия: 𝑂1(3.87, 0.12, 2.4258), 𝑂3(−1.26,−0.07,−0.18) и 𝑂5(−0.16,−1.45,−0.19),
а также седла 𝑂2(−0.038,−0.027,−0.025), 𝑂4(−0.53,−1.22,−0.23) с сепаратрисами.
При нулевых связях δ13 = δ23 = 0 третий элемент ансамбля имеет одно устойчивое стаци-
онарное состояние равновесия в точке 𝑥*3 = 0.68. Далее проанализируем влияние параметров
обратных связей δ31 и δ32 от третьего элемента к первому и второму элементам ансамбля.

На рис. 11 приведена карта динамических режимов модели (11) на плоскости (δ31, δ32).
Здесь области, где система (11) имеет разное число устойчивых состояний равновесия (стационар-
ных режимов), окрашены различными цветами. Кроме того, каждому цвету области поставлена
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Рис. 11. Параметрический портрет модели (11) при γ1 = 0.6, δ21 = 4.6, δ12 = 2.6, γ2 = 0.5, δ23 = 2.7, δ13 = 0.75,
γ3 = 0.54, 𝑏 = 3.7 (a), увеличенный фрагмент параметрического портрета (b) (цвет онлайн)

Fig. 11. Parametric portrait of the (11) when γ1 = 0.6, δ21 = 4.6, δ12 = 2.6, γ2 = 0.5, δ23 = 2.7, δ13 = 0.75, γ3 = 0.54,
𝑏 = 3.7 (a), enlarged fragment of parametric portrait (b) (color online)

в соответствие цифра, которая отражает число устойчивых состояний равновесия в этой обла-
сти. Структуру разбиения определяют сплошные линии 𝑙1 − 𝑙10, соответствующие бифуркации
двукратных состояний равновесия (седло-узловая бифуркация), а также штрихпунктирные ли-
нии ℎ1 − ℎ7, отражающие бифуркации Андронова–Хопфа. Бифуркационные кривые ℎ1 − ℎ7
примыкают к кривым 𝑙1 − 𝑙9 в точках нейтральности 𝑛𝑖. При этом линии, отмеченные черным
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цветом, соответствуют мягкой смене устойчивости состояния равновесия и появлению в фазовом
пространстве устойчивого предельного цикла. Красный цвет штрихпунктирной кривой характери-
зует жесткий механизм смены устойчивости, когда устойчивые предельные циклы не возникают.
Точки, разделяющие участки разного цвета, соответствуют обращению в ноль первой ляпуновской
величины. Штриховые линии 𝑙5 и 𝑙8 отражают слияние и исчезновение неустойчивых состояний
равновесия. Эти бифуркации не оказывают существенного влияния на аттракторную динамику
модели (11), линии 𝑙5 и 𝑙8 нанесены для более полного понимания бифуркационных переходов.
Из анализа представленного разбиения плоскости (δ31, δ32), с учетом того, что остальные связи
кооперативные1, следует:

� объединение трех элементов с одним стационарным состоянием кооперативными связями
приводит к увеличению устойчивых стационарных режимов. В рассмотренном случае число
одновременно существующих устойчивых состояний равновесия может достигать шести.
Наиболее крупными областями мультистабильного поведения являются области с двумя,
тремя и четырьмя устойчивыми состояниями равновесия;

� в ансамбле из трех элементов, связанных кооперативными связями, могут реализовываться
регулярные автоколебательные режимы;

� в ансамбле из трех элементов, объединенных конкурентными связями, число одновременно
существующих устойчивых стационарных режимов может достигать восьми. Также су-
ществуют такие значения параметров связей, когда в ансамбле устойчивые стационарные
режимы отсутствуют, в этом случае реализуется автоколебательный режим.

На рис. 11 штриховкой отмечены области существования автоколебательных режимов
𝐶1–𝐶4. Область 𝐶1, расположенная в первом квадранте параметрического портрета, ограничена
кривыми: суперкритической бифуркации Андронова–Хопфа (штрихпунктирная линия) и двукрат-
ного предельного цикла (нижняя границы области 𝐶1). Сверху область 𝐶1 ограничивают либо
линии бифуркаций петли сепаратрис различной обходности, либо линии кризиса хаотического
аттрактора. Хаотический аттрактор возникает в результате каскада бифуркаций удвоения периода
при больших значениях δ31.

Область 𝐶2 размещается в первом квадранте, границами этой области служат бифуркацион-
ные кривые: Андронова–Хопфа (штрихпунктирная линия) и двукратного предельного цикла —
сплошная линия, примыкающая к точке обращения в ноль первой ляпуновской величины. Автоко-
лебательный режим, реализуемый при значениях параметров из области 𝐶2, является регулярным,
при вариациях параметров внутри области бифуркаций не испытывает.

Область 𝐶3, в силу малых размеров, представлена на фрагменте 11, b. Границами этой
области служат бифуркационные кривые Андронова–Хопфа, двукратного предельного цикла
(касательная бифуркация) и петли сепаратрис седло-узла. На фрагменте в точках 𝑘1 и 𝑘2 первая
ляпуновская величина обращается ноль.

Область 𝐶4 — наиболее крупная область. Она размещается в третьем квадранте, то есть где
параметры связей δ31 и δ32 являются антагонистическими. Отметим, что при больших значениях
δ31 и δ32 автоколебательный режим становится глобально устойчивым, при уменьшении δ31 и δ32
глобальная устойчивость предельного цикла нарушается устойчивыми состояниями равновесия,
а сам предельный цикл может терять устойчивость через бифуркации удвоения периода, превра-
щаясь в хаотический аттрактор (рис. 12). На рис. 11 бифуркационная кривая, характеризующая
первое удвоение периода, проведена пунктирной линией. Область существования хаотических

1Первый квадрант отражает случай, когда элементы ансамбля объедены только кооперативными связями — все
связи положительны, в остальных квадрантах связи конкурентные.

526
Матросов В. В., Шалфеев В. Д.

Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 4



Рис. 12. Проекции хаотического аттрактора модели (11) при γ1 = 0.6, δ21 = 4.6, δ12 = 2.6, γ2 = 0.5, δ23 = 2.7,
δ13 = 0.75, γ3 = 0.54, 𝑏 = 3.7, δ31 = −4.5, δ32 = −2.87

Fig. 12. Projections of chaotic attractors of (11) when γ1 = 0.6, δ21 = 4.6, δ12 = 2.6, γ2 = 0.5, δ23 = 2.7, δ13 = 0.75,
γ3 = 0.54, 𝑏 = 3.7, δ31 = −4.5, δ32 = −2.87

колебаний в третьем квадранте несколько больше, чем в первом, но все равно невелика. Область
𝐶4, где автоколебательный режим глобально устойчив, выделена темно-серым цветом.

Из анализа автоколебательных режимов следует:

� При кооперативных связях в пространстве параметров есть несколько областей, где ре-
ализуются автоколебательные режимы — области 𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3. Области существования
автоколебательных режимов имеют небольшие размеры, при этом сами автоколебательные
режимы не являются глобально устойчивыми. В области 𝐶2 автоколебательный режим
может быть как регулярным, так и хаотическим.

� В случае конкурентных связей область существования автоколебательного режима 𝐶4

существенно больше областей 𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3. Автоколебательный режим может быть как
регулярным, так и хаотическим, при этом регулярный автоколебательный режим может
быть глобально устойчивым.

Теперь рассмотрим пару {1, 2} c нелинейностью (8) с конкурентными (антагонистически-
ми) связями δ21 = −4.6, δ12 = −2.6, 𝑏 = 3.7 и свяжем ее однонаправленными отрицательными
связями с третьим элементом, где δ13 = −0.75, δ23 = −2.7. При γ1 = 0.6, γ2 = 0.5 фазовый
портрет модели (11) определяют три устойчивых состояния равновесия: 𝑂1(−0.1, 1.84, 0.028),
𝑂3(1.63, −0.04, 0.18) и 𝑂5(−3.0, 0.14, −1.07), а также седла 𝑂2(0.02, 0.01, 0.02),
𝑂4(−1.35, 0.99,−0.18) с одномерными выходящими сепаратрисами. Влияние обратных связей
от третьего элемента ансамбля к паре {1, 2} отражает рис. 13, который представляет разбиение
плоскости параметров δ31 и δ32 на области с различным числом устойчивых состояний равнове-
сия, которые помечены различным цветом, а также цифрой, отражающей число стационарных
режимов. Границами выделенных областей служат кривые бифуркаций двукратного состояния
равновесия — сплошные линии и Андронова–Хопфа — штрихпунктирные линии. Штриховкой от-
мечены области, при значениях параметров из которых существует регулярный автоколебательный
режим. Эти области ограничены штрихпунктирной линией мягкой бифуркации Андронова–Хопфа,
а также штрихпунктирной линией с двумя точками, которая включает в себя бифуркационные
кривые петли сепаратрис, двукратного предельного цикла, а также бифуркации удвоения периода.
Отметим, что при рассмотренных значениях параметра бифуркации удвоения периода является
жесткой, которая не приводит к удвоению периодов автоколебательных режимов. Существование
хаотических колебаний не установлено.

Матросов В. В., Шалфеев В. Д.
Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 4 527



-25 -15 5 15 25

-10

-8

-6

-4

2

42

3 2

3

2

3

�31

�32

3

2 3 4

4

6

4

5

5

5

4

5

15 20 25

-0,9

-0,8

-0,7

-0,6

-0,5

10

2

2

1
2

2 3
4

4

3

Рис. 13. Параметрический портрет модели (11) при γ1 = 0.6, δ21 = 4.6, δ12 = −2.6, γ2 = 0.5, δ23 = −2.7,
δ13 = −0.75, γ3 = 0.54, 𝑏 = 3.7 (цвет онлайн)

Fig. 13. Parametric portrait of the (11) when γ1 = 0.6, δ21 = 4.6, δ12 = −2.6, γ2 = 0.5, δ23 = −2.7, δ13 = −0.75,
γ3 = 0.54, 𝑏 = 3.7 (color online)

Таким образом, проведенный анализ позволяет сделать вывод о важности связей в ансам-
блях связанных элементов-производств. При этом коллективное поведение элементов в ансамбле
определяется как количеством элементов в ансамбле, так и правилом оценки сравниваемых
величин добавленной стоимости (видом нелинейности Φ дискриминатора 𝐷). Можно констатиро-
вать, что увеличение элементов ансамбля с изначально однозначным стационарным поведением
приводит к возникновению в пространстве параметров моделей зон мультистабильного поведения,
к появлению автоколебательных режимов, как регулярных, так и хаотических.

Заключение

В работе рассмотрена динамика эндогенной модели производственной сети в зависимости
от типа связей между элементами-производствами. Элементы сети моделировались как системы
автоматического управления. В качестве управляемой переменной принят экономический показа-
тель — добавленная стоимость, что позволяет изучать модельную динамику валовой добавленной
стоимости по всей сети, а следовательно, динамику изменения объема ВВП. Проведенные чис-
ленные эксперименты с малыми ансамблями элементов показали, что включение кооперативных
и конкурентных связей между элементами сети ведет к появлению регулярных и хаотических
колебаний в динамике изменения ВВП, то есть к возникновению экономических циклов. Есте-
ственно, что предложенная нами модель не может быть основой для прогнозирования конкретных
данных реальных экономических циклов, однако позволяет сделать заключение о перспективности
предложенной модели и подхода для дальнейших экспериментов по изучению качественных
особенностей экономических колебаний, причин их возникновения и характера их зависимости
от экономических связей между участниками рынка.
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Аннотация. Целью работы является обнаружение и изучение особенностей динамики вязкой жидкости, испыты-
вающей периодические по времени воздействия, не имеющие выделенного направления в пространстве, в воз-
можно более простых гидромеханических условиях (способных обеспечить нетривиальное поведение жидкости).
Методы. Использованы аналитические методы исследования краевых задач для уравнений Навье–Стокса и неразрыв-
ности — метод возмущений, метод Фурье. Результаты. Поставлена и решена новая задача о течении вязкой жидкости.
Гидромеханическая система состоит из несжимаемой вязкой жидкости и движущейся абсолютно твердой стенки,
оказывающей на жидкость периодические воздействия. Обнаружена новая особенность динамики вязкой жидкости,
состоящая в том, что в простейших гидромеханических условиях жидкость на фоне колебаний (в среднем по времени)
совершает движение нового типа — стационарное, затухающее с расстоянием от стенки движение, характеризующееся
наличием слоистой структуры. Заключение. Полученные результаты могут использоваться, в частности, в научном
поиске подходов к управлению гидромеханическими системами, при разработке методов организации заданных
течений жидких сред.

Ключевые слова: вязкая жидкость, периодические по времени воздействия, выделенное направление в пространстве,
структура течения.
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Abstract. Purpose of the work is the revealing and the researching of peculiarities of the dynamics of a viscous liquid which
is undergoing by periodic in time influences possessing no predominant direction in space under possible simplest hydro-
mechanical conditions (which are able to provide non-trivial behavior of the liquid). Methods. The analytic investigational
methods for boundary problems for Navier–Stokes and continuity equations are used that are the method of perturbations, the
method of Fourier. Results. A new problem on the flow of a viscous liquid is formulated and solved. The hydro-mechanical
system consists of an incompressible viscous liquid and a moving absolutely solid wall which creates periodic influences
to the liquid. A new peculiarity of the viscous liquid dynamics is revealed consisting in that in simplest hydro-mechanical
conditions the liquid in the background of oscillations (in average of time) performs a motion of a new type — a stationary
fading with the distance from the wall motion which is characterized by the presence of a laminate structure. A physical
interpretation of the formulation of the problem under consideration is given. Conclusion. The obtained results can be used in
particular in a scientific search of ways to control hydro-mechanical systems, under a developing methods of a creation of
prescribed flows of liquid media.
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Введение

Периодические по времени воздействия, процессы чрезвычайно широко и разнообразно
представлены в природе и технике. Периодическим (колебательным, вибрационным) воздей-
ствиям могут подвергаться, в частности, гидромеханические системы. Изучению динамики
гидромеханических систем при периодических воздействиях посвящено значительное число
работ (см., например, [1–30], а также [31–57]). К настоящему времени в данном научном направ-
лении получен ряд содержательных результатов, выявлены новые гидромеханические эффекты,
значительно повышен уровень понимания особенностей динамики гидромеханических систем.
В частности, обнаружены эффекты парадоксального поведения твердого включения в вибрирую-
щей жидкости [1,2,7,21,31–34,42], «самопроизвольного» перехода твердого тела в колеблющейся
вязкой жидкости в положение с заданной ориентацией в пространстве [19], преимущественно
однонаправленного вращения твердого тела и вязкой жидкости [22]. Установлено наличие «разре-
шенных» и «запрещенных» состояний подвергающейся периодическим по времени воздействиям
гидромеханической системы, для которых решение задачи о движении системы соответственно
существует и не существует [15]. Обнаружен эффект «левитации» жидкости [29, 52]. Построе-
на математическая модель гидромеханического аналога «маятника Капицы» [12, 58]. Введены
основополагающие понятия однородных и неоднородных колебаний жидкости, определены
количественные характеристики неоднородности колебаний жидкости [5, 7, 11, 21]. Доказано
существование явления преимущественно однонаправленного движения сжимаемых включе-
ний в вибрирующей жидкости [3, 4, 7, 21, 36, 44]. Результаты, получаемые в рассматриваемом
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научном направлении, могут представлять, в частности, существенный прикладной интерес
(см. в связи с этим, например, [35, 53–57]).

В настоящей работе поставлена и решена новая задача о движении вязкой жидкости, порож-
даемом оказываемыми на жидкость периодическими воздействиями, не имеющими выделенного
направления в пространстве. Установлено, что периодические по времени воздействия на жид-
кость могут приводить к среднему по времени движению жидкости, которое характеризуется
наличием пространственной структуры периодического типа.

1. Постановка задачи

 

Y

  

Χ = Α 

Z

  

X 

Ω 

  

η 

Γη  

Рис. 1. Гидромеханическая система

Fig. 1. The hydro-mechanical system

Имеется гидромеханическая система, со-
стоящая из вязкой несжимаемой жидкости и
абсолютно твердого тела (стенки) η (рис. 1).
Тело η ограничено плоскостью Γη, перпенди-
кулярной к оси 𝑋 инерциальной прямоуголь-
ной системы координат 𝑋,𝑌, 𝑍 и пересека-
ющейся с осью 𝑋 в точке 𝑋 = 𝐴. Жид-
кость заполняет область Ω: 𝐴 < 𝑋 < ∞,
−∞ < 𝑌 < ∞, −∞ < 𝑍 < ∞.
Стенка η совершает поступательное движе-
ние вдоль осей 𝑋,𝑌 ; координата 𝐴 и ско-
рость 𝑈 движения стенки η в направле-
нии оси 𝑌 заданным образом периодиче-
ски с периодом 𝑇 изменяются со временем
𝑡 (𝐴 = ̂︀𝐴 sin 2π𝑡/𝑇 ; 𝑈 = ̂︀𝑈 sin(2π𝑡/𝑇 +
+ 3); ̂︀𝐴 > 0, ̂︀𝑈 > 0 — постоянные;
3 — параметр, который может иметь значения
π/4, −π/4, 3π/4, −3π/4).

Требуется определить периодическое по
времени движение жидкости.

Пусть τ = 𝑡/𝑇 ; 𝑥 = 𝑋/(̂︀𝑈𝑇 ); 𝑦 =
= 𝑌/(̂︀𝑈𝑇 ); 𝜀 = ̂︀𝐴/(̂︀𝑈𝑇 ); 𝑎 = 𝐴/(̂︀𝑈𝑇 ); 𝑢 =
= 𝑈/̂︀𝑈 ;V, ρ и ν — соответственно ско-
рость, плотность и кинематический коэффициент вязкости жидкости; v = V/̂︀𝑈 =
= 𝑣𝑥(𝑥, τ)e𝑥 + 𝑣𝑦(𝑥, τ)e𝑦 (e𝑥 и e𝑦 — единичные векторы, направления которых совпадают с
направлениями осей соответственно 𝑋 и 𝑌 ); 𝑃 — давление в жидкости; 𝑝 = 𝑃/(ρ̂︀𝑈2) = 𝑝(𝑥, τ);
𝑅𝑒 = ̂︀𝑈2𝑇/ν — число Рейнольдса.

Задачу о движении жидкости составляют уравнение Навье—Стокса, уравнение неразрывно-
сти и условия на границе Γη и на бесконечности

𝜕v

𝜕τ
+ (v · ∇)v = −∇𝑝+

1

𝑅𝑒
∆v в Ω; (1)

∇ · v = 0 в Ω; (2)

v =
𝑑𝑎

𝑑τ
e𝑥 + 𝑢e𝑦 на Γη (при 𝑥 = 𝑎); (3)

v → 𝑑𝑎

𝑑τ
e𝑥 при 𝑥 → ∞. (4)
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2. Решение задачи

Уравнение (2) эквивалентно уравнению

𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑥

= 0; (5)

Согласно (5) имеем
𝑣𝑥 = 𝑣𝑥(τ). (6)

Из (3), (4), (6) следует
𝑣𝑥 = 2π𝜀 cos 2πτ. (7)

Уравнение (1) эквивалентно уравнениям

𝑑𝑣𝑥
𝑑τ

= −𝜕𝑝

𝜕𝑥
; (8)

𝜕𝑣𝑦
𝜕τ

+ 𝑣𝑥
𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑥

=
1

𝑅𝑒

𝜕2𝑣𝑦
𝜕𝑥2

; (9)

Из (7), (8) следует
𝑝 = 4π2𝜀(sin 2πτ)𝑥+ 𝑐(τ). (10)

Отметим, что в задаче о движении жидкости (в задаче (1)–(4)) отсутствуют какие-либо
граничные условия, которым должно удовлетворять (безразмерное) давление 𝑝.

Согласно (3), (4), (7), (9) имеем

𝜕𝑣𝑦
𝜕τ

+ 2π𝜀(cos 2πτ)
𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑥

=
1

𝑅𝑒

𝜕2𝑣𝑦
𝜕𝑥2

в Ω; (11)

𝑣𝑦 = 𝑢 при 𝑥 = 𝑎; (12)

𝑣𝑦 → 0 при 𝑥 → ∞. (13)

Будем рассматривать задачу (11)–(13) при малых по сравнению с единицей значениях 𝜀.
Применим метод разложения по степеням малого параметра [59, 60]. Предположим, что

𝑣𝑦 ∼ 𝑣0 + 𝜀𝑣1 при 𝜀 → 0. (14)

Используя (11)–(14), в 𝜀𝑁 -приближении (𝑁 = 0, 1) получим

𝜕𝑣𝑁
𝜕τ

− 1

𝑅𝑒

𝜕2𝑣𝑁
𝜕𝑥2

= −2𝑁π(cos 2πτ)
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

в Ω̄; (15)

𝑣𝑁 = (1−𝑁)𝑢−𝑁(sin 2πτ)
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

при 𝑥 = 0; (16)

𝑣𝑁 → 0 при 𝑥 → ∞, (17)

где Ω̄ — область 0 < 𝑋 < ∞, −∞ < 𝑌 < ∞, −∞ < 𝑍 < ∞.

Пусть 𝑁 = 0. Задача (15)–(17) имеет решение

𝑣0 = Imag
(︀
𝑒𝑖3𝑒−𝑞𝑥𝑒2π𝑖τ

)︀
. (18)

Здесь 𝑞 = (1 + 𝑖)
√
π𝑅𝑒.
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Пусть 𝑁 = 1. Задача (15)—(17) имеет решение

𝑣1 = 𝑣 + 𝑣, (19)

где

𝑣 =
1

2
Real

(︀
𝑒𝑖3𝑞𝑒−𝑞𝑥

)︀
, 𝑣 = −1

2
Real

(︀
𝑒𝑖3𝑞𝑒−𝑞𝑥𝑒4π𝑖τ

)︀
.

Формулами
v = 𝑣𝑥e𝑥 + (𝑣0 + 𝜀𝑣1)e𝑦 (20)

и (7), (10), (18), (19) определяется приближенное решение задачи (1)–(4).
Обратимся к вопросу о среднем по времени движении жидкости. Используя (7), (18)–(20),

получим

⟨v⟩ = 𝜀𝑣e𝑦 =
𝜀λ√
2
𝑒−λ𝑥 cos(λ𝑥− 3− π/4) e𝑦 в Ω̄′. (21)

Здесь

⟨...⟩ =
∫︁ τ+1

τ
... 𝑑τ′

— оператор усреднения по (безразмерному) времени τ (действие данного оператора на периодиче-
скую функцию времени τ — безразмерную скорость v — состоит в том, что он сохраняет среднее
значение функции неизменным и «преобразует» в нуль все ее остальные «составные части»;
результатом действия данного оператора на периодическую функцию τ — скорость v — является
средняя по времени τ безразмерная скорость жидкости); λ =

√
π𝑅𝑒 ; Ω̄′ — полупространство

0 ⩽ 𝑋 < ∞, −∞ < 𝑌 < ∞, −∞ < 𝑍 < ∞.
Формула (21), в частности, свидетельствует о наличии эффекта, состоящего в том, что в рас-

сматриваемых гидромеханических условиях на фоне колебаний жидкость совершает стационарное
движение.

Остановимся на описании свойств среднего по времени движения жидкости. Согласно (21)
в полупространстве Ω̄′ на фоне колебаний имеет место следующее.

1. Если 3 = π/4 (рис. 2, a), то на плоскостях 𝑃𝑘 : 𝑥 = 𝑥𝑘 = 𝑘π/λ, −∞ < 𝑌 < ∞, −∞ <
𝑍 < ∞ (𝑘 = 0, 1, 2, ...) скорость жидкости равна нулю; плоскостями 𝑃𝑙 (𝑙 = 1, 2, ...) область,
занимаемая жидкостью, разбивается на слои 𝐿𝑙 : 𝑥𝑙−1 < 𝑥 < 𝑥𝑙 (−∞ < 𝑌 < ∞,−∞ < 𝑍 < ∞);
толщина каждого слоя 𝐿𝑙 составляет 𝑥𝑙 − 𝑥𝑙−1 = π/λ; направление скорости жидкости в каждом
слое 𝐿𝑙 совпадает с направлением вектора e𝑦 или противоположно направлению вектора e𝑦; в слое
𝐿1 жидкость движется в направлении, совпадающем с направлением вектора e𝑦; направление
скорости жидкости в каждом слое 𝐿𝑙+1 противоположно направлению скорости жидкости в слое
𝐿𝑙; в каждом слое 𝐿𝑙 на плоскости 𝑃 *

𝑙 : 𝑥 = 𝑥*𝑙 = (𝑙 − 3/4)π/λ модуль скорости | ⟨v⟩ | имеет
максимум, составляющий (𝜀λ/2) exp(−λ𝑥*𝑙 ).

2. Если 3 = −π/4 (рис. 2, b), то на плоскостях 𝑃𝑙 : 𝑥 = 𝑥𝑙 = (𝑙 − 1/2)π/λ (𝑙 = 1, 2, ...)
скорость жидкости равна нулю; плоскостями 𝑃𝑙 область, занимаемая жидкостью, разбивается на
слои 𝐿𝑙 : 𝑥𝑙−1 < 𝑥 < 𝑥𝑙 (𝑥0 = 0); толщина слоя 𝐿1 : 0 < 𝑥 < 𝑥1 составляет 𝑥1 = π/(2λ); толщина
каждого слоя 𝐿𝑚 (𝑚 = 2, 3, ...) составляет 𝑥𝑚 − 𝑥𝑚−1 = π/λ; направление скорости жидкости
в каждом слое 𝐿𝑙 совпадает с направлением вектора e𝑦 или противоположно направлению
вектора e𝑦; в слое 𝐿1 жидкость движется в направлении, совпадающем с направлением вектора e𝑦;
направление скорости жидкости в каждом слое 𝐿𝑙+1 противоположно направлению скорости
жидкости в слое 𝐿𝑙; в каждом слое 𝐿𝑚 (𝑚 = 2, 3, ...) на плоскости 𝑃 *

𝑚 : 𝑥 = 𝑥*𝑚 = (𝑚− 5/4)π/λ
модуль скорости | ⟨v⟩ | имеет максимум, составляющий (𝜀λ/2) exp(−λ𝑥*𝑚); в слое 𝐿1 максимум
| ⟨v⟩ | отсутствует, наибольшее значение модуля скорости | ⟨v⟩ | достигается на плоскости 𝑃0 :
𝑥 = 𝑥0 = 0 и составляет 𝜀λ /

√
2.

Сенницкий В. Л.
Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 4 535



φ  =  π / 4   φ  =  – π / 4
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Рис. 2. Фрагменты качественной картины среднего по времени движения жидкости при различных значениях парамет-
ра 3

Fig. 2. Fragments of the qualitative picture of the average in time liquid motion under various values of the parameter 3

3. Если 3 = 3π/4 (рис. 2, c), то на плоскостях 𝑃𝑙 : 𝑥 = 𝑥𝑙 = (𝑙 − 1/2)π/λ (𝑙 = 1, 2, ...)
скорость жидкости равна нулю; плоскостями 𝑃𝑙 область, занимаемая жидкостью, разбивается на
слои 𝐿𝑙 : 𝑥𝑙−1 < 𝑥 < 𝑥𝑙 (𝑥0 = 0); толщина слоя 𝐿1 : 0 < 𝑥 < 𝑥1 составляет 𝑥1 = π/(2λ); толщина
каждого слоя 𝐿𝑚 (𝑚 = 2, 3, ...) составляет 𝑥𝑚 − 𝑥𝑚−1 = π/λ; направление скорости жидкости
в каждом слое 𝐿𝑙 совпадает с направлением вектора e𝑦 или противоположно направлению вектора
e𝑦; в слое 𝐿1 жидкость движется в направлении, противоположном направлению вектора e𝑦;
направление скорости жидкости в каждом слое 𝐿𝑙+1 противоположно направлению скорости
жидкости в слое 𝐿𝑙; в каждом слое 𝐿𝑚 (𝑚 = 2, 3, ...) на плоскости 𝑃 *

𝑚 : 𝑥 = 𝑥*𝑚 = (𝑚− 5/4)π/λ
модуль скорости | ⟨v⟩ | имеет максимум, составляющий (𝜀λ/2) exp(−λ𝑥*𝑚); в слое 𝐿1 максимум
| ⟨v⟩ | отсутствует, наибольшее значение модуля скорости | ⟨v⟩ | достигается на плоскости 𝑃0 :
𝑥 = 𝑥0 = 0 и составляет 𝜀λ/

√
2.

4. Если 3 = −3π/4 (рис. 2, d), то на плоскостях 𝑃𝑘 : 𝑥 = 𝑥𝑘 = 𝑘π/λ (𝑘 = 0, 1, 2, ...)

скорость жидкости равна нулю; плоскостями 𝑃𝑙 (𝑙 = 1, 2, ...) область, занимаемая жидкостью,
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разбивается на слои 𝐿𝑙 : 𝑥𝑙−1 < 𝑥 < 𝑥𝑙; толщина каждого слоя 𝐿𝑙 составляет 𝑥𝑙 − 𝑥𝑙−1 =

= π/λ; направление скорости жидкости в каждом слое 𝐿𝑙 совпадает с направлением вектора
e𝑦 или противоположно направлению вектора e𝑦; в слое 𝐿1 жидкость движется в направлении,
противоположном направлению вектора e𝑦; направление скорости жидкости в каждом слое 𝐿𝑙+1

противоположно направлению скорости жидкости в слое 𝐿𝑙; в каждом слое 𝐿𝑙 на плоскости 𝑃 *
𝑙 :

𝑥 = 𝑥*𝑙 = (𝑙 − 3/4)π/λ модуль скорости | ⟨v⟩ | имеет максимум, составляющий (𝜀λ/2) exp(−λ𝑥*𝑙 ).
Формула (21) и все описанные в пунктах 1–4 свойства среднего по времени движения

жидкости имеют место для любого значения числа Рейнольдса 𝑅𝑒 > 0.
Отметим, что несмотря на различия (толщина первого слоя, направление движения жид-

кости в слое), все рассмотренные течения жидкости (в каждый промежуток времени, вновь
и вновь) порождаются и поддерживаются воздействиями, периодическими во времени, и при
этом — вследствие этого — имеют стационарную структуру, стационарное «почти» периодическое
строение в пространстве. Содержание данного положения (основанного на формуле (21)) может
быть кратко выражено следующим образом: периодичекая структура во времени способна по-
рождать и сохранять (поддерживать) стационарную структуру в пространстве. Наряду с данным
моментом существенный интерес представляет также то, что обнаруженная стационарная про-
странственная структура движения жидкости является «почти» периодической (периодической
с точностью до наличия затухания движения жидкости с возрастанием расстояния от источника
воздействий — движущейся стенки). Согласно (21) (и изложенному в пунктах 1–4) затухание
движения жидкости с возрастанием расстояния от стенки тем слабее, и при этом толщины слоев
однонаправленного среднего по времени движения жидкости тем больше, чем меньше значение
числа Рейнольдса 𝑅𝑒 > 0.

Заключение

В настоящей работе содержатся новые результаты в изучении динамики вязкой жидкости
при периодических по времени воздействиях, характеризующихся отсутствием выделенного
направления в пространстве. Рассмотрена задача о движении вязкой жидкости, граничащей
с твердым телом, оказывающим на жидкость периодические воздействия. Выявлены новые
особенности среднего движения жидкости.

Присутствующие в данной работе и в ряде других исследований (см., например, [25–27,
29,30]) периодические по времени воздействия, характеризующиеся отсутствием выделенного
направления в пространстве, представляют интерес, в частности, ввиду того, что при таких воздей-
ствиях на гидромеханические системы (в среднем по времени) каждое частичное периодическое
воздействие (например, воздействие на жидкость, связанное с движением стенки η вдоль оси 𝑋

(или вдоль оси 𝑌 ) в задаче (1)–(4)) является нулевым, «отсутствует»; в среднем по времени «ниче-
го не происходит» (например, стенка η «стоит на месте»), но свободные части гидромеханических
систем (части систем, движение которых не задано) совершают среднее движение. Причиной
эффектов среднего движения свободных частей систем является согласованность (друг с другом)
воздействий, оказываемых на системы, что находится в непосредственной связи с принципом
среднего движения [7, 21, 25, 26, 30, 61].

Полученные результаты, в частности, могут использоваться в качестве теоретической осно-
вы при организации направленных экспериментальных исследований нетривиальной динамики
жидкости при периодических воздействиях. Результаты работы указывают на наличие принци-
пиальной возможности эффективного использования периодических воздействий, не имеющих
выделенного направления в пространстве, для создания заданных течений жидкости и управления
движением жидких сред.
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Аннотация. Цель настоящего исследования — изучение волновых процессов и ритмической активности головного
мозга на основе многомасштабных параметрических отображений электроэнцефалограмм, полученных в резуль-
тате алгоритмического применения системы дискретных функций. Методы. Для визуализации был использован
разработанный ранее разномасштабный метод построения параметрических отображений молекулярно-генетической
информации, при котором набор четырёх нуклеотидов рассматривается как система ортогональных функций Уолша.
Результаты. В статье предложен новый метод визуализации данных электроэнцефалографии для исследования
ритмических и волновых процессов биоэлектрической активности головного мозга. Для анализа данных электроэнце-
фалографии предварительно был осуществлен этап перекодирования зарегистрированных амплитуд путём взаимно-
однозначного преобразования ЭЭГ-сигнала в символьную последовательность, алфавит которой состоял из четырех
символов. На основе этого метода было проведено сравнение сигналов ЭЭГ испытуемого в состоянии покоя и при
умственной нагрузке. В исследовании проанализированы показания электродов, регистрирующих биопотенциалы
лобных долей головного мозга. Заключение. Новые методы позволили выявить различные конфигурации кластеров
в частотном пространстве визуализации, что можно использовать для сравнительного анализа энцефалограмм и
выявления особенностей регистрируемых ЭЭГ-сигналов. Разработано специализированное программное обеспечение
как инструмент изучения ритмической активности головного мозга путём построения параметрических отображений
электроэнцефалограмм.

Ключевые слова: алгоритмы визуализации, ЭЭГ, биопотенциалы, система ортогональных функций, программное
обеспечение, кластерный анализ.
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Abstract. The purpose of this work is to study the wave processes and rhythmic activity of the brain based on multiscale
parametric maps of electroencephalograms obtained as a result of algorithmic application of a system of discrete functions.
Methods. For visualization, a previously developed multi-scale method for constructing parametric mappings of molecular
genetic information was used, in which a set of four nucleotides is considered as a system of orthogonal Walsh functions.
Results. The article proposes a new method of visualization of electroencephalography data for the study of rhythmic and
wave processes of bioelectric activity of the brain. To analyze the electroencephalography data, the stage of transcoding the
recorded amplitudes was previously carried out by one-to-one conversion of the EEG signal into a symbolic sequence, the
alphabet of which consisted of four characters. Based on this method, the EEG signals of the subject were compared at rest
and under mental stress. The study analyzed the readings of electrodes registering biopotentials of the frontal lobes of the
brain. Conclusion. New methods have made it possible to identify various configurations of clusters in the frequency space
of visualization, which can be used for comparative analysis of encephalograms and identification of features of recorded
EEG signals. Specialized software has been developed as a tool for studying the rhythmic activity of the brain by constructing
parametric displays of electroencephalograms.
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Введение

Энцефалография — метод исследования функционального состояния коры головного мозга
человека путём измерения его электрической активности [1]. Многоканальный энцефалограф
регистрирует сигналы суммарной электрической активности групп нервных клеток, состоящих
из миллионов нейронов и межнейронных синаптических соединений. Таким образом, энцефа-
лография позволяет изучать волновые процессы, связанные с различными видами ритмической
активности мозга. Электроэнцефалограмма (ЭЭГ) содержит шумовой сигнал с характерным
спектром частот, зависящим от отведения энцефалографа и состояния испытуемого. Эти частоты
рассчитываются с использованием преобразования Фурье. В последнее время растёт количе-
ство публикаций, изучающих применение преобразования Уолша-Адамара, методов вейвлет-
анализа и машинного обучения для анализа данных ЭЭГ [2–9]. Также известны работы по
разработке новых методов и инструментальных средств визуализации данных электроэнцефало-
графии [10–21]. Ранее нами были разработаны молекулярно-генетические алгоритмы на основе
системы ортогональных функций Уолша для многомасштабной визуализации параметров ДНК
с учетом физико-химической структуры нуклеотидов. В ходе наших исследований [22, 23] бы-
ло установлено, что молекулярно-генетические алгоритмы могут быть применены для анализа
длинных символьных или числовых последовательностей, приведённых к тетра-представлению,
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то есть перекодированных таким образом, чтобы эти последовательности состояли из четвёрки
символов по аналогии с четверкой нуклеотидов ДНК. Нами было обнаружено, что разработан-
ные алгоритмы визуализации позволяют выявить скрытые циклы в длинных последовательно-
стях. Это, в частности, было показано в нашей работе [22], где мы анализировали различные
генераторы шума. Было показано, что генераторы псевдослучайного шума (то есть содержа-
щие скрытую периодичность) при двумерной визуализации обладают выраженной симметрией.
В то же время генераторы шума, не содержащие внутренних циклов, при применении новых
алгоритмов визуализации давали хаотические двумерные отображения. Также скрытые циклы
хорошо видны на одномерных отображениях. Целью настоящего исследования является апроба-
ция применения системы ортогональных функций Уолша (которые применялись ранее авторами
в молекулярно-генетических алгоритмах) для визуализации и анализа биопотенциалов мозга
человека, полученных в результате электроэнцефалографических исследований.

1. Методика

Все рассуждения производятся в соответствии с разработанными ранее методами, опи-
санными в [22, 23]. Для анализа данных ЭЭГ информация о наборе амплитуд перекодировалась
в четверичное представление, состоящее из символов A, G, T и С. Напомним основные идеи
базового алгоритма, который состоит из трёх шагов.

1. Масштабирование. Последовательность символьных элементов множества {A, G, C, T},
кодирующих анализируемый сигнал, разделяется на фрагменты равной длины N с задан-
ным шагом перекрытия. Шаг перекрытия и длина N являются свободными параметрами
алгоритма и отвечают за четкость и масштаб отображений соответственно. Полученные
фрагменты далее будем называть N-мерами.

2. Параметризация. С учетом системы функций Уолша, задающих генетические суб-алфавиты,
согласно которым каждый нуклеотид имеет три бинарных представления (пурин/примидин,
кето/амино, 2/3 водородные связи), последовательность азотистых оснований получает три
бинарных представления. Вместе с наличием фосфатного остатка (который не является
оппозиционным, так как присутствует у всех нуклеотидов) три бинарно-оппозиционных
представления, которые учитываются на этапе параметризации, задают систему функций
Уолша. Подробнее об этом в [1, 2].

3. Отображение. По трём полученным последовательностям N-меров строится итоговое
отображение. Следует отметить возможность построения отображений в различных ко-
ординатных системах, включая полярные, сферические, цилиндрические и другие, что
требует дальнейших исследований с учетом эргономики восприятия и специфики анализи-
руемых данных. По числу бинарных суб-алфавитов возможны одномерные, двумерные и
трехмерные проекции. Для построения отображений разработаны следующие варианты:
(a) пространства структурной визуализации – отображают десятичные представления

N-меров;
(b) пространства частотной визуализации – отображают относительные или абсолютные

частоты N-меров;
(c) пространства интегральной визуализации – отображают количество определенных

символов в каждом N-мере как численных показателей в двоичных суб-алфавитных
представлениях N-меров.

Для применения алгоритмов визуализации применительно к задачам энцефалографии
исходные данные для анализа были заимствованы из ресурса PhysioNet [20]. Согласно описанию
эксперимента, приведенному в [21], среди прочих параметров указано: «частота дискретизации
составляла 500 Гц на канал. Были использованы фильтр верхних частот с частотой среза 0.5 Гц,
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Рис. 1. Схематичное расположение электродов. Отмечены
электроды, записи с которых были рассмотрены в данном
исследовании

Fig. 1. Schematic arrangement of the electrodes. The electrodes
are marked, the recordings from which were considered in this
study

фильтр нижних частот с частотой среза 45 Гц
и полосовой фильтр (50 Гц)». Запись осуществ-
лялась в двух состояниях испытуемого: состо-
яние покоя и при умственной нагрузке в виде
выполнения арифметических расчетов в уме.
В исследовании учитывались показания с двух
электродов: Fp1 и Fp2 (рис. 1, 2). Описание
оборудования и метода записи ЭЭГ приведено
в [21].

Гипотеза исследования состоит в том,
что молекулярно-генетические алгоритмы на
основе функций Уолша позволят отобразить
пограничные состояния между строгими цик-
лами и хаотической компонентной в ЭЭГ
(то есть между абсолютно симметричными и
хаотическими двумерными представлениями).
Перекодирование отсчетов сигнала ЭЭГ про-
изводилось следующим образом. Исходные ве-
щественные значения переводились в целочис-
ленные в диапазон [0; 65535], что составляет

16 бит на отсчет. В данном случае потерь не возникает, так как в характеристиках обрабатыва-
емого сигнала указано, что под вещественные значения также отведено 16 бит. Далее, каждый
отсчет переводился в двоичную систему счисления и пары бит без перекрытия переводились
в соответствующий символ по следующему правилу:

002 → 𝐴, 012 → 𝐶, 102 → 𝐺, 112 → 𝑇.

Например, для числа 26481 процесс кодирования выглядит следующим образом:

2648110 → 01100111011100012 → (01)(10)(01)(11)(01)(11)(00)(01) → 𝐶𝐺𝐶𝑇𝐶𝑇𝐴𝐶.

Рис. 2. Исходные сигналы ЭЭГ. a — электрод Fp1, состояние покоя; b — электрод Fp1, умственная нагрузка;
c — электрод Fp2, состояние покоя; d — электрод Fp2, умственная нагрузка

Fig. 2. Initial EEG signals. a — Fp1 electrode, resting state; b — electrode Fp1, mental load; c — electrode Fp2, resting state;
d — Fp2 electrode, mental load
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Каждому отсчету после кодирования соответствует 8 символов. Поэтому масштаб визуали-
зации также должен быть кратен 8. Для структурных отображений выбран масштаб, равный 16,
для большего разнесения точек на плоскости (каждая такая точка кодирует пару отсчетов).
При вычислении частотных характеристик каждого отдельно взятого отсчета и построении частот-
ных визуализаций был выбран масштаб, равный 8. Для структурного и частотного отображений
шаг равен масштабу в следствии того, что в ином случае будут получены значения, состоящие
из частей символьного представления смежных отчетов. Для интегральных отображений был
выбран шаг, равный единице, для большей плотности точек (при единичном шаге значения
визуально связываются, образуя непрерывную кривую линию). Всё это позволило повысить
информативность и наглядность полученных визуализаций.

2. Результаты

Сравнительный анализ функциональных состояний человека по данным ЭЭГ-визуали-
зации с применением системы функций Уолша. В результате проведённого исследования
были построены двоично-ортогональные отображения ЭЭГ-сигналов в различных простран-
ствах визуализации (рис. 3, 4. 5). Хаотические и волновые процессы можно наблюдать на
одномерных отображениях, приведенных на рис. 3, где ряды a–d имеют хаотический характер,

Рис. 3. Одномерные отображения по суб-алфавиту пурин-пиримидин записей с датчика Fp1. Состояние покоя пред-
ставлено на рисунках a, c, e; тест по выполнению арифметических расчетов в уме приведен на рисунках b, d, f.
a, b — структурные отображения при масштабе 𝑁 = 16 и шаге 16; c, d — частотные отображения при масштабе 𝑁 = 8
и шаге 8; e, f — интегральные отображения при масштабе N=1600 и шаге 1

Fig. 3. One-dimensional mappings according to the purine-pyrimidine sub-alphabet of records from the Fp1 sensor. The
resting state is shown in Figures a, c, e; the test for performing arithmetic calculations in mind is shown in Figures b, d, f.
a, b — structural mappings at scale 𝑁 = 16 and step 16; c, d are frequency mappings at scale 𝑁 = 8 and step 8; e, f are
integral mappings at scale 𝑁 = 1600 and step 1
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а ряды e–f — волновой. Следует отметить, что интегральные отображения в целом удобны для
анализа скрытых волновых процессов. Как видно из первого столбца на рис. 4, двумерные
структурные отображения при наличии четкой структуризации имеют выраженную хаотическую
компоненту, что подтверждает возможность визуализации комбинации упорядоченных и шумовых
компонент ЭЭГ-сигналов в едином параметрическом отображении.

В то же время в третьем столбце рис. 4 на интегральных отображениях симметрии практи-
чески отсутствуют, что говорит о наличии значимой хаотической компоненты (точные симметрии
в этих отображениях можно наблюдать у повторяющихся сигналов, например, в длинных псевдо-
случайных последовательностях). В ходе экспериментов с различными ЭЭГ-сигналами наблюдали,

Рис. 4. Двумерные отображения по суб-алфавитам пурин-пиримидин (X) и кето-амино (Y). Первый столбец —
структурные отображения при масштабе 𝑁 = 16 и шаге 16. Второй столбец – частотные отображения при масштабе
𝑁 = 8 и шаге 8. Третий столбец — интегральные отображения при масштабе 𝑁 = 1600 и шаге 1. Первая и третья
строка – состояние покоя, вторая и четвертая строка — умственная нагрузка

Fig. 4. Two-dimensional maps by the purine-pyrimidine (X) and keto-amino (Y) sub–alphabets. The first column is the
structural maps at scale N=16 and step 16. The second column is the frequency mappings at scale 𝑁 = 8 and step 8. The third
column is the integral mappings at scale 𝑁 = 1600 and step 1. The first and third rows are the state of rest, the second and
fourth rows are the mental load
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Рис. 5. Пример интегральных отображений ЭЭГ-сигнала при 𝑁 = 1600 и шаге перекрытия 1. В первом столбце
представлены кривые исходного сигнала с обозначением электрода и одномерные отображения по суб-алфавитам:
кето-амино (X); 2 или 3 водородные связи (Y). Во втором столбце представлено двумерное интегральное отображени
по соответствующим суб-алфавитам

Fig. 5. Example of integral EEG signal mappings at 𝑁 = 1600 and overlap step 1. The first column shows the curves
of the initial signal with the designation of the electrode and one-dimensional maps by sub-alphabets: keto-amino (X);
2 or 3 hydrogen bonds (Y). The second column shows a two-dimensional integral mapping according to the corresponding
sub-alphabets

что характерные «клубочные» формы интегральных двумерных представлений сильно различа-
лись у различных ЭЭГ-сигналов и иногда приобретали вид сдвоенных образований (рис. 5).

Применение предлагаемого метода визуализации позволяет получить новые характеристики
ЭЭГ-сигналов в виде структуры трёхмерных кластеров в частотном пространстве визуализа-
ции, а именно: взаимное расположение, форма и количество кластеров (на рис. 6 некоторые
различающиеся кластеры выделены рамкой).

На рис. 6 хорошо видны отличия в структуре и количестве частотных кластеров энцефа-
лографических сигналов, снятых из различных отведений энцефалограммы при наличии или
отсутствии умственной нагрузки у испытуемого. Как видно из рисунка, кластерная структура

Рис. 6. Трехмерные частотные отображения при масштабе 𝑁 = 8 и шаге 8 по суб-алфавитам пурин-пиримидин (X),
2 или 3 водородные связи (Y) и кето-амино (Z). Первый столбец — состояние покоя, второй столбец — умственная
нагрузка

Fig. 6. Three-dimensional frequency maps at scale 𝑁 = 8 and step 8 for the purine-pyrimidine (X), 2 or 3 hydrogen bonds
(Y) and keto–amino (Z) subalphabytes. The first column is the resting state, the second column is the mental load
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отображений значительно отличается при различных функциональных состояниях субъекта.
В частности, видно, что при умственной нагрузке формируются дополнительные частотные
кластеры. Эти кластеры обозначены на рисунке как σ1 и σ2 и требуют дальнейшего исследования.

На рис. 7 приведёны некоторые примеры двоично-ортогональных отображений ЭЭГ-
сигналов в различных пространствах визуализации. Показана визуализация записи ЭЭГ в одно-
мерных (верхний ряд), двумерных (средний ряд) и трехмерных (нижний ряд) представлениях. Для
удобства над каждым видом отображения (структурный, частотный и интегральный) представлен
исходный сигнал.

Логично предположить, что перевод в другие системы счисления (не только в четверичную,
но и пятеричную, шестеричную и прочие) позволяет применить аналогичные методы. Существуют
матрицы Адамара различного порядка, кодирующие различные системы ортогональных функций
Уолша. Полезное свойство матриц, которые описывают кодирование нуклеотидов и которые были
применены в данном исследовании, заключается в том, что они позволяют строить визуализации
в трёхмерном пространстве, что наглядно и удобно для восприятия. Матрицы большего порядка
дадут больше измерений, и можно рассматривать различные двумерные и трехмерные проекции
многомерных пространств визуализации. Таким образом, предлагаемый математический аппарат
предполагает дальнейшие исследования.

Следует отметить, что известны методы, которые позволяют провести визуализацию дина-
мики по одномерному набору данных (в частности, это использование теоремы Такенса). Когда
мы рассматриваем визуализацию в частотном трехмерном пространстве предлагаемым методом
(при 𝑁 = 8), точки не связаны с их взаимным расположением в исходном сигнале. При этом

Рис. 7. Вывод программы анализа энцефалограмм. В первом столбце представлено структурное пространство визуали-
заций при масштабе N=16 и шаге перекрытия 1. Во втором столбце представлено частотное пространство визуализаций
при масштабе 𝑁 = 8 и шаге перекрытия 8. В третьем столбце представлено интегральное пространство визуализации
при масштабе 𝑁 = 1600 и шаге перекрытия 1. Одномерные проекции отображены по суб-алфавитам (сверху вниз):
пурин-пиримидин (X), кето-амино (Y) и 2 или 3 водородные связи (Z). Двумерные проекции представлены в следую-
щем порядке (слева направо): XY, YZ, XZ. Трехмерные проекции: XYZ, XZY, YXZ

Fig. 7. Output of the encephalogram analysis program. The first column shows the structural visualization space at scale
N=16 and overlap step 1. The second column shows the frequency space of visualizations at scale 𝑁 = 8 and overlap step 8.
The third column shows the integral visualization space at scale 𝑁 = 1600 and overlap step 1. One-dimensional projections
are displayed in sub-alphabets (from top to bottom): purine-pyrimidine (X), keto-amino (Y) and 2 or 3 hydrogen bonds
(Z). Two-dimensional projections are presented in the following order (from left to right): XY, YZ, XZ. Three-dimensional
projections: XYZ, XYZ, XYZ
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использование системы суб-алфавитов в матрице Адамара позволяет применить теорему Такенса
для каждого из измерений в отдельности. Таким образом, предлагаемый метод дополняет методы
нелинейной динамики.

Заключение

Проведённые исследования подтвердили возможность визуализации и сравнения энцефа-
лограмм, зарегистрированных в различных функциональных состояниях испытуемых на основе
разработанных молекулярно-генетических алгоритмов. Предложенный метод позволяет отобра-
жать параметрические характеристики ЭЭГ-сигналов на различных масштабах и в различных
пространствах визуализации с помощью специфического применения функций Уолша. Одним из
наиболее значимых результатов исследования представляется трехмерная частотная кластеризация
ЭЭГ-сигналов, которая позволила обнаружить в обеих лобных долях мозга частотный кластер,
предположительно ответственный за умственную нагрузку на испытуемого.

Результаты проведённого исследования коррелируют с полученными ранее данными о при-
менении системы функций Уолша при выявлении скрытых циклических структур в произвольных
сигналах [22]. Ранее в [24] нами было показано, что применение теоретико-графового подхода
позволяет рассчитать количественные характеристики циклических структур в ЭЭГ-сигналах
на различных масштабах, а также вычислить такие показатели характеристического графа ЭЭГ,
как число Эйлера, число простых циклов и число простых путей. Проведённое исследование
подтверждает наличие скрытых структур и существование особого рода упорядоченности в реги-
стрируемых биопотенциалах мозга человека.

Результаты исследования были получены в созданной нами программе анализа энцефа-
лограмм на основе разработанных ранее молекулярно-генетических алгоритмов. Программа
написана на языке С++ и позволяет обрабатывать ЭЭГ-сигналы в реальном времени.
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Аннотация. Изучение функциональных сетей мозга, которые поддерживают когнитивные процессы, является одной
из центральных задач современной нейронауки. Функциональная магнитно-резонансная томография (фМРТ) широко
используется для получения данных об активности мозга. Однако высокая размерность и динамическая природа фМРТ-
данных делает их обработку сложной задачей. Сетевые методы представления данных предлагают перспективный
подход, позволяющий описывать мозг в виде сети, где узлы соответствуют областям мозга, а рёбра — функциональным
связям между ними. Это позволяет глубже исследовать топологию мозговых сетей и их роль в когнитивных состояниях.
Цель данной работы — сравнить ансамблевые и корреляционные графы в задаче классификации состояний мозга на
основе данных функциональной магнитно-резонансной томографии. Методы. В данной работе представлен новый
метод репрезентации фМРТ-данных в графовой форме, основанный на ансамблевом обучении. Для демонстрации
эффективности метода представления данных мы сравнили его с корреляционными графами, применяя затем для
классификации состояний мозга графовую нейронную сеть. Результаты и Заключение. Наши результаты показали,
что ансамблевые графы приводят к существенно более точной и стабильной классификации. Лучшая эффективность
классификации позволяет предположить, что с использованием этого метода мы более эффективно определяем
функциональные связи между регионами мозга при выполнении когнитивных задач.

Ключевые слова: когнитивные процессы, функциональная магнитно-резонансная томография, ансамблевые графы,
классификация, машинное обучение.
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Abstract. The study of functional brain networks that support cognitive processes is one of the central goals of modern
neuroscience. Functional magnetic resonance imaging (fMRI) is widely used to obtain data on brain activity. However, the
high dimensionality and dynamic nature of fMRI data makes their processing challenging. Network-based methods of data
representation offer a promising approach to describe the brain as a network, where nodes correspond to brain regions and
edges correspond to functional connections between them. This allows us to further explore the topology of brain networks
and their role in cognitive states. The purpose of this paper is to compare ensemble and correlation graphs in a brain state
classification task based on functional magnetic resonance imaging (fMRI) data. Methods. This paper presents a novel
method for representing fMRI data in graph form based on ensemble learning. To demonstrate the effectiveness of the data
representation method, we compared it with correlated graphs by applying a graph neural network to classify brain states.
Results and Conclusion. Our results showed that ensemble graphs lead to significantly more accurate and stable classification.
The better classification performance suggests that using this method we are more efficient in identifying functional connections
between brain regions during cognitive tasks.
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Введение

Одной из центральных задач современной междисциплинарной науки является изучение
фундаментальных принципов функционирования мозга человека. К сожалению, в настоящее время
не существует общей теории, которая описывала бы эти принципы, и основным подходом является
изучение активности мозга посредством различных физических методов (электроэнцефалографии,
магнитоэнцефалографии, функциональной магнитно-резонансной томографии и др.) и выявление
на основе этих данных функциональных сетей мозга, отвечающих тем или иным когнитивным
процессам. Понимание того, как различные области мозга взаимодействуют и координируют
свою деятельность во время выполнения различных когнитивных задач, и способность точно
классифицировать состояния мозга может дать важные сведения о природе когнитивных процессов
и способствовать разработке методов диагностики и лечения нейродегенеративных заболеваний.
В этом контексте функциональная магнитно-резонансная томография (фМРТ) [1, 2] стала важным
инструментом для получения данных об активности мозга [3–6].

Анализ фМРТ-данных представляет собой сложную задачу из-за их высокоразмерной и ди-
намичной природы. В последние годы все больше внимания уделяется применению сетевых
методов представления данных для описания функциональных связей между различными областя-
ми мозга [7–9]. Эти методы позволяют строить модель мозга в виде сети, где узлы представляют
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собой регионы мозга, а рёбра –– функциональные связи между ними. Такой подход позволяет
глубже изучить природу когнитивных состояний, выявляя как локальные, так и глобальные связи
в активности мозга. Использование сетевых методов анализа фМРТ-данных позволяет не только
исследовать характеристики функциональных сетей мозга, но и их топологию с использованием
методов машинного обучения [6, 10–12].

На данный момент в нейронауке существует несколько методов представления фМРТ-
данных в сетевой форме. Самым простым и популярным методом является корреляционный
граф [6, 10, 13]. В общем случае для вычисления функциональной связи между двумя регионами
мозга вместо корреляции Пирсона может использоваться любая другая метрика, которая может
быть инвариантна или не инвариантна относительно времени и пространственного расположения
регионов мозга [14–16].

В этой работе мы предлагаем новый подход к построению графов связности, основан-
ный на ансамблевом обучении [17–19], который ранее не использовался для репрезентации
когнитивных данных. Он предназначен для задачи бинарной классификации состояний мозга и
обладает рядом существенных преимуществ. Во-первых, ансамблевое обучение позволяет эффек-
тивно справляться с шумами, неизбежно присутствующими в данных и особенно свойственными
данным нейровизуализации, а также с индивидуальной разницей в протекании когнитивных
процессов у испытуемых. Во-вторых, предварительная обработка данных с использованием ме-
тодов машинного обучения перед использованием сложной модели классификации приводит
к повышению точности классификации. В-третьих, наш метод репрезентации фМРТ-данных
позволяет использовать мультимодальные данные и отражать в графе полезную информацию,
которую несут различные метрики связности и характеристики временных рядов регионов мозга.
Другими словами, наш метод объединяет достоинства различных метрик, строя при этом один
граф. Это приводит к уменьшению расхода компьютерной памяти, необходимой для хранения
данных, и вычислительного времени, которое тратится на последующий сетевой анализ данных.
Такие графы могут быть названы ансамблевыми или «синолитическими» графами от греческого
слова «synolo», то есть ансамбль [20].

Для верификации выше описанных утверждений нами на основе данных HCP 1200 Subject
Release [21, 22] были построены корреляционные графы (как относительно простой и наиболее
популярный метод представления фМРТ-данных) и ансамблевые графы. Затем классификация
состояний мозга проводилась с применением графовой нейронной сети (ГНС). Построенные
корреляционные и ансамблевые графы, а также весь код доступны для ознакомления на Zotero
и GitHub [23].

1. Метод

1.1. Данные. Для проверки предлагаемого метода были отобраны фМРТ-данные здоровых
100 человек из HCP 1200 Subject Release [21, 22]. Итоговая выборка состояла из 50 мужчин
и 50 женщин возрастом от 22 до 35 лет. Мы использовали данные, которые были собраны при
участии испытуемым в одном из шести различных экспериментов: рабочая память, азартные
игры, движение конечностями, социальное восприятие, реляционное восприятие и эмоциональ-
ное восприятие [24]. Для задачи бинарной классификации в каждом эксперименте нами были
выделены два состояния мозга (табл. 1). Каждому состоянию мозга соответствовала та или иная
выполняемая испытуемым когнитивная задача. Таким образом, в каждом из семи экспериментов
было по 200 размеченных данных.

Данные были собраны при 3 Тл с полем зрения 208×180 мм, размером изотропного воксела
2.0 мм, временем повторения (TR) 0.72 c, временем эха (TE) 33.1 мс и углом переворота 52 градуса.
Предварительная обработка фМРТ была выполнена HCP, а именно была выполнена коррекция
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Таблица 1. Два состояния мозга для каждой когнитивной задачи, между которыми
производится классификация

Table 1. Two brain states for each cognitive task, between which classification is made

состояние 1 состояние 2

Рабочая память 0-назад 2-назад
Азартные игры победа проигрыш
Движение конечностями левая рука или нога правая рука или нога
Социальное восприятие случайное движение ментальное взаимодействие
Реляционное восприятие отношение сходство
Эмоциональное восприятие нейтрально страх

движений головы, коррекция искажения от магнитного поля, пространственная нормализация
и фильтрация пространственных и временных шумов. Более подробно с методами получения
и обработки данных можно ознакомиться в [24,25]. Дополнительно нами был удален линейный
тренд из данных, временные ряды вокселей были нормализованы и парцеллированы на 379 реги-
онов с помощью атласа [26]. Временные ряды внутри каждого региона были пространственно
усреднены таким образом, чтобы каждому региону мозга соответствовал один временной ряд.

1.2. Репрезентация фМРТ-данных в графовой форме. Введем необходимые обозначения.
Граф 𝑔 = (𝑉,𝐸,𝐻,𝑊 ) состоит из множества вершин 𝑉 = {𝑖|𝑖 ∈ 1, . . . , 𝑛}, множества неориен-
тированных ребер 𝐸 = {𝑖𝑗|𝑖 ∈ 𝑉 ; 𝑗 ∈ 𝑉 ; 𝑖 ̸= 𝑗}, множества значений вершин 𝐻 = {ℎ𝑖|𝑖 ∈ 𝑉 }
и множества значений ребер 𝑊 = {𝑤𝑖𝑗 |𝑖𝑗 ∈ 𝐸}. Каждая вершина графа ассоциирована с регионом
мозга, полученным путем парцелляции фМРТ-данных. Временной ряд региона мозга 𝑖 будем
обозначать с помощью 𝑥𝑖.

Для сравнения c ансамблевыми графами мы использовали знаменитые в области нейро-
визуализации и простые в интерпретации корреляционные графы. В таких графах значение
вершины 𝑖 есть среднее значение региона ℎ𝑖 = 𝑥𝑖, значение ребра 𝑖𝑗 есть корреляция Пирсона
между временными рядами двух регионов 𝑤𝑖𝑗 = ρ(𝑥𝑖,𝑥𝑗). При этом для каждого графа мы
нормализировали вес его ребер.

В общем случае для ансамблевых графов значение ребра 𝑖𝑗 вычисляется как разница
вероятностей двух состояний мозга при условии значений некоторого набора функций 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘
от временных рядов регионов мозга 𝑖, 𝑗:

𝑤𝑖𝑗 = 𝑃 (2|𝑓1(𝑥𝑖,𝑥𝑗), . . . , 𝑓𝑘(𝑥𝑖,𝑥𝑗))− 𝑃 (1|𝑓1(𝑥𝑖,𝑥𝑗), . . . , 𝑓𝑘(𝑥𝑖,𝑥𝑗)). (1)

В качестве функций 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 мы выбрали те же метрики, что были использованы и для корреля-
ционных графов: среднее значение регионов 𝑖 и 𝑗 и корреляцию Пирсона между ними. Таким
образом, для вычисления весов ребер для каждого ребра требовалось обучить индивидуальный
классификатор. В частности, мы использовали метод опорных векторов [27] c радиально-базисным
ядром и параметром регуляризации, равным единице. Из уравнения (1) следует, что вес ребра
может принимать значения от −1 до 1. Соответственно, если вес ребра 𝑤𝑖𝑗 отрицательный,
то ребро 𝑖𝑗 несет информацию о том, что состояние мозга 1 является наиболее вероятным со-
стоянием. Если вес ребра 𝑤𝑖𝑗 положительный, то ребро 𝑖𝑗 несет информацию о том, что уже
состояние мозга 2 является наиболее вероятным состоянием. Чем больше абсолютное значение
веса ребра |𝑤𝑖𝑗 |, тем больше информации для классификации несет ребро 𝑖𝑗. Так как информация
о средних значениях временных рядов регионов уже учтена в весах ребер, а для ГНС необходимы
значения вершин, то значение каждой вершины 𝑖 есть единица (ℎ𝑖 = 1). Весь процесс построения
ансамблевых графов и классификации отображен на рис. 1.
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Рис. 1. Схема представления фМРТ-данных в форме ансамблевых графов для классификации состояний мозга. Сначала
данные подвергаются необходимой предварительной обработке, из них извлекаются временные ряды (A). Затем на
временных рядах вычисляются функции (B), значения которых подаются в классификаторы для вычисления весов
ребер графа (C). После этого данные представляются в графовой форме (D) и подаются в метаклассификатор, например,
графовую нейронную сеть, для окончательной классификации (E)

Fig. 1. An overview of representing fMRI, EEG/MEG data in graph form for classification of brain states. Initially, the data is
preprocessed in the required way and time series are extracted from the data (A). Then, functions are calculated on the time
series (B), the values of which are then fed to classifiers to calculate the edge weights of the graph (C). After that, the data is
presented in graph form (D) and fed to a meta-classifier, e.g. a graph neural network, for the final classification (E)

1.3. Графовая нейронная сеть. Для классификации графов, полученных на предыдущем
этапе, использовалась простая графовая нейронная сеть со следующей архитектурой. Клас-
сифицируемый граф подавался на сверточный графовый слой [28], после чего применялась
ReLU [29]. После нелинейности использовались слои Batch Normalization [30] и DropOut [31]
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для предотвращения переобучения нейронной сети. Далее использовались так называемые «skip
connections» [32], когда выход сверточного слоя после нелинейности соединяется с данными
на входе слоя. Аналогично применялись еще два сверточных слоя. В результате получались
эмбеддинги вершин, учитывающие влияние соседних вершин графа. Для перехода от эмбеддингов
вершин к эмбеддингу всего графа использовался Global max Pooling [33]. Далее, после еще одного
слоя Batch Normalization, данные подавались на полносвязный слой, после которого вычислялись
оценки принадлежности объекта к классу с помощью сигмоиды. В качестве функции потерь
использовалась кросс-энтропия.

1.4. Схема обучения и валидации. Для процедуры построения графов каждый датасет
разбивался на обучающую и тестовую выборки по количеству испытуемых: 70 человек в обу-
чающей выборке (140 наборов данных), 30 — в тестовой (60 наборов данных). На обучающей
выборке происходила тренировка моделей для построения графов, которые затем применялись
для построения графов на тестовой выборке.

Классификация графов проводилась с помощью ГНС с таким же разделением на обучаю-
щую и тестовую выборку, что и для задачи построения графов. Тестовая выборка дополнительно
разбивалась на валидационную выборку из 20 испытуемых (40 размеченных графов), на кото-
рой производился поиск оптимальных гиперпараметров ГНС и, собственно, тестовую выборку
из 10 испытуемых (20 наборов графов), на которой оценивались метрики классификации. После
подбора гиперпараметров ГНС на валидационной выборке ГНС обучалась и тестировалась 50 раз
с различными random seed, что позволило оценить среднее и стандартное отклонение метрик.

Результаты и заключение

Результаты сравнения корреляционного и ансамблевого методов репрезентации на основе
фМРТ-данных HCP представлены в табл. 2. В ней представлены средняя точность классификации
и F1-метрика и их стандартные отклонения. Ансамблевый метод (в среднем) для каждого типа
эксперимента приводит к более точной и стабильной классификации.

Мы предполагаем, что нашему методу удается превзойти корреляционный метод из-за
того, что корреляционные графы содержат в себе шум, порождаемый следующими причинами:

Таблица 2. Сравнение корреляционного и ансамблевого методов репрезентации на основе
фМРТ-данных HCP. Представлена точность классификации и F1-метрика в формате среднее

(стандартное отклонение)

Table 2. Comparison of correlation-based and ensemble-based representation methods on fMRI data
of HCP. Classification accuracy and F1 metric in mean (standard deviation) format are presented

Корреляционные графы Ансамблевые графы

Рабочая память
Accuracy (%) 71.7 (7.11) 79.4 (3.56)
F1 (%) 72.78 (7.86) 74.37 (5.23)

Азартные игры
Accuracy (%) 65.3 (6.12) 98.9 (2.07)
F1 (%) 70.7 (5.82) 98.95 (1.97)

Движение конечностями
Accuracy (%) 62.3 (6.34) 68.0 (4.36)
F1 (%) 42.66 (12.36) 67.75 (4.55)

Социальное восприятие
Accuracy (%) 80.6 (5.71) 98.2 (2.4)
F1 (%) 82.57 (4.5) 98.11 (2.53)

Реляционное восприятие
Accuracy (%) 85.3 (5.69) 95.0 (0.0)
F1 (%) 85.46 (5.8) 95.24 (0.0)

Эмоциональное восприятие
Accuracy (%) 54.2 (5.23) 73.8 (6.37)
F1 (%) 55.64 (6.34) 73.7 (5.18)
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нестабильностью корреляционных коэффициентов из-за коротких временных рядов. При расчете
коэффициентов корреляции на основе коротких временных рядов, свойственных фМРТ-данным,
возникает стандартная ошибка, что приводит к недостоверным оценкам корреляции. Чем короче
временные ряды, тем выше ошибка и, следовательно, выше уровень шума. При этом стоит
учитывать, что временные ряды из соседних областей могут влиять друг на друга из-за физи-
ческой близости изменений в кровотоке. Это приводит к искажению измеряемых корреляций.
Также глобальные изменения сигнала, например, из-за общего изменения уровня активности,
могут накладываться на локальные сигналы, создавая ложные корреляции. Ввиду перечисленных
выше проблем корреляционные графы, построенные на фМРТ-данных, нужно дополнительно
обрабатывать для фильтрации шума. В свою очередь, ансамблевый метод, в силу природы его
вычисления, как раз помечает незначимые для классификации ребра весом, близким по абсо-
лютному значению к нулю. Это приводит к уменьшению влияния неважной для классификации
информации в данных.

В качестве примера визуализации топологии графов, которые строятся с помощью ансамбле-
вого метода, мы приводим усредненную по тестовой выборке матрицу весов ребер в эксперименте
на рабочую память (рис. 2). Можно видеть, как некоторые ребра ярко подсвечены цветом, что
свидетельствует об их значимости в классификации между двумя состояниями.

Обратим внимание, что в том формате, в котором мы строили ансамблевые графы, их можно
также интерпретировать как преобразование над корреляционными графами с применением
методов машинного обучения.

В заключение отметим, что в данной работе представлен метод репрезентации данных,
основанный на ансамблевом обучении, который показал во всех задачах более высокие результаты
по сравнению с наиболее распространенным методом, что позволяет его рекомендовать для
проведения анализа фМРТ-данных. Лучшая эффективность классификации позволяет предпо-
ложить, что с использованием этого метода мы более эффективно определяем функциональные
связи между регионами мозга при выполнении когнитивных задач. Мы надеемся, что в будущем,
при дальнейшем накоплении таких экспериментальных данных, наш метод даст возможность
дальше продвинуться в понимании процессов, протекающих в мозге.
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Рис. 2. Усредненные по тестовой выборке матрицы весов ребер для ансамблевых графов в эксперименте на рабочую
память. По вертикали и горизонтали расположены индексы вершины, цвет отражает вес ребра (цвет онлайн)

Fig. 2. Test sample averaged matrices of edge weights for ensemble graphs in the working memory experiment. Vertically and
horizontally there are vertex indices, the color reflects the edge weight (color online)
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Аннотация. Цель настоящего исследования — построение сетевой математической модели взаимодействия рит-
мов лимбической системы мозга при распространении патологической эпилептиформной активности из её фокуса.
Методы. На основе известных анатомических правил и биофизических законов строятся сети модельных нейронов
гиппокампа, энторинальной и лобной коры обоих полушарий. Рассматривается процесс синхронизации хаотической
динамики в относительно большой сети разнородных нейроосцилляторов сигналом кольцевого генератора регулярной
активности (модели эпилептического фокуса). Результаты. Показано, что, несмотря на существенные различия
между модельными уравнениями разных типов клеток и наличие собственных основных частот колебаний в бета-
и гамма-диапазонах в модели лимбической системы в фоновом режиме, внешнее импульсное регулярное воздействие
может приводить к синхронизации и частичному подавлению собственной активности, смещению пиков в спектре.
Данный вывод оказывается справедлив не для одной модели, а для целого класса моделей, различающихся матрицами
связей. Заключение. На биологически релевантной модели лимбической системы обоих полушарий мозга впервые
показан механизм распространения патологического ритма активности, отвечающего за эпилептический приступ.

Ключевые слова: модель лимбической системы мозга, модель Ходжкина–Хаксли.
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Abstract. The purpose of this study is to build a mathematical network model for interaction of rhythms in the limbic system of
the brain, when pathological epileptiform activity is spreading from the focus. Methods. Based on well-known anatomical rules
and biophysical laws, networks of model neurons are constructed for the hippocampus, the entorhinal and frontal cortex of
both hemispheres. The task of chaotic dynamics synchronization in a relatively large network of heterogeneous neurooscillators
by the signal of a ring generator of regular activity (a model of epileptic focus) was considered. Results. The regular pulse
activity was shown to be able partly synchronize of suppress own activity in the limbic system model despite significant
differences between the model equations of different cell types and the presence of natural fundamental oscillation frequencies
in the beta and gamma ranges, with some spectral peaks become shifted. This effect stays valid not for a single model, but
for a class of models that differ by the connectivity matrices. Conclusion. The mechanism of pathological rhythmic activity
propagation from the epileptic focus to the whole limbic system is modelled for the first time, with using biologically relevant
models of the limbic system of both brain hemispheres.
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Введение

Эпилептиформная активность представляет собою один из самых широко известных и удоб-
ных для изучения примеров ритмической активности в мозге. При математическом моделировании
сигналов мозга при эпилепсии важно понимать, что различные формы эпилепсии имеют различ-
ный патогенез [1]. Это значит, что задействуются разные области мозга и реализуются различные
сценарии генерализации патологической активности в мозге. Наибольшее число моделей известно
для абсансной эпилепсии, поскольку это самая простая и хорошо изученная форма, в том числе
потому что для неё имеются несколько генетических [2,3] и фармакологических [4] животных-
моделей. Модели можно условно разделить на макроскопические, когда каждая структура мозга
или тип клеток описываются одним [5] или несколькими [6] уравнениями, и мезомасштабные,
когда учитываются сетевые взаимодействия внутри структур и между различными типами клеток,
но нет возможностей смоделировать каждую клетку в отдельности, поэтому в качестве узлов сети
выступают большие группы клеток со сходными свойствами [7–9]. Как правило, математические
и радиотехнические модели эпилепсии основаны на результатах анализа связей по сигналам
мозга. Так как большинство форм эпилепсии возникает с активным участием глубоких структур
мозга, это анализ сигналов локальных потенциалов у животных.

В данной работе рассматривается лимбическая (височная) эпилепсия, приступы которой
сопровождаются судорогами. Эпилептогенез чаще всего связан с травмированием нервной ткани
гиппокампа [10] или поражением гиппокампа, приводящего к атрофии, которая обычно вызы-
вается, помимо потери нейронов, за счет глиоза в секторе Соммера [11]. Однако на данный
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момент не ясен механизм и не локализована область, ответственная за генерацию и распро-
странение припадков. Имеется несколько различных гипотез возникновения эпилептического
разряда: существование отдельного ключевого патологического объекта, например, прорастание
волокон мха и синаптическая реорганизация извилин [12–15] или бездействующие внутренние
нейроны [16]; существование определенной области, например, CA3, зубчатая фасция, которая
является основной причиной возникновения судорог [17], за счёт повышенной возбудимости ней-
ронов поля СА3 [15]; возможное существование двух независимых источников эпилептиформной
активности в энторинальной коре [15] и гиппокампе [17, 18]. Авторы данной работы придержива-
ются гипотезы о существовании небольшого первичного эпилептического фокуса в гиппокампе,
который является генератором основного ритма и может включать в себя небольшое количество
нейронов — в пределах нескольких десятков. В работах [19] и [20] были реализованы модели
данного генератора с использованием простых нейроосцилляторов ФитцХью–Нагумо [21, 22],
классической модели Ходжкина–Хаксли в оригинальном виде [23] и модифицированной модели
Ходжкина–Хаксли для поля CA3 пирамидных нейронов [24] соответственно.

Процесс моделирования лимбической эпилепсии в предыдущих исследованиях [19, 20, 25]
был разбит на части. Напротив, данная работа является более комплексной и обобщающей,
поскольку здесь представлена схема связей лимбической системы, которая включает в себя три
основных структуры мозга, задействованных в эпилептической активности: лобную кору (𝐹𝐶),
энторинальную кору (𝐸𝐶) и гиппокамп (𝐻𝑃 ), а также эти области разделены на два полушария:
левое 𝐿 и правое 𝑅. На основе анатомических правил, представленных на схеме ниже (рис. 1),
построена архитектура матрицы связности для лимбической эпилепсии, состоящая из 101 нейрона.
Исходя из морфологии сети, модель имеет 6 различных видов нейронов: три типа возбуждающих
клеток и три типа тормозных клеток соответственно. Для моделирования каждого типа нейронов
использовались специализированные, модифицированные уравнения в формализме Ходжкина–
Хаксли, а также использовались специальные уравнения для моделирования глутаматэргических
(возбуждающих) и ГАМКэргических (тормозных) синапсов.

Основным результатом работы является демонстрация распространения основной частоты,
генерируемой контуром в гиппокампе, в самом гиппокампе и во все вышестоящие области —
то есть модель взаимодействия ритмов мозга: нормальных, порождаемых сетью гиппокампа
в фоновом режиме, и патологического, приходящего из эпилептического фокуса. На основе
этой модели показан возможный механизм вторичной генерализации эпилептического приступа,
включая частичную синхронизацию активности нейронов в гиппокампе и связанных с ним
областях коры во время приступа.

1. Архитектура лимбической системы

При моделировании лимбической эпилепсии в данной работе рассматриваются три ос-
новных структуры: лобная кора, энторинальная кора и гиппокамп. Каждая структура включает
в себя только два основных типа нейронов: возбуждающие — пирамидные нейроны (𝑃𝑌 ); тор-
мозные — интернейроны (𝐼𝑁 ). Все три области были разделены на два полушария. Общий
принцип построения межполушарных связей заключается в том, что правая и левая стороны
коры и гиппокампа связаны между собой через 𝑃𝑌 -нейроны и это основной путь коммуникации
между полушариями.

Лобная кора и гиппокамп связаны друг с другом опосредованно, поскольку имеют прямые
двунаправленные связи только с энторинальной корой, которая выполняет роль основного ин-
терфейса между ними. В общем случае основная связь между структурами происходит за счет
возбуждающих связей 𝑃𝑌 -нейронов, а 𝐼𝑁 -нейроны изолированы от воздействия со стороны
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Рис. 1. Схема связей для моделируемых структур мозга: лобной (𝐹𝐶), энторинальной (𝐸𝐶) коры и гиппокампа (𝐻𝑃 ).
Красным цветом обозначены возбуждающие связи, синим — тормозные. Сплошная линия — сильные связи, пунктирная
линия — слабые связи. Пирамиды (𝑃𝑌 ) обозначены прямоугольниками, интернейроны (𝐼𝑁 ) — эллипсами (цвет онлайн)

Fig. 1. The scheme of couplings for the simulated brain structures: frontal (𝐹𝐶), entorhinal (𝐸𝐶) cortex and hippocampus
(𝐻𝑃 ). Excitatory couplings are indicated in red, inhibitory couplings are indicated in blue. The solid line shows strong
connections, the dotted line shows weak connections. Pyramids (𝑃𝑌 ) are indicated by rectangles, interneurons (𝐼𝑁 ) are
indicated by ellipses (color online)

клеток, находящихся за пределами их области. Предполагаемая принципиальная схема связи
между структурами представлена на рис. 1.

Однако существуют экзотические виды связей, которые несколько нарушают общие пра-
вила связи нейронов между структурами. Например, существует двунаправленная связь между
𝑃𝑌 -клетками лобной коры и 𝑃𝑌 -клетками гиппокампа, но данный вид связи является очень
слабым или же в некоторых случаях может отсутствовать полностью. По этой причине более
корректно говорить все же об опосредованной связи между ними. Также существуют связи интер-
нейронов энторинальной коры и гиппокампа. На рис. 1 обозначена как прямая, так и обратная
связь между 𝐼𝑁 -нейронами гиппокампа и энторинальной коры. Обе они довольно слабые и обо-
значены пунктиром (основные связи между этими двумя структурами все-таки возбуждающие).
Ещё следует отметить, что также существует слабая связь от 𝐼𝑁 -клеток гиппокампа к 𝑃𝑌 -
клеткам энторинальной коры, данная связь тоже довольно экзотическая и выделена пунктиром,
но в некоторых случаях данную связь вообще исключают из рассмотрения.

Основываясь на анатомических положениях, во всей рассматриваемой системе присутству-
ют как сильные, так и слабые связи между структурами. Все виды связи были построены исходя
из литературных данных, однако из-за отсутствия консенсуса по поводу наличия тех или иных
связей данная схема является в некоторой степени условной.

На основе данной схемы была построена система из 𝐷 = 101 нейроосцилляторов, матрица
связи изображена на рис. 2. Связи между отдельными элементами распределялись случайно,
но в соответствии с анатомическими представлениями. В данной системе присутствует 6 типов
клеток, а именно: пирамиды (𝑃𝑌FC) и интернейроны (𝐼𝑁FC) лобной коры; пирамиды (𝑃𝑌EC) и ин-
тернейроны (𝐼𝑁EC) энторинальной коры; пирамиды (𝑃𝑌HP) и интернейроны (𝐼𝑁HP) гиппокампа.
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Рис. 2. Матрица связности всех клеток лобной, энторинальной коры и гиппокампа. По оси абсцисс — ведомые нейроны,
по оси ординат — ведущие. Красным цветом обозначены положительные связи (возбуждающие, при 𝑘𝑖,𝑗 > 0), синим
цветом — отрицательные (тормозные, при 𝑘𝑖,𝑗 < 0), белым — отсутствие связей (𝑘𝑖,𝑗 = 0). Более яркие связи —
сильные, более бледные — слабые. 𝑃𝑌 — пирамидные нейроны, 𝐼𝑁 — интернейроны. 𝐹𝐶𝐿 — клетки лобной коры
левого полушария, 𝐹𝐶𝑅 — клетки лобной коры правого полушария, 𝐸𝐶𝐿 — клетки энторинальной коры левого
полушария, 𝐸𝐶𝑅 — клетки энторинальной коры правого полушария, 𝐻𝑃𝐿 — клетки гиппокампа левого полушария,
𝐻𝑃𝑅 — клетки гиппокампа правого полушария, 𝐻𝑃𝐶𝐿 — клетки эпифокуса гиппокампа левого полушария, 𝐻𝑃𝐶𝑅 —
клетки эпифокуса гиппокампа правого полушария (цвет онлайн)

Fig. 2. Coupling matrix for all cells of the frontal, entorhinal cortex, and hippocampus. The driven neurons are located along
the x-axis, and the driving neurons are located along the y-axis. Positive couplings are indicated in red (excitatory, at 𝑘𝑖,𝑗 > 0),
negative couplings (inhibitory, at 𝑘𝑖,𝑗 < 0) are indicated in blue, and no couplings are indicated in white (𝑘𝑖,𝑗 = 0). Brighter
couplings mean stronger connections, paler couplings mean weak connections. 𝑃𝑌 — pyramidal neurons, 𝐼𝑁 — interneurons.
𝐹𝐶𝐿 — cells of the frontal cortex of the left hemisphere, 𝐹𝐶𝑅 — cells of the frontal cortex of the right hemisphere, 𝐸𝐶𝐿 —
cells of the entorhinal cortex of the left hemisphere, 𝐸𝐶𝑅 — cells of the entorhinal cortex of the right hemisphere, 𝐻𝑃𝐿 —
cells of the hippocampus of the left hemisphere, 𝐻𝑃𝑅 — cells of the hippocampus of the right hemisphere, 𝐻𝑃𝐶𝐿 — left
hemisphere hippocampal epiphocus cells, 𝐻𝑃𝐶𝑅 — right hemisphere hippocampal epiphocus cells (color online)
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Для гиппокампа можно выделить две зоны: условный эпифокус (𝐻𝑃𝐶) — генератор основного
ритма, и окружающая его область — остальной гиппокампа (𝐻𝑃 ). Уравнения для нейронов этих
двух областей не отличаются, отличаются немного значения параметров. Моделирование осу-
ществлялось с использованием индивидуальных уравнений типа Ходжкина–Хаксли, нелинейные
функции и параметры которых были отдельно выбраны из литературы для каждого из шести
типов клеток.

Лобная кора включает в себя 30 модельных клеток, где количество нейронов разделя-
ется следующим образом: 24 𝑃𝑌FC-клетки и 6 𝐼𝑁FC-клеток. Данные клетки поровну поде-
лены между правым и левым полушариями (то есть в одном полушарии по 12 𝑃𝑌FC-клеток
и по 3 𝐼𝑁FC-клетки). Таким образом, в лобной коре 𝑃𝑌FC : 𝐼𝑁FC относятся в соотношении 4:1.
Для 𝑃𝑌FC-клеток и 𝐼𝑁FC-клеток использовались уравнения и параметры из [26, 27].

Энторинальная кора, по аналогии с вышестоящей структурой, также включает в се-
бя 30 элементов, где количество нейронов разделяется следующим образом: 24 𝑃𝑌EC-клети
и 6 𝐼𝑁EC-клеток. Данные клетки поровну поделены между правым и левым полушариями
(то есть в одном полушарии по 12 𝑃𝑌EC-клеток и по 3 𝐼𝑁EC-клетки). Таким образом, в энтори-
нальной коре 𝑃𝑌EC : 𝐼𝑁EC также относятся в соотношении 4:1. Для 𝑃𝑌EC-клеток использовались
уравнения и параметры из [28], а для 𝐼𝑁EC-клеток использовались уравнения и параметры из [29].

Гиппокам включает в себя 30 элементов, где количество 𝑃𝑌HP-клеток равняется 27,
а 𝐼𝑁HP-клеток — 3, и данные клетки были разделены между полушариями следующим об-
разом: левое полушарие включает 14 𝑃𝑌HP-клеток и 1 𝐼𝑁HP-клетку; правое полушарие включает
13 𝑃𝑌HP-клеток и 2 𝐼𝑁HP-клетки. Таким образом, в гиппокампе основные клетки 𝑃𝑌HP : 𝐼𝑁HP

в среднем относятся в соотношении 9:1. Для 𝑃𝑌𝐻𝑃 -клеток и 𝐼𝑁𝐻𝑃 -клеток использовались урав-
нения и параметры из [24], как это было сделано в [20] при создании гиппокампальной кольцевой
структуры — ритмоводителя.

В общем случае гиппокамп включает в себя колебательный контур, и он представляет собой
генератор основной частоты при лимбической эпилепсии, работающий за счет коллективной
динамики, которая формируется в кольце пирамидных нейронов (с присутствием некоторой
задержки) [19, 20]. По сравнению с предыдущими работами, в данной работе представлена
немного модифицированная модель контура, которая включает в себя не только 𝑃𝑌 -нейроны,
но и 𝐼𝑁 -клетки, тем самым демонстрируется более общий случай возможной организации генера-
тора с сохранением необходимых свойств. Также следует отметить, что нейроны кольца находятся
в обоих полушариях и имеют исходящее воздействие на нейроны гиппокампа в двух полушариях,
соответственно. Генерация эпилептических разрядов чаще происходит в одном из полушарий,
поскольку считается, что причина развития лимбической эпилепсии связана с локальным повре-
ждением нервной ткани, например, при черепно-мозговой травме. Однако со временем может
происходить дополнительное разрушение ткани гиппокампа (двойной гиппокампальный склероз),
и эти очаги разрушения могут становиться генераторами. В данном случае к основной системе
из 90 нейронов добавляется кольцо (однонаправленное) из 10-ти пирамидных клеток (𝑃𝑌HPC)
и одного интернейрона (𝐼𝑁HPC) гиппокампа, которое является генератором основной частоты
(рис. 3).

Изначально генератор находится в неколебательном состоянии и запускает генерацию после
одиночного импульса, пришедшего с интернейрона гиппокампа (для системы рис. 2, в роли
данной клетки выступает 𝐼𝑁HP𝑅2

). После этого за счет инерционности каждой клетки данный
колебательный контур переходит к генерированию колебаний на определенной частоте, одним
из способов управления частотой в данном случае является использование нужного количества
осцилляторов в кольце. Параметры нейронов данного генератора отличаются от параметров для
остальных нейронов гиппокампа (табл. 1), несмотря на то, что генератор является его частью.
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Рис. 3. Структура моделируемого эпилептического контура (фокуса) в гиппокампе. Красным цветом обозначены
возбуждающие связи, синим — тормозные (цвет онлайн)

Fig. 3. The structure of the simulated epileptic contour (focus) in the hippocampus. Excitatory couplings are indicated in red,
inhibitory couplings are indicated in blue (color online)

Таблица 1. Значения параметров для каждого типа нейронов

Table 1. Parameter values for each type of neurons

Parameter 𝑃𝑌FC 𝐼𝑁FC 𝑃𝑌EC 𝐼𝑁EC 𝑃𝑌HP 𝐼𝑁HP 𝑃𝑌HPC 𝐼𝑁HPC

𝑔Na, mS/cm2 50 100 52 52 1 1.5 1 1.5
𝑔NaP, mS/cm2 — — 0.21 0.5 — — — —
𝑔M, mS/cm2 — 2 — — — — — —
𝑔Ca, mS/cm2 — — — — 0.13 — 0.13 —

𝑔Ca(low), mS/cm2 — — — — 0.03 — 0.008 —
𝑔h, mS/cm2 — — — 1.45 — — — —
𝑔K, mS/cm2 5 80 11 11 — — — —
𝑔KS, mS/cm2 — — 2 — — — — —

𝑔K(DR), mS/cm2 — — — — 0.08 0.3 0.12 0.3
𝑔K(A), mS/cm2 — — — — 0.17 — 0.17 —

𝑔K(AHP), mS/cm2 — — — — 0.07 — 0.027 —
𝑔K(C), mS/cm2 — — — — 0.366 — 0.33 —
𝑔af , mS/cm2 — — — — 0.005 — 0.01 —
𝑔L, mS/cm2 0.1 0.1 0.1 0.5 0.0033 0.02 0.0033 0.02

𝑔AMPA, mS/cm2 0.491 0.13 0.701 0.4 4.2303 0.3 3.53 3.53
𝑔GABA, mS/cm2 −0.195 −0.195 −0.69 −0.69 −0.3 −0.48 −0.795 0

𝑉Na, mV 100 50 55 55 50 50 50 50
𝑉M, mV — −100 — — — — — —
𝑉Ca, mV — — — — 75 — 75 —
𝑉h, mV — — — −20 — — — —
𝑉K, mV −100 −100 −90 −90 −80 −80 −80 −80

𝑉syn(e), mV — — — — −10 — −10 —
𝑉L, mV −61 −61 −54 −65 −65 −65 −65 −65

𝑉AMPA, mV 0 0 0 0 0 0 0 0
𝑉GABA, mV −80 −80 −80 −80 −80 −80 −80 −80
𝐶, µF/cm2 1 1 1.5 1.5 0.1 0.1 0.1 0.1

Капустников А. А., Сысоева М. В., Сысоев И. В., Корнилов М. В.
Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 4 573



2. Модели узлов для каждого типа нейронов

В этой статье нейроны каждого типа моделируются на основе модели Ходжкина–Хаксли [23].
Общее уравнение временной эволюции трансмембранного потенциала нейронов имеет вид (1):

𝐶
𝑑𝑉𝑖

𝑑𝑡
= −

∑︁
𝐼memb,𝑖 −

∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝐼syn,𝑖,𝑗 , (1)

где 𝑉𝑖 — потенциал на мембране 𝑖-го нейрона, 𝑡 — размерное время, 𝐶 — ёмкость мембраны,
𝐼memb,𝑖 — мембранные токи для 𝑖-го нейрона, 𝐼syn,𝑖,𝑗 — синаптические токи (𝑗 — номер пресинап-
тического нейрона) для 𝑖-го нейрона, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝐷 и 𝐷 — общее количество нейронов в сети.
В следующем подразделе будут приведены конкретные уравнения для каждого из шести типов
нейронов. Значения всех параметров для нейронов и их синаптических связей были взяты из
литературы.

Связь между клетками устанавливается посредством синаптических токов 𝐼syn,𝑖,𝑗 . Здесь
рассматриваются два тока: возбуждающий AMPA-ток (𝐼AMPA𝑗 ) и тормозной ГАМК-ток (𝐼GABA𝑗 ):

𝐼AMPA,𝑗 = 𝑔AMPA𝑥AMPA,𝑗(𝑉𝑗 − 𝑉AMPA), (2)

𝑑𝑥AMPA,𝑗

𝑑𝑡
= 5(1 + tanh(𝑉𝑗/4))(1− 𝑥AMPA,𝑗)− 𝑥AMPA,𝑗/2,

𝐼GABA,𝑗 = 𝑔GABA𝑥GABA,𝑗(𝑉𝑗 − 𝑉GABA), (3)

𝑑𝑥GABA𝑗

𝑑𝑡
= 2(1 + tanh(𝑉𝑗/4))(1− 𝑥GABA,𝑗)− 𝑥GABA,𝑗/5.

Для всех типов клеток:∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝐼syn,𝑖,𝑗 =
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

(𝐼AMPA,𝑗 + 𝐼GABA,𝑗). (4)

2.1. Лобная кора. Для моделирования нейронов лобной коры брались уравнения для
пирамид и интернейронов из работ [26,27], где 𝑃𝑌 - и 𝐼𝑁 -клетки различались лишь наличием
у последних 𝐼M (медленного калиевого тока, который обеспечивает интернейронам адаптацию
частоты спайков).

2.1.1. Пирамидные нейроны лобной коры. Потенциал покоя мембраны 𝑃𝑌 -клеток
лобной коры равнялся −63.16 мВ. Мембранный потенциал для каждой 𝑖-й пирамидной клетки
задавался следующим образом:

𝐶
𝑑𝑉𝑖

𝑑𝑡
= −𝐼Na,𝑖 − 𝐼K,𝑖 − 𝐼L,𝑖 −

∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝐼syn,𝑖,𝑗 , (5)

Уравнения для натриевого тока:

𝐼Na,𝑖 = 𝑔Na𝑚
3
𝑖ℎ𝑖(𝑉𝑖 − 𝑉Na),

𝑑𝑚𝑖

𝑑𝑡
= αm(𝑉𝑖)(1−𝑚𝑖)− βm(𝑉𝑖)𝑚𝑖, (6)

𝑑ℎ𝑖
𝑑𝑡

= αh(𝑉𝑖)(1− ℎ𝑖)− βh(𝑉𝑖)ℎ𝑖,
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где 𝑔Na — это максимальная ионная проводимость натриевого канала, 𝑉Na — это равновесный
потенциал натриевого канала (конкретные значения приведены в табл. 1). 𝑚,ℎ — воротные
переменные натриевого канала, α и β — функции открытия и закрытия воротных переменных:

αm(𝑉𝑖) =
0.32(𝑉𝑖 + 54)

1− exp(−(𝑉𝑖 + 54)/4)
, βm(𝑉𝑖) =

0.28(𝑉𝑖 + 27)

exp((𝑉𝑖 + 27)/5)− 1
,

αh(𝑉𝑖) = 0.128exp(−(𝑉𝑖 + 50)/18), βh(𝑉𝑖) =
4

1 + exp(−(𝑉𝑖 + 27)/5)
.

Уравнения для калиевого тока:

𝐼K,𝑖 = 𝑔K𝑛
4
𝑖 (𝑉𝑖 − 𝑉K),

𝑑𝑛𝑖

𝑑𝑡
= αn(𝑉𝑖)(1− 𝑛𝑖)− βn(𝑉𝑖)𝑛𝑖, (7)

где 𝑔K — это максимальная ионная проводимость калиевого канала, 𝑉K — это равновесный
потенциал калиевого канала. 𝑛 — воротная переменная калиевого канала, α и β — функции
открытия и закрытия воротной переменной:

αn(𝑉𝑖) =
0.032(𝑉𝑖 + 52)

1− exp(−(𝑉𝑖 + 52)/5)
, βn(𝑉𝑖) =

0.5exp(−(𝑉𝑖 + 57)/40)

40
.

Уравнение для тока утечки:

𝐼L,𝑖 = 𝑔L(𝑉𝑖 − 𝑉L), (8)

где 𝑔L — это максимальная проводимость утечки.

2.1.2. Интернейроны лобной коры. Потенциал покоя мембраны 𝐼𝑁 -клеток лобной
коры равнялся −68.963 мВ. Мембранный потенциал для каждого 𝑖-го интернейрона задавался
следующими уравнениями:

𝐶
𝑑𝑉𝑖

𝑑𝑡
= −𝐼Na,𝑖 − 𝐼K,𝑖 − 𝐼L,𝑖 − 𝐼M,𝑖 −

∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝐼syn,𝑖,𝑗 . (9)

Уравнения для натриевого тока (6), калиевого тока (7) и тока утечки (8) такие же, как для
пирамидных нейронов, и функции открытия и закрытия воротных переменных тоже совпада-
ют, отличаются только значения максимальной ионной проводимости каналов и равновесного
потенциала каналов. Также добавляется медленный калиевый ток.

Уравнения для калиевого тока M-типа:

𝐼M,𝑖 = 𝑔M𝑝𝑖(𝑉𝑖 − 𝑉M),

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡

= αp(𝑉𝑖)(1− 𝑝𝑖)− βp(𝑉𝑖)𝑝𝑖, (10)

где 𝑔M — это максимальная ионная проводимость M-канала, 𝑉M — это равновесный потенциал
M-канала. 𝑝 — воротная переменная M-канала, α и β — функции открытия и закрытия воротной
переменной:

αp(𝑉𝑖) =
0.00030209(𝑉𝑖 + 30)

1− exp(−(𝑉𝑖 + 30)/9)
, βp(𝑉𝑖) = − 0.00030209(𝑉𝑖 + 30)

1− exp((𝑉𝑖 + 30)/9)
.
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2.2. Энторинальная кора.

2.2.1. Пирамидные нейроны энторинальной коры. В данном случае использовалась
модель для пирамидных клеток слоя V энторинальной коры, которая была впервые опубликована
в [30], затем модифицирована в [31] и окончательно представлена в [28].

Потенциал покоя мембраны 𝑃𝑌 -клеток энторинальной коры равнялся −33.9 мВ. Мембран-
ный потенциал для каждой 𝑖-ой пирамидной клетки задавался следующим образом:

𝐶
𝑑𝑉𝑖

𝑑𝑡
= −𝐼Na,𝑖 − 𝐼NaP,𝑖 − 𝐼K,𝑖 − 𝐼KS,𝑖 − 𝐼L,𝑖 −

∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝐼syn,𝑖,𝑗 . (11)

Уравнения для натриевого тока точно такие же, как в случае нейронов лобной коры (6),
но отличаются функции открытия и закрытия воротных переменных:

αm(𝑉𝑖) =
−0.1(𝑉𝑖 + 23)

exp(−0.1(𝑉𝑖 + 23))− 1
, βm(𝑉𝑖) = 4exp((𝑉𝑖 + 23)/18),

αh(𝑉𝑖) = 0.07exp(−(𝑉𝑖 + 37)/20), βh(𝑉𝑖) =
1

1 + exp(−0.1(𝑉𝑖 + 7))
.

Уравнения для постоянного натриевого тока:

𝐼NaP,𝑖 = 𝑔NaP𝑢𝑖(𝑉𝑖 − 𝑉Na),

𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑡

=
(1/(1 + exp(−(𝑉𝑖 + 38)/6.5)))− 𝑢𝑖

0.15
. (12)

Уравнения для калиевого тока точно такие же, как в случае нейронов лобной коры (7),
но отличаются функции открытия и закрытия воротных переменных:

αn(𝑉𝑖) =
−0.01(𝑉𝑖 + 27)

exp(−0.1(𝑉𝑖 + 27))− 1
, βn(𝑉𝑖) = 0.125exp(−(𝑉𝑖 + 37)/80).

Уравнения для медленного калиевого тока:

𝐼KS,𝑖 = 𝑔KS𝑙𝑖(𝑉𝑖 − 𝑉K),

𝑑𝑙

𝑑𝑡
=

(1/(1 + exp(−(𝑉𝑖 + 23)/6.5)))− 𝑙𝑖
90

. (13)

Уравнение для тока утечки такое же, как для тока утечки нейронов лобной коры (8).

2.2.2. Интернейроны энторинальной коры. Энторинальная кора включает в себя два
основных вида тормозных нейронов: корзинчатые интернейроны (basket cells), расположенные
в слое II энторинальной коры, и бокаловидные интернейроны (goblet cells), расположенные
в слое III энторинальной коры. В данной работе в роли интернейронов была выбрана модель для
бокаловидных интернейронов из [29]. Во-первых, данный вид интернейронов не имеет NMDA-
рецептора по сравнению с корзинчатыми интернейронами [32]. Это важное условие, поскольку
в работе моделируются лишь AMPA- и GABA-рецепторы. Во-вторых, в предыдущих работах [20]
и в данной при моделировании нейронов гиппокампа были выбраны пирамидные нейроны
поля CA3 гиппокампа. Считается, что область CA3 предпочитает более медленные колебания
частотой 30 Гц. Бокаловидные интернейроны способны к генерации колебаний на частоте
приблизительно 30 Гц, отсюда следует, что колебания данных нейронов могут предпочтительно
синхронизироваться с областью CA3 [32].
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Потенциал покоя мембраны 𝐼𝑁 -клеток энторинальной коры равнялся −55.1 мВ. Мембран-
ный потенциал для каждого 𝑖-го интернейрона задавался следующим образом:

𝐶
𝑑𝑉𝑖

𝑑𝑡
= −𝐼Na,𝑖 − 𝐼NaP,𝑖 − 𝐼K,𝑖 − 𝐼h,𝑖 − 𝐼L,𝑖 −

∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝐼syn,𝑖,𝑗 . (14)

Уравнения для натриевого тока точно такие же, как в случае нейронов лобной коры (6), но
отличаются функции открытия и закрытия воротных переменных:

αm(𝑉𝑖) =
−0.1(𝑉𝑖 + 23)

exp(−0.1(𝑉𝑖 + 23))− 1
, βm(𝑉𝑖) = 4exp(−(𝑉𝑖 + 48)/18),

αh(𝑉𝑖) = 0.07exp(−(𝑉𝑖 + 37)/20), βh(𝑉𝑖) =
1

1 + exp(−0.1(𝑉𝑖 + 7))
.

Уравнения для постоянного натриевого тока точно такие же, как в случае нейронов энтори-
нальной коры (12). Уравнения для калиевого тока точно такие же, как в случае нейронов лобной
коры (7), но отличаются функции открытия и закрытия воротных переменных:

αn(𝑉𝑖) =
−0.01(𝑉𝑖 + 27)

exp(−0.1(𝑉𝑖 + 27))− 1
, βn(𝑉𝑖) = 0.125exp(−(𝑉𝑖 + 37)/80).

Уравнения для активированного гиперполяризацией h-тока:

𝐼h,𝑖 = 𝑔h(0.65𝑓𝑖 + 0.35𝑔𝑖)(𝑉𝑖 − 𝑉h),

𝑑𝑓 𝑖

𝑑𝑡
=

(1/(1 + exp((𝑉𝑖 + 79.2)/9.78)))− 𝑓𝑖
(0.51/(exp((𝑉𝑖 − 1.7)/10) + exp(−(𝑉𝑖 + 340)/52))) + 1

, (15)

𝑑𝑔𝑖
𝑑𝑡

=
(1/(1 + exp((𝑉𝑖 + 71.3)/7.9)))− 𝑔𝑖

(5.6/(exp((𝑉𝑖 − 1.7)/14) + exp(−(𝑉𝑖 + 260)/43))) + 1
.

Уравнение для тока утечки такое же, как для тока утечки нейронов лобной коры (8).

2.3. Гиппокамп. Уравнения для пирамидных нейронов и интернейронов гиппокампа
брались из работы [24].

2.3.1. Пирамидные нейроны гиппокампа. Потенциал покоя мембраны 𝑃𝑌 -клеток гиппо-
кампа равнялся −32.5 мВ. Мембранный потенциал для каждой 𝑖-ой пирамидной клетки задавался
следующим образом:

𝐶
𝑑𝑉𝑖

𝑑𝑡
= −𝐼Na,𝑖 − 𝐼Ca,𝑖 − 𝐼Ca(low),𝑖 − 𝐼K(DR),𝑖 − 𝐼K(A),𝑖 − (16)

−𝐼K(AHP),𝑖 − 𝐼K(Ca),𝑖 − 𝐼L,𝑖 − 𝐼af,𝑖 −
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝐼syn,𝑖,𝑗 .

Уравнения для натриевого тока отличаются от рассмотренных выше:

𝐼Na,𝑖 = 𝑔Na𝑚
2
𝑖ℎ𝑖(𝑉𝑖 − 𝑉Na),

𝑑𝑚𝑖

𝑑𝑡
= αm(𝑉𝑖)(1−𝑚𝑖)− βm(𝑉𝑖)𝑚𝑖, (17)

𝑑ℎ𝑖
𝑑𝑡

= αh(𝑉𝑖)(1− ℎ𝑖)− βh(𝑉𝑖)ℎ𝑖,
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где

αm(𝑉𝑖) =
−0.32(𝑉𝑖 + 51.9)

exp(−(𝑉𝑖 + 51.9)/4)− 1
, βm(𝑉𝑖) =

0.28(𝑉𝑖 + 24.9)

exp((𝑉𝑖 + 24.9)/5)− 1
,

αh(𝑉𝑖) = 0.128exp(−(𝑉𝑖 + 48)/18), βh(𝑉𝑖) =
4

1 + exp(−(𝑉𝑖 + 25)/5)
.

Уравнения для кальциевого тока:

𝐼Ca,𝑖 = 𝑔Ca𝑠
2
𝑖 𝑟𝑖(𝑉𝑖 − 𝑉Ca),

𝑑𝑠𝑖
𝑑𝑡

= αs(𝑉𝑖)(1− 𝑠𝑖)− βs(𝑉𝑖)𝑠𝑖, (18)

𝑑𝑟𝑖
𝑑𝑡

= αr(𝑉𝑖)(1− 𝑟𝑖)− βr(𝑉𝑖)𝑟𝑖,

где

αs(𝑉𝑖) =
0.2

1 + exp(−0.072𝑉𝑖)
, βs(𝑉𝑖) =

0.0025(𝑉𝑖 + 13.9)

exp((𝑉𝑖 + 13.9)/5)− 1
,

αr(𝑉𝑖) =

⎧⎨⎩
exp(−(𝑉𝑖 + 65)/20)

1600
, (𝑉𝑖 > −65),

0.000625, (𝑉𝑖 ⩽ −65),

βr(𝑉𝑖) =

⎧⎨⎩
0.005− 8αr(𝑉𝑖)

8
, (𝑉𝑖 > −65),

0, (𝑉𝑖 ⩽ −65).

Уравнения для низкопорогового кальциевого тока:

𝐼Ca(low),𝑖 = 𝑔Ca(low)𝑜
2
𝑖 𝑒𝑖(𝑉𝑖 − 𝑉Ca),

𝑑𝑜𝑖
𝑑𝑡

= αo(𝑉𝑖)(1− 𝑜𝑖)− βo(𝑉𝑖)𝑜𝑖, (19)

𝑑𝑒𝑖
𝑑𝑡

= αe(𝑉𝑖)(1− 𝑒𝑖)− βe(𝑉𝑖)𝑒𝑖,

где

αo(𝑉𝑖) =
1.6

1 + exp(−0.072(𝑉𝑖 + 40))
, βo(𝑉𝑖) =

0.02(𝑉𝑖 + 53.9)

exp((𝑉𝑖 + 53.9)/5)− 1
,

αe(𝑉𝑖) =

⎧⎨⎩
exp(−(𝑉𝑖 + 105)/20)

200
, (𝑉𝑖 > −105),

0.005, (𝑉𝑖 ⩽ −105),

βe(𝑉𝑖) =

⎧⎨⎩ 0.005− αe(𝑉𝑖), (𝑉𝑖 > −105),

0, (𝑉𝑖 ⩽ −105).
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Уравнения для калиевого тока задержанного выпрямления:

𝐼K(DR),𝑖 = 𝑔K(DR)𝑤𝑖(𝑉𝑖 − 𝑉K),

𝑑𝑤𝑖

𝑑𝑡
= αw(𝑉𝑖)(1− 𝑤𝑖)− βw(𝑉𝑖)𝑤𝑖, (20)

где

αw(𝑉𝑖) =
−0.016(𝑉𝑖 + 29.9)

exp(−(𝑉𝑖 + 29.9)/5)− 1
, βw(𝑉𝑖) = 0.25exp(−(𝑉𝑖 + 45)/40).

Уравнения для калиевого тока А-типа:

𝐼K(A),𝑖 = 𝑔K(A)𝑎𝑖𝑏𝑖(𝑉𝑖 − 𝑉K),

𝑑𝑎𝑖
𝑑𝑡

= αa(𝑉𝑖)(1− 𝑎𝑖)− βa(𝑉𝑖)𝑎𝑖, (21)

𝑑𝑏𝑖
𝑑𝑡

= αb(𝑉𝑖)(1− 𝑏𝑖)− βb(𝑉𝑖)𝑏𝑖,

где

αa(𝑉𝑖) =
−0.02(𝑉𝑖 + 51.9)

exp(−(𝑉𝑖 + 51.9)/10)− 1
, βa(𝑉𝑖) =

0.0175(𝑉𝑖 + 24.9)

exp((𝑉𝑖 + 24.9)/10)− 1
,

αb(𝑉𝑖) = 0.0016exp(−(𝑉𝑖 + 78)/18), βb(𝑉𝑖) =
0.05

1 + exp(−(𝑉𝑖 + 54.9)/5)
.

Уравнения для калиевого тока после гиперполяризации (AHP):

𝐼K(AHP),𝑖 = 𝑔K(AHP)𝑞𝑖(𝑉𝑖 − 𝑉K),

𝑑𝑞𝑖
𝑑𝑡

= αq(𝑉𝑖)(1− 𝑞𝑖)− βq(𝑉𝑖)𝑞𝑖, (22)

где

αq(𝑉𝑖) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, ((χ𝑖 − 140) < 0),

0.00002(χ𝑖 − 140), (0 ⩽ (χ𝑖 − 140) < 500),

0.01, (500 ⩽ (χ𝑖 − 140)),

βq(𝑉𝑖) = 0.001.

Уравнения для кальций-зависимого калиевого тока:

𝐼K(Ca),𝑖 = 𝑔K(Ca)min(1, χ𝑖/250)𝑐𝑖(𝑉𝑖 − 𝑉K),

𝑑𝑐𝑖
𝑑𝑡

= αc(𝑉𝑖)(1− 𝑐𝑖)− βc(𝑉𝑖)𝑐𝑖, (23)

𝑑χ𝑖
𝑑𝑡

= −φ𝐼Ca,𝑖 − βχχ𝑖,

где

αc(𝑉𝑖) =

⎧⎨⎩
exp(((𝑉𝑖 + 55)/20)− ((𝑉𝑖 + 58.5)/27))

18.975
, (𝑉𝑖 ⩽ −15),

2exp(−(𝑉𝑖 + 58.5)/27), (𝑉𝑖 > −15),

βc(𝑉𝑖) =

{︃
2exp(−(𝑉𝑖 + 58.5)/27)− αc(𝑉𝑖), (𝑉𝑖 ⩽ −15),

0, (𝑉𝑖 > −15).
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Уравнения для входного возбуждающего синаптического тока:

𝐼af,𝑖 = 𝑔af(𝑉𝑖 − 𝑉syn(e)). (24)

Уравнение для тока утечки такое же, как для тока утечки нейронов лобной коры (8).

2.4. Интернейроны гиппокампа. Потенциал покоя мембраны 𝐼𝑁 -клеток гиппокампа рав-
нялся −64.965 мВ. Мембранный потенциал для каждого 𝑖-го интернейрона задавался следующими
уравнениями:

𝐶
𝑑𝑉𝑖

𝑑𝑡
= −𝐼Na,𝑖 − 𝐼K(DR),𝑖 − 𝐼L,𝑖 −

∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝐼syn,𝑖,𝑗 . (25)

Уравнения для натриевого тока точно такие же, как в случае нейронов лобной коры (6),
но отличаются функции открытия и закрытия воротных переменных:

αm(𝑉𝑖) =
−0.64(𝑉𝑖 + 51.9)

exp(−(𝑉𝑖 + 51.9)/4)− 1
, βm(𝑉𝑖) =

0.56(𝑉𝑖 + 24.9)

exp((𝑉𝑖 + 24.9)/5)− 1
,

αh(𝑉𝑖) =
0.128exp(−(𝑉𝑖 + 48)/18)

0.65
, βh(𝑉𝑖) =

4

0.65(1 + exp(−(𝑉𝑖 + 25)/5))
.

Уравнения для калиевого тока задержанного выпрямления отличаются от рассмотренного
выше уравнения (20):

𝐼K(DR),𝑖 = 𝑔K(DR)𝑤
4
𝑖 (𝑉𝑖 − 𝑉K),

𝑑𝑤𝑖

𝑑𝑡
= αw(𝑉𝑖)(1− 𝑤𝑖)− βw(𝑉𝑖)𝑤𝑖, (26)

где

αn(𝑉𝑖) =
−0.016(𝑉𝑖 + 48.9)

0.65(exp(−(𝑉𝑖 + 48.9)/5)− 1)
, βn(𝑉𝑖) =

0.25exp(−(𝑉𝑖 + 64)/40)

0.65
.

Уравнение для тока утечки такое же, как для тока утечки нейронов лобной коры (8).
Параметры для гиппокампальных нейронов, образующих генератор основного ритма, и гип-

покампальных нейронов окружающей области немного отличались (см. табл. 1).

3. Результаты

Моделировался сигнал длительностью 4.25 секунды, где первые 2.25 секунды — нормальная
динамика, а последние 2 секунды — эпилептиформная активность, вызванная началом воздей-
ствия генератора основного ритма. На рис. 4 изображены временные ряды суммарной активности
нейронов (multiunit neuronal activity, MUA) для каждой из 3-х областей обоих полушарий. Можно
заметить, что динамика несколько отличается между двух полушарий. Так, например, в левом
полушарии во всех областях наблюдается высокочастотная спайковая активность как до, так и
после начала воздействия. В то же время в правом полушарии наблюдается перемежаемость
(где спайковая активность сменяется сформированными бёрстами) во всех областях в период
нормальной активности, во время патологической динамики бёрсты сохраняются лишь в энто-
ринальной коре, а в остальных структурах наблюдается динамика, аналогичная наблюдаемой
в левом полушарии.

Для начала следует рассмотреть спектры мощности при отсутствии воздействия с эпикон-
тура гиппокампа. Данные различия хорошо отображены на спектрах рис. 5, a. Отсюда видно,
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Рис. 4. Временные ряды суммарной активности нейронов (сумма потенциалов пирамид и интернейронов определенной
структуры мозга): лобная кора — красный, энторинальная кора — синий и гиппокамп — зеленый. Временные ряды
гиппокампа не включают сигнал от генератора основного ритма. Черные пунктирные линии указывают начальные
моменты. Первые три ряда представляют левое полушарие, нижние три ряда — правое полушарие соответственно
(цвет онлайн)

Fig. 4. Time series of multiunit neuronal activity (sum of potentials of pyramids and interneurons of a particular brain
structure): the frontal cortex — red, the entorhinal cortex — blue and the hippocampus — green. Hippocampal time series don’t
include signal from main rhythm generator. Black dotted lines indicate the starting 𝑡start time moments of the driving. First
three rows represent left hemisphere, bottom three rows represent right hemisphere respectively (color online)

что коллективная динамика имеет несколько собственных высокочастотных гармоник, однако в
разных полушариях частоты различаются. Так, в левом полушарии можно наблюдать хорошо
выраженные пики в спектре на частотах 27 Гц и 54 Гц (бета- и гамма-диапазоны соответственно)
и дельта-ритм в гиппокампе. В то же время в правом полушарии наблюдаются менее выраженные
частотные пики в бета- и гамма-диапазонах на частотах 27 Гц и 45 Гц. В обоих полушариях
присутствует гармоника на частоте 27 Гц, что может свидетельствовать о некой удачной связи
энторинальной коры и гиппокампа, повлекшей реализацию сценария из [32]. Также стоит отме-
тить, что данная гармоника в левом полушарии имеет более высокую мощность по сравнению с
правым, то есть взаимодействие скорее всего является однонаправленным или преимуществен-
но однонаправленным. Поскольку в данной работе не использовалась расстройка нейронов по
параметрам и все клетки одного типа имели идентичные параметры, данные различия между
динамикой обоих полушарий могут объясняться только архитектурою построенной сети.
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Рис. 5. Спектральная плотность мощности суммарной активности нейронов в лобной коре — красный, в энторинальной
коре — синий; в гиппокампе — зеленый и в эпилептическом контуре гиппокампа — черный. Левый и правый столбцы
представляют два полушария головного мозга. Часть a — система с отключенным входящим сигналом от эпиконтура
гиппокампа; часть b — система с включенным входящим сигналом от эпиконтура гиппокампа (цвет онлайн)

Fig. 5. Power spectral density of multiunit activity: the frontal cortex — red, the entorhinal cortex — blue; the hippocampus —
green and the epileptic hippocampal circuit — black. Left and right columns represent the two hemispheres of the brain.
Part a — system with turned off incoming driving from hippocampal circuit; part b — system with turned on incoming driving
from hippocampal circuit (color online)

Теперь перейдем к рассмотрению сценария, когда на лимбическую систему приходит воздей-
ствие с эпилептического контура рис. 5, b. Генератор основного ритма демонстрирует колебания
на частоте 40 Гц. Отчетливо видно, что при отсутствии воздействия гармоники на частоте 40 Гц
нет, а при наличии воздействия данная гармоника появляется во всех областях лимбической
системы. Также следует отметить, что появление данной гармоники влечет за собой некоторые
спектральные изменения в присутствовавших изначально высокочастотных гармониках. Напри-
мер, наблюдается небольшое понижение мощности близлежащих гармоник: снижение мощности
у гармоники на частоте 27 Гц во всех областях правого полушария; снижение мощности у гармо-
ники на частоте 45 Гц в энторинальной коре в левом полушарии и в целом перестроение этой
компоненты, её частичный захват. Таким образом, можно говорить о том, что генератор основной
частоты лимбической эпилепсии способен распространять свою частоту по всем трем структу-
рам: лобная кора, энторинальная кора и гиппокамп, и способен в некоторой степени подавлять
или захватывать близлежащие частоты. При этом важным является тот факт, что использован-
ные уравнения связи гораздо сложнее, чем обычно используемая в работах по синхронизации
разностная связь.

Поскольку до настоящего момента рассмотрение было проведено на основе единственной
матрицы связей, необходимо было рассмотреть, как изменится динамика системы (и изменится ли)
при изменении связей в сети, хотя бы минимальном.

Авторы придерживаются идеи, что динамические свойства системы, полученные в основном
за счёт архитектуры сети, можно сохранить и воспроизвести на других матрицах связности.
Данного эффекта можно добиться, поскольку существуют связи (незначимые), добавление или
удаление которых из сети не приводит к изменению режима ведомых узлов. В данной работе мы
ограничились минимально возможными изменениями — меняли одну связь, на роль которой была
выбрана исходящая связь от пирамид энторинальной коры. Были построены два класса матриц
связей по 9 матриц в каждом из них, отличающиеся удаленной связью — одна и та же для всех
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Таблица 2. Заменённые связи указаны в верхней строке. Заменившие их связи
указаны в следующих строках — по 9 вариантов для каждой заменённой

Table 2. The replaced couplings are shown in the top row. The couplings that
replaced them are listed in the following lines — 9 options for each replaced one

𝑛a 𝑃𝑌ECL10 → 𝑃𝑌ECR2 𝑃𝑌ECR4 → 𝑃𝑌ECL11

1 𝑃𝑌ECL2 → 𝐼𝑁ECL2 𝑃𝑌ECL1 → 𝑃𝑌FCL1

2 𝑃𝑌ECL4
→ 𝑃𝑌ECR3

𝑃𝑌ECL5
→ 𝑃𝑌FCL4

3 𝑃𝑌ECL6
→ 𝑃𝑌ECL8

𝑃𝑌ECL8
→ 𝑃𝑌FCL7

4 𝑃𝑌ECL7 → 𝑃𝑌HPL12 𝑃𝑌ECL10 → 𝑃𝑌ECL9

5 𝑃𝑌ECL9 → 𝑃𝑌ECL10 𝑃𝑌ECR4 → 𝑃𝑌ECL6

6 𝑃𝑌ECL10
→ 𝑃𝑌ECL12

𝑃𝑌ECR7
→ 𝑃𝑌ECL6

7 𝑃𝑌ECL12
→ 𝐼𝑁ECL1

𝑃𝑌ECR8
→ 𝑃𝑌ECL10

8 𝑃𝑌ECR2 → 𝑃𝑌HPR11 𝑃𝑌ECR10 → 𝑃𝑌ECL4

9 𝑃𝑌ECR4
→ 𝑃𝑌ECR5

𝑃𝑌ECR12
→ 𝑃𝑌ECR8

матриц в классе, первая строка в табл. 2. Матрицы внутри класса отличались тем, какая связь
была добавлена вместо удалённой, её номер обозначен как 𝑛a в табл. 2.

Спектры колебаний из всех моделируемых областей для всех 9 вариантов, построенных
на основе матриц второго из двух предложенных классов, представлены на рис. 6 (наложены
друг на друга). Видно, что они качественно сходны друг с другом и слабо отличаются от спектра
колебаний модели, использующей исходную матрицу, см. рис. 5.
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Рис. 6. Спектральная плотность мощности суммарной активности нейронов в лобной коре — красный, в энторинальной
коре — синий; в гиппокампе — зеленый и в эпилептическом контуре гиппокампа — черный. Левый и правый столбцы
представляют два полушария головного мозга. Часть а — спектральная плотность мощности суммарной активности
нейронов для всех 9 матриц первого класса с заменой связи 𝑃𝑌ECL10 → 𝑃𝑌ECR2 . Часть b — спектральная плотность
мощности суммарной активности нейронов для всех 9 матриц второго класса с заменой связи 𝑃𝑌ECR4 → 𝑃𝑌ECL11

(цвет онлайн)

Fig. 6. Power spectral density of multiunit activity: the frontal cortex — red, the entorhinal cortex — blue; the hippocampus —
green and the epileptic hippocampal circuit — black. Left and right columns represent the two hemispheres of the brain.
Part a — Power spectral densities of multiunit activity for all 9 matrices of first class (replacement 𝑃𝑌ECL10 → 𝑃𝑌ECR2 ).
Part b — Power spectral densities of multiunit activity for all 9 matrices of second class (replacement 𝑃𝑌ECR4 → 𝑃𝑌ECL11 )
(color online)
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Таким образом, можно заключить, что представленная на рис. 2 структура связей лимби-
ческой сети не является единичным представителем, а может быть расширена до относительно
большого класса матриц, часть которого была продемонстрирована выше, с помощью замены
связей, не влияющих значимо на динамику.

Заключение

В данной работе предпринята первая попытка построения сетевой модели лимбической
системы (гиппокампа, энторинальной коры и связанных с нею областей лобной коры) обоих
полушарий мозга. Все рассматриваемые три области представлены пирамидами и интернейронами,
для которых записаны специфические уравнения для каждого типа клеток. В графе связей учтены
как взаимодействия между клетками в пределах одной структуры, так и между структурами, как
внутри полушария, так и между полушариями мозга. Нормальная динамика модели воспроизводит
дельта-, бета- и гамма-ритмы, причём различно в двух полушариях, что является результатом
отличий в архитектуре связей. Помимо неё рассмотрена патологическая динамика, вызванная
синхронизацией активности основной части лимбической системы относительно малым по числу
клеток генератором периодических импульсов, рассматриваемым как модель фокуса лимбической
эпилепсии.

С точки зрения теории колебаний наблюдаемая нормальная активность в модели представ-
ляет собою динамический хаос, возникающий как дополнительный аттрактор к стационарному
положению равновесия, которое система наследует от отдельных подсистем (нейронов). При этом
вопрос о размере бассейна притяжения данного аттрактора и возможных сосуществующих других
хаотических и периодических аттракторах остаётся открытым.

Интересно, что частичная синхронизация нормальной хаотической динамики внешним
воздействием, в том числе захват частоты, наблюдаемый в модели правого полушария, имеет
место, несмотря на то, что само по себе воздействие не является классическим разностным син-
хронизующим воздействием, как это обычно рассматривается в теории синхронизации. Напротив,
это импульсы, срезаемые фильтром, в качестве которого может быть рассмотрена используемая
модель синапса, и получающие в результате его инерционности некоторое запаздывание. Каков
механизм данной синхронизации и захвата частоты, ещё предстоит изучить.

Хорошая повторяемость результатов моделирования при вариации некоторых связей в
модели (были рассмотрены ещё 18 моделей, отличавшихся от первоначальной заменой одной
связи) показывает определённую структурную устойчивость изучаемого режима, хотя пределы
этой устойчивости пока не до конца ясны.
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Аннотация. Цель настоящего исследования — установить возможность и особенности обучения рекуррентной нейрон-
ной сети, состоящей из систем ФитцХью–Нагумо с запаздывающей обратной связью, для предсказания импульсного
(спайкового) сигнала. Методы. Рассматриваемая сеть состояла из 𝑁 = 60 систем ФитцХью–Нагумо с разным
временем запаздывания. В процессе обучения решалась задача, какой именно нейрон должен быть активирован и
с какой силой запаздывающей обратной связи. Обучение сети проводилось при помощи градиентного спуска с раз-
ных начальных условий. В процессе исследований было обнаружено, что использование стандартных для обучения
рекуррентных сетей характеристик, таких как среднеквадратическая ошибка или средняя абсолютная ошибка, не
применимо в рамках данной задачи, поэтому был предложен альтернативный метод вычисления функции потерь.
Результаты. Новая предложенная комбинированная функция потерь представляет собой сумму среднеквадратической
ошибки и ошибки межспайкового интервала и поэтому обладает следующими преимуществами: 1 — учитывает
периодичность спайков и межспайковые интервалы; 2 — адекватно реагирует на отсутствие выходного сигнала сети;
3 — наряду с импульсной динамикой учитывает и колебания небольшой амплитуды, что позволяет предсказывать
сложные квазипериодические сигналы. Было показано, что градиентный спуск может быть использован для по-
ставленной задачи, но из-за нелинейности функции потерь необходимо использовать несколько начальных условий.
Чем больше начальных условий, тем точнее результат. Заключение. Была успешно решена задача предсказания им-
пульсного (спайкового) сигнала при помощи самозамкнутой рекуррентной нейронной сети, состоящей из систем
ФитцХью–Нагумо с запаздывающей обратной связью. Наглядно было показано, какие особенности при этом должна
учитывать функция потерь и каким образом должен быть реализован градиентный спуск.

Ключевые слова: нейронные сети, рекуррентные нейронные сети, система ФитцХью–Нагумо, запаздывающая обратная
связь.
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Abstract. The purpose of this study is to determine the feasibility and features of training a recurrent neural network consisting
of FitzHugh–Nagumo systems with delayed feedback to predict an impulse (spike signal). Methods. The network under
consideration consisted of 𝑁 = 60 FitzHugh–Nagumo systems with different lag times. During training, the problem of which
neuron should be activated and with what strength of lagged feedback was solved. The network was trained using gradient
descent from different initial conditions. In the process of research, it was found that the use of standard recurrent network
training characteristics such as mean squared error or mean absolute error was not applicable to this task, so an alternative
method for computing the loss function was proposed. Results. The proposed combined loss function is the sum of MSE error
and interspike interval error, and therefore has the following advantages: 1 — includes the information about spike periodicity
and interspike intervals, 2 — responds adequately to the absence of a network output signal, 3 — takes into account small
amplitude fluctuations in addition to impulse dynamics, which allows predicting complex quasi-periodic signals. It has been
shown that gradient descent can be used for the problem, but several initial conditions must be used because of the nonlinearity
of the loss function. The more initial conditions, the more accurate the result. Conclusion. The problem of predicting a pulse
(spike) signal using a self-closed recurrent neural network consisting of FitzHugh–Nagumo systems with delayed feedback
has been successfully solved. It was clearly shown what features should be taken into account during loss function calculation
and how the gradient descent should be realized.

Keywords: neural networks, recurrent neural networks, FitzHugh–Nagumo system, time-delayed feedback.
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Введение

За последние годы искусственные нейронные сети (ИНС) всё больше и больше внедряются
как в нашу повседневную жизнь, так и в различные области науки, промышленности, медицины
и т. д. Появление всё более сложных задач требует создания новых топологий сетей, оптимизации
процесса обучения нейронных сетей, применения особых функций активации и внесения других
изменений. Более глубокое понимание работы биологических нейронных сетей привело к появле-
нию принципиально новых типов ИНС [1], а также к появлению различной сложности глубоких
нейронных сетей (например, VGGNet, ResNet, GPipe, BERT, GPT-3).

В настоящее время обучение одной высокопроизводительной модели требует большого
количества аппаратных и энергетических ресурсов, что приводит к увеличению углеродного сле-
да [2]. В качестве отдельного направления исследований можно выделить направление аппаратных
(аналоговых) нейронных сетей [3, 4]. В зарубежной литературе можно встретить названия “analog
neural network” и “hardware neural network”. Это направление подразумевает создание нейронных
сетей аппаратно, когда сами нейроны сети и связь между ними реализованы на физическом
уровне, что позволяет получить существенный прирост в скорости и энергоэффективности [5, 6].
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Наибольшую эффективность на данный момент показывают аппаратные ИНС, основанные на
работе лазеров [7, 8], мемристоров [5, 9], спин-трансферных осцилляторов [10], фотоэлектронных
чипов [6] и т. д.

Хотя структура ИНС изначально была построена на упрощенном понимании работы мозга,
ИНС принципиально отличаются по структуре, нейронным вычислениям и правилам обучения
по сравнению с биологической нейронной сетью. Это наблюдение привело к появлению спай-
ковых нейронных сетей (СНС), которые часто называют третьим поколением нейронных сетей,
обещающим стать прорывом в устранении узких мест обычных ИНС. Спайковые нейронные
сети (СНС) представляют собой особый класс ИНС, где нейронные модели взаимодействуют
посредством последовательностей спайков разной длительности и количества [11, 12]. С точ-
ки зрения энергопотребления использование СНС на нейроморфном оборудовании, таком как
TrueNorth [13], Loihi [14], SpiNNaker [15], NeuroGrid [2] и т. д., является многообещающим под-
ходом [1]. В то же время СНС могут кодировать временную информацию в своих сигналах
и поэтому также нуждаются в других и биологически более правдоподобных правилах при
обучении и использовании [12, 16].

Несмотря на значительные достижения, производительность СНС на эталонных набо-
рах данных, таких как MNIST [17], CIFAR-10 [18] или Fashion-MNIST [19], часто ниже, чем
у обычных ИНС [1, 20]. Однако этот разрыв в некоторых задачах компенсируется быстротой
и энергоэффективностью [16,20, 21]. Тем не менее СНС все еще довольно трудно обучать, в ос-
новном из-за их сложной спайковой динамики нейронов и недифференцируемости их функций
активации. Частично это можно объяснить тем фактом, что изображения в этих наборах данных
были получены с помощью традиционных датчиков, а не событийных камер. Однако у СНС есть
и другие существенные недостатки [20]. На данный момент для реализации полного потенциала
СНС необходимо решить несколько принципиально важных задач [1]:

� Обучение. Существует два основных подхода к обучению СНС: (i) обучение СНС непо-
средственно на основе градиентного спуска или неконтролируемое обучение с STDP (spike-
timing-dependent plasticity); (ii) преобразование предварительно обученной ИНС в модель
СНС. Первый подход имеет проблему при вычислении градиента из-за недифференцируе-
мого спайкового сигнала. Кроме того, СНС, обученная градиентным спуском, ограничена
мелкими архитектурами и обеспечивает низкую производительность на больших наборах
данных, таких как ImageNet. Второй подход увеличивает вычислительную сложность из-за
большого количества временных шагов, хотя эти СНС достигают сопоставимой с ИНС
точности из-за сходства между СНС и рекуррентными нейронными сетями и обучаются
при помощи обратного распространения ошибки во времени (BPTT) [1].

� Архитектура СНС. В то время как большинство существующих работ по СНС были сосре-
доточены на проблеме классификации изображений и использовали доступные архитектуры
ИНС, такие как VGG или Resnet, разработка принципиально новой структуры специально
для СНС является важной и одной из первостепенных задач [1].
Таким образом, часто в СНС в качестве основы используется архитектура глубоких сетей,

которые уже показали свою пригодность для решения отдельно взятых задач классификации,
а затем эта структура адаптируется под введение нейронов со спайковыми свойствами [16].
При этом важным аспектом СНС является временна́я динамика, которая больше характерна для
рекуррентных нейронных сетей. Поэтому в настоящей работе предлагается принципиально другой
подход, когда в качестве нейронов будут взяты модели биологических нейронов, и для такой сети
будет показана возможность обучения и необходимые для этого характеристики.

В данной работе в качестве составляющих ИНС будут использоваться модели биологи-
ческих нейронов на примере системы ФитцХью–Нагумо [22, 23]. Это покажет применимость
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различных методов обучения ИНС, что позволит приблизить систему к реальной биологической
системе, оценить особенности внедрения моделей биологических нейронов в искусственную сеть
и в дальнейшем доработать алгоритмы обучения. В нашей предыдущей работе [24] мы показали,
каким образом системы ФитцХью–Нагумо могут быть внедрены в глубокую сеть и использованы
для распознавания базы данных рукописных цифр MNIST [25]. Однако в этой работе не учи-
тывались особенности временно́й динамики. В данной статье рассматривается другая задача,
когда сама задача обучения и ее решение основывается на особенностях спайковой динамики
парциальных систем.

Для обучения будут использованы импульсные сигналы, состоящие из последовательности
импульсов (спайков), сгенерированные одной системой ФитцХью–Нагумо при определенных
параметрах. Нейронная сеть, состоящая из систем ФитцХью–Нагумо, будет обучаться для даль-
нейшего предсказания этого сигнала. Таким образом, решается одновременно задача обучения и
рекуррентной сети, и спайковой нейронной сети, в которой присутствует память о предыдущих
состояниях. Для систем ФитцХью–Нагумо в роли «памяти» будет выступать запаздывающая
обратная связь. В сети будет использоваться несколько систем ФитцХью–Нагумо с разным
временем запаздывания, а то, какой именно нейрон и с какой силой запаздывающей обратной
связи необходимо активировать, будет решаться в процессе обучения сети.

Выбор систем ФитцХью–Нагумо с запаздывающей обратной связью вызван тем, что при
определенных параметрах связи она может демонстрировать периодическую, квазипериодическую
и даже хаотическую динамику [26]. Таким образом, это позволяет расширить возможности гене-
рации выходного сигнала сети. В данной работе для предсказания было использовано несколько
типов периодического импульсного сигнала. В дальнейшем планируется расширить исследования
и рассмотреть, как сеть справится с более сложными сигналами.

Процесс обучения рекуррентных нейронных сетей, как правило, заключается в подборе
матриц связи между нейронами таким образом, чтобы уменьшить ошибку (функцию потерь) меж-
ду предсказанным сигналом и заранее известным. В качестве такой ошибки часто используется
среднеквадратическая ошибка (MSE) или средняя абсолютная ошибка (MAPE). Однако в данной
работе было показано, что эти величины не подходят для поставленной задачи, так как не учи-
тывают импульсный характер сигналов. Исходя из этого, была предложена комбинированная
функция потерь, которая включает в себя MSE и ошибку межспайкового интервала.

Для обучения нейронной сети, основываясь на предложенной комбинированной функции
потерь, был использован градиентный спуск. Было показано, что предложенный метод хорошо
работает и позволяет предсказывать сложные квазипериодические сигналы.

1. Исследуемая система

Топология исследуемой системы схематично похожа на структуру рекуррентной сети
с резервуаром (эхо-сети). Основным компонентом сети является так называемый резервуар, состо-
ящий из моделей биологических нейронов, которые задаются при помощи моделей ФитцХью–
Нагумо (ФХН) с запаздывающей обратной связью. Все параметры систем в резервуаре идентич-
ные, за исключением времени запаздывания. Рассматриваемая система схематично приведена
на рис. 1.

В данной работе сеть будет обучаться для решения задачи прогнозирования входного
импульсного (спайкового) сигнала. Входной сигнал, подаваемый в сеть, в первую очередь ис-
пользуется для задания начального набора данных для запаздывающей обратной связи. После
«запоминания» всех необходимых данных из входного сигнала сеть становится самозамкнутой,
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Рис. 1. Схематичное представление исследуемой системы (цвет онлайн)

Fig. 1. Schematic representation of considered system (color online)

и входной сигнал нужен только для сверки с выходным (предсказанным) сигналом сети в процессе
обучения. В случае самозамкнутой системы в качестве входного сигнала 𝑢𝑡 в момент времени 𝑡

используется выходной сигнал этой же сети в предыдущей момент времени 𝑧𝑡−1.
Нейроны в резервуаре. Каждая модель ФХН в резервуаре задается при помощи следующей

системы обыкновенных дифференциальных уравнений:

𝜀𝑥̇ = 𝑥− 𝑥3/3− 𝑦 + γ(𝑥τ − 𝑥),

𝑦̇ = 𝑥+ 𝑎,
(1)

где 𝑥 = 𝑥(𝑡) и 𝑦 = 𝑦(𝑡) — это быстро (activator) и медленно меняющиеся (inhibitor) переменные
системы, задающие состояние системы в момент времени 𝑡, параметры 𝜀 и 𝑎 — это параметры
отдельно взятых систем ФХН, значения 𝜀 влияют на временной масштаб, а параметр 𝑎 является
управляющим параметром, при этом значения |𝑎| < 1 соответствуют колебательному режиму
функционирования системы со спайковой динамикой, а значения |𝑎| > 1 соответствуют возбу-
димому режиму, при котором в системе имеется устойчивое состояние равновесия типа фокус,
а спайковая динамика может возникнуть только вследствие внешнего воздействия, например, при
когерентном резонансе [27]. В данной работе будет рассмотрен возбудимый режим, и значения
параметров 𝑎 = 1.01 и 𝜀 = 0.05 не будут меняться на протяжении всей статьи.

Основным принципиально важным компонентом системы (1) является запаздывающая
обратная связь, реализованная за счет последнего слагаемого первого уравнения: γ(𝑥τ − 𝑥). Здесь
γ — это сила обратной связи, 𝑥τ = 𝑥(𝑡− τ) определяет значение переменной 𝑥 в момент времени
(𝑡− τ), а параметр τ является временем запаздывания. Подобный метод задания запаздывающей
обратной связи является довольно стандартным для рассматриваемой модели. Он был изначаль-
но предложен К. Пирагасом в 1992 году [28] и часто используется для моделирования сетей
с запаздыванием [29–31].

В нашей предыдущей работе [26] была рассмотрена одна система ФХН (1) при различных
параметрах положительной и отрицательной обратной связи. Было показано, что запаздывающая
обратная связь в возбудимом режиме может приводить к появлению колебаний при определенных
значениях силы обратной связи γ и времени запаздывания τ. При определенных значениях
параметров одна система ФХН с запаздывающей обратной связью может демонстрировать
периодическую, квазипериодическую и даже хаотическую динамику. С точки зрения именно
спайковой динамики временем межспайковых интервалов можно управлять при помощи времени
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запаздывания и силы обратной связи. Исходя из результатов, полученных в работе [26], можно
сделать вывод, что выбор времени запаздывания τ ∈ (0, 6] и силы обратной связи γ ∈ [−0.1, 0.1]

позволяет получить большое количество разнообразных режимов. По этой причине в настоящей
работе внутри резервуара находится 𝑁 = 60 нейронов ФХН с разными временами запаздывания из
диапазона τ𝑗 ∈ [0.1, 6] с шагом ∆τ = 0.1. Таким образом, в резервуаре все системы ФХН задаются
при помощи одинаковых параметров, за исключением времени запаздывания τ. Входной сигнал
𝑢𝑡 используется для задания начальных последовательностей значений 𝑥τ для запаздывающей
обратной связи.

Обучение сети. Основной целью обучения сети является установление того, нейроны
с каким временем запаздывания важны для генерации выходного сигнала и какая сила обратной
связи должна быть у них. Обе задачи можно решить при помощи матриц связи Win и Wout,
задающих связь между входным искусственным нейроном (входным сигналом) и выходным
искусственным нейроном (выходным сигналом) в текущий момент времени 𝑡. Эти нейроны
показаны оранжевым цветом на рис. 1. Так как нейронов в резервуаре 𝑁 = 60, то и размер
обеих матриц составляет (1×𝑁). С точки зрения обучения задание матриц можно производить
двумя способами, и в случае самозамкнутой системы эти способы с математической точки зрения
приводят к одному и тому же результату.

� Входная матрица задается так, чтобы все значения матрицы были равны единице 𝑊 in
𝑖 = 1,

а значения матрицы Wout задаются равными нулю для нейронов, которые не важны
для формирования выходного сигнала, а иначе — равными γ, задавая при этом величину
силы обратной связи для выходного сигнала сети, который в следующий момент времени
используется как входной. Если в выходной матрице связи все элементы кроме 𝑗-го равны
нулю, тогда можно понять, нейрон с каким временем запаздывания важен для генерации
выходного сигнала.

� Входная матрица связи задается как Win = γ · I, где I — матрица, заполненная единицами,
а конкретные значения γ подбираются в процессе обучения, но одинаковы для всех 𝑊 in

𝑖 .
Выходная матрица связи Wout является бинарной матрицей, в которой влияние ненужных
нейронов резервуара соответствует нулевым значениям, а те нейроны, которые важны
для формирования выходного сигнала, соответствуют единичным значениям в выходной
матрице. Таким образом, если в выходной матрице только один 𝑗-й элемент равен единице,
то можно установить, нейрону с каким временем запаздывания он соответствует.

В данной работе мы будем использовать второй метод. Тогда выходной сигнал сети задается как

𝑧𝑡 = 𝑧(𝑡) =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑊 out
𝑗 𝑥𝑗(𝑡). (2)

Таким образом, целью обучения является: а) подбор значения γ, отвечающего за формирование
матрицы Win; б) подбор матрицы Wout таким образом, чтобы один ее элемент был равен 1,
а остальные — нулю.

Как видно из рис. 1, в системе присутствует входной сигнал 𝑢𝑡. Этот сигнал используется
сначала для задания начальных значений запаздывающего сигнала для всех систем ФХН, а затем
для создания самозамкнутой сети. В первом случае входной сигнал используется для задания
массива начальных значений 𝑥τ. Для каждой 𝑗-ой системы ФХН длина такого массива будет
разной, так как у каждой системы свое время запаздывания τ𝑗 . После того, как все данные для
запаздывающей связи получены, система становится самозамкнутой и отключается от обучаю-
щего входного сигнала. Далее в процессе обучения он будет использоваться только для сверки
с выходным сигналом сети 𝑧𝑡 и подбора матриц связи. В самозамкнутой системе входной сигнал
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сети 𝑢𝑡 продолжает заноситься в массивы запаздывающего сигнала, но это уже не обучающий
сигнал, а выходной сигнал этой же сети в предыдущий момент времени 𝑧𝑡−1. В процессе обучения
подбирается значение силы запаздывающей обратной связи γ, поэтому в самозамкнутой системе
входной сигнал хоть и не входит в уравнение (1) в явном виде, но имеет место следующее
равенство:

γ𝑥τ,𝑗 = 𝑊 in
𝑗 · 𝑢(𝑡− τ) = 𝑊 in

𝑗 · 𝑢𝑡−τ. (3)

В данной работе нейроны внутри самого резервуара не влияют друг на друга, однако
входной сигнал важен для каждого из нейронов. В дальнейших работах планируется добавить и
связь внутри резервуара.

2. Функция потерь и необходимые характеристики

2.1. Среднеквадратическая ошибка (MSE). Наиболее часто используемая характеристи-
ка, необходимая для оценки расхождения предсказанного и целевого сигнала, — это среднеквадра-
тичная ошибка (mean squared error, MSE), которая вычисляется следующим образом:

MSE(𝑢, 𝑧) =
𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑧𝑡 − 𝑢𝑡+1)2/𝑇, (4)

где 𝑧𝑡 — предсказанный сигнал в момент времени 𝑡, то есть выходной сигнал сети в мо-
мент времени 𝑡, а 𝑢𝑡+1 — обучающий (целевой) сигнал сети в следующий момент времени.
𝑇 — общее число точек в реализации. Из-за того, что сеть обучается для предсказания сигнала,
необходимо сравнивать выходной сигнал сети 𝑧𝑡 с входным (целевым) 𝑢𝑡+1. В процессе обучения
для сравнения 𝑢 используется целевой сигнал, а не выход самозамкнутой сети.

На рис. 2, a приведен пример входного сигнала сети, который задавался как реализация
одной системы ФХН с параметрами τ = 2, γ = 0.03.

Для понимания расхождения с искомой реализацией при изменении времени запаздывания
и силы обратной связи на рис. 2, b приведены значения MSE, полученные при сравнении
целевого сигнала с известными параметрами и выходного сигнала сети в зависимости от того,
нейрон с каким временем запаздывания выбирался для сравнения и какая сила обратной связи
γ должна использоваться при задании входной матрицы Win. По горизонтальной оси рис. 2, b
отложено время запаздывания τ, однако ему в соответствие можно поставить номер нейрона из
резервуара 𝑗 = τ/∆τ. Таким образом, для идеального попадания в искомые параметры получается,
что в выходной матрице Wout нулю должны быть равны все элементы, кроме 𝑗 = 2/0.1 = 20,
который равен 1. Входная матрица Win должна быть заполнена значениями γ = 0.03.

На рис. 2, b зеленым кругом выделены правильные значения τ и γ, которые использовались
для получения целевого сигнала. Исходя из цветовой гаммы, видно, что MSE нелинейно изменя-
ется при вариации параметров γ и τ. Большая темно-фиолетовая область с довольно небольшой
ошибкой соответствует отсутствию колебаний в выходном сигнале, а значение MSE, близкое к 0
(черный прямоугольник), можно получить, только если попасть в параметры, точно соответствую-
щие входному сигналу. Спайковый выходной сигнал можно получить и в голубых областях MSE,
однако из-за сбоя фазы характеристика MSE в этом случае не сработает корректно, даже если
разница в периодах минимальна. Таким образом, использование характеристики MSE в чистом
виде не применимо для имеющейся задачи, так как в общем случае для неизвестного сигнала
нет никаких гарантий, что этот сигнал можно будет задать при помощи выбранного диапазона
времени запаздывания в резервуаре, а поиск похожего сигнала при помощи выбранной характе-
ристики невозможен. Еще одним недостатком этой величины является то, что при отсутствии
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Рис. 2. Входной сигнал, который необходимо предсказать (a), полученный при параметрах τ = 2, γ = 0.03. Для этого
сигнала были вычислены среднеквадратичная ошибка (b), ошибка периода (c) и комбинированная функция потерь (d)
при вариации матриц связи, которые соответствуют предсказанным сигналам с некоторыми параметрами τ и γ. Для
удобства оценки и сравнения эти характеристики представлены на плоскостях этих параметров (цвет онлайн)

Fig. 2. The input signal to be predicted (a), obtained with parameters τ = 2, γ = 0.03. For this signal, the mean square
error (b), period error (c), and combined loss function (d) were calculated with variation of the coupling matrices that
correspond to the predicted signals with some parameters τ and γ. For ease of evaluation and comparison, these characteristics
are presented on the planes of these parameters (color online)

колебаний (нижний левый угол на рис. 2, b) эта характеристика не равна нулю. При использовании
автоматических методик поиска минимальных значений в большинстве случаев минимум MSE
при зафиксированном τ будет приходиться именно на области с полным отсутствием колебаний.

2.2. Оценка межспайковых интервалов. На рис. 2, a приведен сигнал, в котором, кроме
спайковой составляющей, присутствуют еще квазипериодические колебания около состояния
равновесия. Однако иногда принципиально важна только спайковая составляющая в сигнале,
особенно межспайковые интервалы. Как было показано в работе [26], межспайковым интервалом
можно управлять при помощи времени запаздывания и силы запаздывающей связи.

Средний межспайковый интервал вычислялся следующим образом. Исходя из формы сигна-
ла на рис. 2, индикатором совершения спайка можно считать момент, когда последовательность
значений сигнала x перестает быть возрастающей и становится убывающей, при этом, чтобы не
учитывать небольшие колебания около состояния равновесия, накладывается дополнительное
условие, что эти значения должны быть строго положительными. Далее между каждыми такими
событиями вычисляется среднее время, которое в дальнейшем будем называть средним межспай-
ковым интервалом. Для реализации, приведенной на рис. 2, a, межспайковый интервал составил
приблизительно 8.88.
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На рис. 2, c приведена ошибка межспайковых интервалов для целевого сигнала 𝑢 и выход-
ного сигнала сети 𝑧, рассчитанная следующим образом:

ξ(𝑢, 𝑧) =
|𝑃𝑧 − 𝑃𝑢|
𝑃𝑧 + 𝑃𝑢

, (5)

где 𝑃𝑧 — средний межспайковый интервал выходного сигнала сети, 𝑃𝑢 — аналогичная величина
для целевого сигнала. Межспайковые интервалы вычислялись, начиная с момента времени
100, чтобы исключить период установления колебаний для выходного сигнала сети. Расчет
величины (5) аналогичен вычислению ошибки SMAPE. Выбор этой величины обусловлен тем,
что сама эта величина изменяется в пределе от 0 до 1, а значению 1 будет соответствовать или
полное отсутствие спайков в выходном сигнале сети, или если межспайковые интервалы во много
раз отличаются. Значения, близкие к 0, будут отвечать наилучшему соответствию между 𝑃𝑢 и 𝑃𝑧 .
Предполагается, что целевой сигнал 𝑢 уже содержит некоторую спайковую динамику, поэтому
𝑃𝑢 ̸= 0. Однако существует некоторая область параметров γ и τ (левая нижняя четверть на
рис. 2, b), для которых наблюдается полное отсутствие колебаний. Если бы ошибка вычислялась
стандартным методом с использованием только 𝑃𝑢 в знаменателе, то ошибка была бы равна 1.
Отличие значений 𝑃𝑢 и 𝑃𝑧 в несколько раз тоже бы выглядело нерепрезентативно, так как
тогда ошибка не имеет верхнего и нижнего предела. Использование в знаменателе значения 𝑃𝑧

решило бы последнюю проблему, но тогда отсутствие спайков в выходном сигнале привело бы
к наличию 0 в знаменателе.

На рис. 2, c максимальной ошибке соответствует белый цвет. Из рисунка видно, что
в рассматриваемом диапазоне значений параметров есть несколько значений параметров с мини-
мальной ошибкой межспайкового интервала. Сравнивая рис. 2, b, c, видно, что эта характеристика
лучше подходит для оценки поведения системы, хотя и учитывает только спайковые характери-
стики сигналов.

2.3. Комбинированная функция потерь. Обычно целью обучения нейронных сетей
является подбор матриц связи для уменьшения разницы (функции ошибки) между целевым
сигналом и выходным сигналом сети. Сам поиск оптимальных матриц связи, основываясь
на имеющейся функции потерь, может быть реализован разными методами. Наиболее часто
используемым является градиентный спуск.

В качестве функции ошибки в задачах предсказания часто используется среднеквадратичная
ошибка или средняя абсолютная ошибка. Однако, как было показано выше, эта ошибка в чистом
виде неприменима для имеющейся задачи. Поэтому для вычисления функции потерь будет
использована следующая комбинированная величина, которая учитывает как межспайковые
интервалы, так и общую ошибку:

𝐿(𝑢, 𝑧) =
MSE(𝑢, 𝑧)

max(𝑢)−min(𝑢)
+ ξ(𝑢, 𝑧). (6)

Наличие знаменателя в первом слагаемом обусловлено необходимостью нормировки значений
MSE, которые не имеют верхнего предела. При вариации параметров τ и γ для одной изолирован-
ной системы ФХН общий разброс значений 𝑥 и 𝑦 остается практически неизменным. Поэтому
нормировки на разброс значений в целевом сигнале будет достаточно для сохранения первого
слагаемого в пределах от 0 до 1. Если в сигнале сети отсутствуют колебания, тогда первое
слагаемое будет равно 0, а второе слагаемое будет равно 1, поэтому комбинированная функция
потерь будет равна 1. Если же целевой сигнал и сигнал сети максимально близки, тогда оба
слагаемых, а значит, и функция потерь, будут стремиться к 0.
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Комбинированная функция потерь приведена на рис. 2, d. Из графиков видно, что новая
функция ошибок все еще не монотонная, но при этом появилось больше вариантов для поиска
похожих режимов функционирования, что позволяет находить похожие режимы, даже если
в резервуаре отсутствует необходимое время запаздывания.

3. Обучение сети при помощи градиентного спуска

Градиентный спуск — это самый распространенный метод обучения нейронных сетей. Его
смысл заключается в автоматическом поиске минимального значения функции потерь и значений
матриц связи, которые ему соответствуют [32]. Смысл обучения нейронной сети в данной
работе заключается в предсказании входного спайкового сигнала и автоматическом поиске τ и γ,
которые ему могут соответствовать. Эта задача сопряжена с поиском минимального значения
комбинированной функции потерь (6) и того, для каких именно нейронов из резервуара, при
какой силе обратной связи γ этот минимум достигается.

Смысл градиентного спуска заключается в постепенном спуске к минимальному значению
функции потерь путем изменения матриц связи с некоторым шагом. В зависимости от конкретного
метода этот шаг может или быть постоянным, или изменяться в зависимости от величины
производной функции потерь. Особенность градиентного спуска заключается в том, что в случае
невыпуклой функции потерь конечный результат будет сильно зависеть от начальных условий,
так как градиентный спуск может «попасть» в локальный минимум и так и не добраться до
глобального минимума. По этой причине есть смысл запускать градиентный спуск с нескольких
начальных условий.

В рамках решаемой задачи применение градиентного спуска заключалось в следующем.
В матрице Wout поочередно изменялось с 0 на 1 одно из значений. Далее для каждой такой
конфигурации изменялись значения в матрице Win. Градиентный спуск применялся для ком-
бинированной функции потерь, вычисленной между целевым сигналом и выходным сигналом
сети. Начальные условия для матрицы задавались как Win = γ0I, где γ0 — некоторая константа,
некоторые значения которой будут рассмотрены позже. После выполнения градиентного спуска
можно было определить, при каких значениях Win может быть достигнута минимальная комби-
нированная функция потерь. После этого в матрице Wout выбирался другой нейрон, и процедура
повторялась. После перебора всех 𝑁 нейронов выбиралась та пара матриц Win и Wout, которой
соответствовало минимальное значение комбинированной функции потерь.

На рис. 3, a приведены графики для входного сигнала, использовавшегося в предыдущих
разделах, полученного при параметрах τ = 2 и γ = 0.03. Для этого сигнала были получены значе-
ния комбинированной функции потерь в зависимости от матриц связи, которые соответствовали
некоторым значениям τ и γ. Для удобства значения функции потерь приведены в зависимости от
подобранных значения τ и γ на первом графике рис. 3, a. На этом графике оранжевыми точками
показаны минимальные значения, найденные при помощи градиентного спуска, стартующего
с четырех начальных условий γ0 = ±0.1, ±1 с постоянным шагом 0.01. Процедура градиентного
спуска была проведена для каждого из 𝑁 резервуарных нейронов, то есть для каждого 𝑗-го
нейрона, который соответствует своему времени запаздывания τ = 𝑗 · ∆τ. Поэтому на рис. 3, a
𝑁 оранжевых точек. Далее из всех 𝑁 найденных минимальных значений функции потерь можно
найти самое минимальное, и это будет соответствовать наиболее похожему на входной сигнал
выходному сигналу сети. Для τ = 2 и γ = 0.03 при помощи градиентного спуска с четырех
начальных условий удалось идеально попасть в искомые параметры. На втором графике рис. 3, a
серым показан целевой сигнал, а оранжевым — предсказанный с указанием подобранных значений
параметров τ и γ, которые ему соответствуют.
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Из-за нелинейности функции потерь и наличия областей с одинаковыми значениями комби-
нированной функции потерь в некоторых случаях необходимо увеличить количество начальных
условий для градиентного спуска. Для этого были рассмотрены восемь начальных условий
γ0 = ±0.1, ±0.25, ±0.5, ±1. Данные, полученные в этом случае, показаны в виде зеленых точек
на левом графике рис. 3, a и зеленой прерывистой линии на правом графике рис. 3, a. Так как для
выбранных параметров старта с четырех начальных условий уже было достаточно, то ожидаемо

Рис. 3. Использование градиентного спуска для трех целевых сигналов, полученных при параметрах: a — τ = 2,
γ = 0.03, b — τ = 3, γ = 0.02, c — τ = 4, γ = 0.04. Графики слева демонстрируют значения комбинированной функции
потерь на плоскости соответствующих параметров τ и γ. Сами значения были получены перебором с шагом 0.01.
На этом же рисунке оранжевыми и зелеными точками показаны результаты применения градиентного спуска с 4 и 8
начальных условий соответственно. Средние графики показывают искомый сигнал (серая линия) и предсказанный
сигнал (оранжевая пунктирная линия), полученный при помощи градиентного спуска с 4 начальных условий, а в
легендах указаны параметры τ и γ, восстановленные из матриц связи обученной нейронной сети. Правые графики
получены аналогичным образом, но при помощи градиентного спуска с 8 начальных условий (цвет онлайн)

Fig. 3. The use of gradient descent for three input signals obtained with parameters: a — τ = 2, γ = 0.03, b — τ = 3,
γ = 0.02, c — τ = 4, γ = 0.04. The graphs on the left demonstrate the values of the combined loss function on the plane of
the corresponding parameters τ and γ. The values themselves were obtained by enumeration with a step of 0.01. In the same
figure, the orange and green dots show the results of applying gradient descent with 4 and 8 initial conditions, respectively. The
middle graphs show the target signal (gray line) and the predicted signal (orange dotted line) obtained using gradient descent
with 4 initial conditions, and the legends indicate the parameters τ and γ, reconstructed from the connection matrices of the
trained neural network. The right graphs are obtained in a similar way, but using gradient descent from 8 initial conditions
(color online)
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для восьми начальных условий тоже удалось точно попасть в искомые параметры. Однако это
работает не всегда. На других строках рис. 3, b, c приведены результаты для входного сигнала
с другими параметрами. Из рисунка видно, что в некоторых случаях увеличение числа начальных
условий приводит к значительному повышению точности. На левых графиках рис. 3 настоящее
минимальное значение функции потерь отмечено черным кружком.

На рис. 3 были рассмотрены значения параметров, в которые теоретически можно попасть
при помощи градиентного спуска с выбранным шагом. Для сохранения общности далее будут
рассмотрены случаи τ = 3.05 и τ = 4.05, то есть такие времена запаздывания, которых точно не
может быть в резервуаре. На рис. 4 приведены результаты применения обоих градиентных спусков
в этом случае. Графики были получены аналогичным образом, что и для рис. 3. Из графиков видно,
что глобальный минимум комбинированной функции потерь, отмеченный черным кружком на
левых графиках, так и не был достигнут. Однако, судя по временным реализациям, подобранных
в процессе градиентного спуска матриц связи и соответствующих им значений τ и γ было
достаточно для задания похожих сигналов. Увеличение количества начальных условий приводит
к значительному повышению точности в этом случае.

Одной из проблем применения градиентного спуска является наличие областей, где комби-
нированная функция потерь не меняется. При попадании в такую область алгоритм градиентного
спуска останавливается, и дальнейший подбор значений становится невозможным без старта
с других начальных условий. Поэтому здесь работает принцип: больше начальных условий —
точнее результат. Еще одной проблемой является шаг градиентного спуска. В данном случае на
рис. 3, 4 выбора шага 0.01 было достаточно для достижения необходимых минимумов, однако вы-
бор слишком большого шага может привести к тому, что алгоритм так и не достигнет минимума,
а слишком маленький шаг — к большому числу ненужных вычислений. В дальнейших работах
планируется рассмотреть применимость других алгоритмов обучения, в частности, применение
градиентного спуска с адаптивным шагом.

Рис. 4. Использование градиентного спуска для двух целевых сигналов, полученных при параметрах: a — τ = 3.05,
γ = 0.05, b — τ = 4.05, γ = 0.05. Остальное построение и структура рисунка аналогично рис. 3 (цвет онлайн)

Fig. 4. The use of gradient descent for three input signals obtained with parameters: a — τ = 3.05, γ = 0.05, b — τ = 4.05,
γ = 0.05. The rest of the construction and structure of the figure is similar to Fig. 3 (color online)
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Заключение

В данной работе решалась задача предсказания сложного квазипериодического спайкового
сигнала при помощи рекуррентной нейронной сети с резервуаром с моделями биологических ней-
ронов на примере систем ФитцХью–Нагумо с запаздывающей обратной связью. Была предложена
методика обучения, которая объединяет стандартные для обучения искусственных нейронных
сетей методы и то, как это может быть адаптировано для систем ФитцХью–Нагумо. Общий
смысл заключается в том, что в качестве нейронов резервуара использовались 𝑁 = 60 систем
ФитцХью–Нагумо с разным временем запаздывания τ𝑗 . В процессе обучения подбирается то,
какой из нейронов необходимо активировать и с какой силой обратной связи. В данной работе
предлагается, каким образом эту информацию можно внедрить в стандартные для искусственных
нейронных сетей матрицы связи Win и Wout.

Для обучения сети использовалась комбинированная функция потерь, включающая в себя
как ошибку межспайковых интервалов, так и общую ошибку MSE. Далее для полученной функции
потерь был применен градиентный спуск, который позволил найти минимальные значения
функции потерь, какие матрицы связи Win и Wout им соответствуют, а из этого и оптимальное
время запаздывания τ и силу обратной связи γ.

Предложенные методы были использованы для нескольких типов сложных спайковых
сигналов. Были рассмотрены входные сигналы с заведомо известными параметрами τ и γ как для
случаев, когда в резервуаре есть нейрон с идеально подходящим временем запаздывания (рис. 3),
так и для случаев, когда подходящего времени запаздывания нет в резервуаре (рис. 4). В обоих
случаях предложенная методика помогла найти наиболее похожие сигналы. В данной работе было
показано, что градиентный спуск может быть успешно применен для поставленной задачи, однако
из-за ощутимой нелинейности функции потерь необходимо использование нескольких начальных
условий градиентного спуска. Чем больше начальных условий, тем выше точность. Улучшения
методики обучения можно попытаться добиться при помощи использования стохастического
градиентного спуска, градиентного спуска с адаптивным шагом или, возможно, при помощи
других методик обучения сетей. Сравнение и применение этих методов будет целью исследования
в следующих работах.
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