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Рис. 3. Изменение точности работы сети, приведенной на рис. 1, b, в зависимости от интенсивности шумового
воздействия, введенного в свёрточный слой сети. Были рассмотрены следующие конфигурации свёрточного слоя:
1 фильтр 5×5 (синий), 1 фильтр 3×3 (оранжевый), 2 фильтра 3×3 (зеленый), 5 фильтров 3×3 (красный). Способы
введения шумового воздействия: a — аддитивный некоррелированный шум, b — аддитивный коррелированный шум,
c — мультипликативный некоррелированный шум, d — мультипликативный коррелированный шум (цвет онлайн)

Fig. 3. Change in the accuracy of the network shown in Fig. 1, b, depending on the intensity of the noise exposure introduced
into the convolutional layer of the network. The following configurations of the convolutional layer were considered:
1 filter 5×5 (blue), 1 filter 3×3 (orange), 2 filters 3×3 (green), 5 filters 3×3 (red). Methods of introducing noise exposure:
a — additive uncorrelated noise, b — additive correlated noise, c — multiplicative uncorrelated noise, d — multiplicative
correlated noise (color online)

Таблица 4. Статистические характеристики матриц связи Wout для сетей со свёрточным слоем
(рис. 1, b)

Table 4. Statistical characteristics of connection matrices Wout for networks with convolutional layer
(Fig. 1, b)

1 фильтр 5×5 1 фильтр 3×3 2 фильтра 3×3 5 фильтров 3×3

Точность (обуч.) 93.73% 93.96% 94.09% 93.85%

Точность (пров.) 91.85% 92.28% 92.37% 91.97%

Среднее Wout 0.0913 −0.1565 −0.1863 0.0316

Квадрат среднего Wout 0.0083 0.0245 0.0347 0.0010

Среднее квадратическое Wout 0.7273 1.1017 1.2873 1.2322
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сетей было обнаружено, что мультипликативный некоррелированный шум распространяется
меньше, если у следующей матрицы связи меньше среднее квадратическое. Сравнивая значения
последних строк в табл. 1 и 4, видно, что при использовании свёрточного слоя значения среднего
квадратического матрицы Wout на порядок меньше, что подтверждает наше предположение.

Из графиков рис. 3, d видно, что независимо от матриц связи и того, какая сеть рассмат-
ривается, мультипликативный коррелированный шум влияет на сети одинаково. Полученная
зависимость точности работы сети от интенсивности коррелированного мультипликативного
шума качественно и количественно похожа на то, что было получено для сети без свёрточного
слоя рис. 2, d.

Таким образом, наиболее критичным шумом можно считать аддитивный шум в свёрточном
слое сети, он приводит к существенному и наиболее стремительному падению точности работы
сети. Это касается как коррелированного, так и некоррелированного аддитивного шума.

4. Шум в свёрточном слое при наличии слоя субдискретизации

В данном разделе рассматривается свёрточная сеть, состоящая из слоя свёртки и слоя
субдискретизации, схематично показанная на рис. 1, c. В сети, изображенной на рис. 1, c,
выходной сигнал сверточного слоя определяется так же, как для предыдущей сети (6), и шум
вводится также — в свёрточный слой. Операция субдискретизации может быть представлена
в виде матричного умножения, и тогда общий выходной сигнал сети:

𝑦⃗out =
(︁
𝑦⃗conv ·Wpool

)︁
·Wout. (8)

Здесь процедура субдискретизации заменена матричным умножением с использованием матрицы
Wpool. Подробное описание процедуры субдискретизации было приведено ранее в разделе 1.1.
В данном же разделе будут рассмотрены результаты численного моделирования для обученной
сети с фильтром 2 × 2 в слое субдискретизации с использованием MeanPooling и MaxPooling.

Из рис. 4 видно, что аддитивный некоррелированный шум удается существенно уменьшить
при помощи использования MeanPooling в слое субдискретизации (рис. 4, a). Это довольно зако-
номерный результат, так как в статье [26] мы предлагали технику пулов для уменьшения влияния
некоррелированных шумов. Суть метода заключалась в создании дубликатов нейронов и последу-
ющем усреднении. По сути, это очень похоже на процедуру, которая происходит при применении
слоя субдискретизации с усреднением (MeanPooling). В случае с MaxPooling ситуация не такая
однозначная. На рис. 4, a голубой график, который соответствует использованию MaxPooling,
находится выше красного графика, который соответствует сети без слоя субдискретизации. Од-
нако в некоторых случаях графики могут пересекаться, и в целом использование MaxPooling при
аддитивном некоррелированном шуме нельзя считать способом уменьшения шума.

В случае с аддитивным коррелированным шумом (рис. 4, b) видно, что оба способа введения
слоя субдискретизации позволяют уменьшить влияние шума. Этот результат был получен много
раз для разных обученных сетей.

При наличии в свёрточном слое мультипликативного коррелированного шума (рис. 4, d)
значительного улучшения работы сети можно добиться, только если используется MaxPooling.
Если же шум мультипликативный некоррелированный, то MaxPooling улучшает работу сети толь-
ко при малых значениях интенсивности шума. При увеличении интенсивности шума больше 0.1
точность работы сети существенно снижается и становится хуже, чем в сетях без слоя субдискре-
тизации. Для обоих мультипликативных шумов применение MeanPooling в слое субдискретизации
приводит к тем же значениям точности, что и в сетях без этого слоя.
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Рис. 4. Изменение точности работы сети, приведенной на рис. 1, c, в зависимости от интенсивности шумового
воздействия, введенного в свёрточный слой сети. На данном рисунке приведен случай, когда в свёрточном слое
находится 5 фильтров размером 3×3. Красным цветом показаны зависимости, полученные без использования слоя
субдискретизации после слоя свёртки. Синие и зеленые графики соответствуют слою субдискретизации с исполь-
зованием MaxPooling и MeanPooling соответственно. Способы введения шумового воздействия: a — аддитивный
некоррелированный шум, b — аддитивный коррелированный шум, c — мультипликативный некоррелированный шум,
d — мультипликативный коррелированный шум (цвет онлайн)

Fig. 4. Change in the accuracy of the network shown in Fig. 1, c, depending on the intensity of the noise exposure introduced
into the convolutional layer of the network. This figure shows the case when the convolutional layer contains 5 filters of size
3×3. The dependencies obtained without using a pooling layer after the convolution layer are shown in red. Blue and green
graphs correspond to the pooling layer using MaxPooling and MeanPooling, respectively. Methods of introducing noise effect:
a — additive uncorrelated noise, b — additive correlated noise, c — multiplicative uncorrelated noise, d — multiplicative
correlated noise (color online)

Заключение

В данной статье было рассмотрено влияние внутренних шумов на работу свёрточной
нейронной сети. Были рассмотрены сети с разными компонентами, которые часто встречаются
именно в свёрточных сетях. В разделе 2 была рассмотрена простая полносвязная сеть, и шум
вводился в выходной слой. Далее в сеть был добавлен свёрточный слой с различным числом филь-
тров и их размерами (раздел 3). При этом шум вводился в скрытый слой сети, который получался
в результате применения свёртки. Было показано, что аддитивные шумы (как коррелированный,
так и некоррелированный) при этом накапливаются сильнее, чем в сети без свёрточного слоя.
Зависимости точности работы сети от интенсивности мультипликативного коррелированного
шума выглядят одинаково для сетей со свёрточным слоем и без, а аналогичные зависимости для
мультипликативного некоррелированного шума выглядят гораздо лучше для сети со свёрточным
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слоем. Было обучено несколько сетей со свёрточными слоями, и качественно результаты для них
похожи. Однако количественные результаты, а именно кривые зависимости точности работы сети
от интенсивности шумового воздействия для каких фильтров располагаются выше или ниже,
чаще всего вызвано другими статистическими характеристиками матрицы связи Wout, которая
применяется к нейронам с внутренними шумами.

Использование слоя субдискретизации после слоя свёртки позволяет несколько улучшить
работу сети и ее устойчивость к внутренним шумам (раздел 4). Так, использование MeanPooling
и MaxPooling позволяет существенно поднять точность при наличии аддитивного шума в свёрточ-
ном слое. Что же касается мультипликативного шума, то здесь ситуация не такая однозначная.
Использование MeanPooling приводит примерно к тому же результату, что и отсутствие слоя
субдискретизации. Для мультипликативного коррелированного шума сеть с MaxPooling обладает
изначально большей точностью, а скорость спадания точности при увеличении интенсивности
шума примерно такая же, как для сети с MeanPooling или для сети без слоя субдискретизации.
Что же касается мультипликативного некоррелированного шума, использование MaxPooling в этом
случае делает сеть менее устойчивой к шуму.
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Аннотация. Цель работы — разработка и исследование модифицированного осциллятора ФитцХью–Нагумо, спайко-
вая активность которого определяется не только амплитудой, но и длительностью внешнего импульсного сигнала,
поступающего на вход осциллятора. Методы. В систему известных уравнений, описывающих динамику осциллятора
ФитцХью–Нагумо с постоянным значением порогового параметра, добавлено уравнение, которое описывает изменение
порогового параметра во времени под действием внешних импульсных сигналов. При различных значениях парамет-
ров внешних импульсов проведено численное исследование динамики предложенного осциллятора, находящегося
в состоянии равновесия в отсутствие внешнего воздействия. Результаты. Показано, что в отличие от классического
осциллятора ФитцХью–Нагумо модифицированный осциллятор способен демонстрировать последовательность из
нескольких спайков в ответ на одиночное внешнее импульсное воздействие, причем динамика осциллятора зави-
сит как от амплитуды, так и от длительности внешних импульсов. Кроме того, предложенный осциллятор может
возбуждаться последовательностью импульсов, имеющих амплитуду ниже пороговой. Заключение. Предложенный
модифицированный осциллятор ФитцХью–Нагумо может быть использован для построения спайковых нейронных
сетей. Обучение таких сетей можно реализовать с помощью изменения синаптических связей за счет настройки весов
синапсов, соответствующих длительности внешних импульсных сигналов. Предложенная модификация осциллятора
ФитцХью–Нагумо может быть достаточно просто реализована в радиофизическом эксперименте с использованием
аналоговых электронных элементов и цифровых схем, регулирующих длительности входных импульсов.

Ключевые слова: нейроподобный осциллятор, модель ФитцХью–Нагумо, синаптическая связь, импульсное воздей-
ствие.
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Modified FitzHugh–Nagumo oscillator with spiking activity dependent
on the duration of external impulse action
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Abstract. The purpose of the study is to develop and investigate a modified FitzHugh–Nagumo oscillator, the spiking activity
of which is determined not only by the amplitude, but also by the duration of the external impulse signal applied to the input
of the oscillator. Methods. We have added an equation to the system of known equations describing the dynamics of the
FitzHugh–Nagumo oscillator with a constant threshold parameter value. This additional equation describes the change in
the threshold parameter over time under the influence of external impulse signals. For various values of the parameters of
external impulses, a numerical study of the dynamics of the proposed oscillator, which is in a state of equilibrium in the
absence of external influence, is carried out. Results. It is shown that, unlike the classical FitzHugh–Nagumo oscillator, the
modified oscillator is capable of demonstrating a sequence of several spikes in response to a single external impulse action,
and the oscillator dynamics depends on both the amplitude and the duration of external impulses. In addition, the proposed
oscillator can be excited by a sequence of impulses with an amplitude below the threshold. Conclusion. The proposed modified
FitzHugh–Nagumo oscillator can be used to construct spiking neural networks. Learning of such networks can be implemented
by changing synaptic connections by adjusting the synapse weights corresponding to the duration of external impulse signals.
The proposed modification of the FitzHugh–Nagumo oscillator can be implemented quite simply in a radio physical experiment
using analog electronic elements and digital circuits regulating the duration of input impulses.

Keywords: neuron-like oscillator, FitzHugh-Nagumo model, synaptic connection, impulse action.
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Введение

Исследование спайковых нейронных сетей привлекает большое внимание специалистов
в разных научных областях [1]. Такие сети используют в качестве узлов биологически реалистич-
ные модели нейронов и способны демонстрировать присущую реальным нейронам активность,
в том числе генерировать спайки (импульсы) [2]. Наиболее известными моделями нейронов явля-
ются модель типа «накопление – сброс» [3], модели Ходжкина–Хаксли [4, 5], Моррис–Лекара [6],
Хиндмарша–Роуза [7, 8], ФитцХью–Нагумо [9–11], Ижикевича [12], Рулькова [13] и Курбажа–
Некоркина [14].

Классические модели нейронной активности, описываемые обыкновенными дифферен-
циальными уравнениями, такие как модели Ходжкина–Хаксли, Моррис–Лекара и ФитцХью–
Нагумо, способны воспроизвести генерацию нейронами только спайков в отличие от другой клас-
сической модели — модели Хиндмарша–Роуза, способной генерировать бёрсты (группы двух или
более спайков, идущих подряд друг за другом и перемежаемых периодами отсутствия активности).
Для моделирования присущих реальным нейронам спайк-бёрстовых колебаний были предложе-
ны модели генерации спайков и бёрстов в непрерывном времени на основе системы фазовой
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автоподстройки частоты [15–17] и осциллятора ФитцХью–Нагумо с нелинейностью на основе
двух мемристивных устройств, имитирующих ионные каналы нейрона [18].

Динамика спайковых нейронных сетей зависит от выбора не только узловых элементов
сети, но и от типа и структуры связей между нейронами. Обмен информацией между нейрона-
ми осуществляется с помощью входящих и исходящих сигналов, в передаче которых важную
роль играют синапсы, которые бывают электрическими и химическими [2, 19]. Химические
синапсы, в свою очередь, бывают как возбуждающими, так и подавляющими (тормозными) [2].
Для моделирования присущей реальным нейронам пластичности синаптических связей использу-
ют различные подходы, например, используют мемристивную связь между нейронами сети [20–24]
или вводят пластичность, зависящую от времени прихода спайков [25–28].

В последние годы спайковые нейронные сети активно применяются для решения задач клас-
сификации сигналов [29], распознавания изображений [30,31], управления движением мобильных
роботов [32], моделирования различных видов нейронной активности головного мозга [33–35]
и др. [1]. При этом большое внимание уделяется возможности радиотехнической реализации как
самих модельных нейронов, так и способов их связи между собой. Одним из наиболее простых
с точки зрения реализации в радиофизическом эксперименте является нейроподобный генератор
ФитцХью–Нагумо. Однако нейронные сети, построенные из классических модельных осцилля-
торов ФитцХью–Нагумо, плохо поддаются обучению. Таким образом, возникает потребность
в такой модификации осциллятора ФитцХью–Нагумо, которая позволяла бы проводить обучение
построенных из таких осцилляторов спайковых нейронных сетей и которую можно было бы
легко реализовать в физическом эксперименте.

В данной работе мы предлагаем модифицированную модель ФитцХью–Нагумо, в которой
спайковая активность нейрона определяется не только амплитудой, но и длительностью внешнего
импульса, поступающего на вход нейрона. Такая модель демонстрирует более богатую динамику,
чем классическая нейронная модель ФитцХью–Нагумо. В частности, она может сгенерировать
несколько спайков подряд в ответ на одиночный внешний стимул. Кроме того, предлагаемая
модифицированная модель может быть достаточно просто реализована в радиофизическом экспе-
рименте с использованием аналоговых электронных элементов и цифровых схем, регулирующих
длительности входных импульсов.

1. Исследуемая система

Нейроподобный осциллятор ФитцХью–Нагумо является классической моделью возбудимой
динамики нейронов. Такой осциллятор описывается двумя дифференциальными уравнениями
[2,10], содержащими пороговый параметр 𝑎, величина которого в отсутствие внешнего воздействия
определяет, находится ли осциллятор в состоянии равновесия или совершает периодические
автоколебания. Если на осциллятор ФитцХью–Нагумо, находящийся в состоянии равновесия,
подействовать внешним сигналом, то при амплитуде этого сигнала, превышающей некоторое
пороговое значение, осциллятор начинает генерировать спайки.

Предлагаемая нами модификация осциллятора ФитцХью–Нагумо заключается во введении
дополнительного третьего уравнения, которое отвечает за изменение параметра 𝑎 во времени:

𝜀𝑢̇(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝑢3(𝑡)/3 − 𝑣(𝑡),

𝑣̇(𝑡) = 𝑢(𝑡) + 𝑎(𝑡), (1)

τ𝑎̇(𝑡) = 𝑎rest − 𝑎(𝑡) + 𝐼𝑒(𝑡) − 𝐼𝑖(𝑡).
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Здесь 𝑢(𝑡) описывает динамику мембранного потенциала нейрона, 𝑣(𝑡) отвечает за восста-
новление потенциала покоя мембраны, 𝜀 — параметр соотношения временных масштабов,
τ — постоянная времени, 𝑎rest — величина порогового параметра в состоянии равновесия, 𝐼𝑒(𝑡)
и 𝐼𝑖(𝑡) — внешние токи, которые представляют собой прямоугольные импульсы с амплитудами
𝐴𝑒 и 𝐴𝑖 соответственно и длительностями 𝑤𝑒 и 𝑤𝑖 соответственно. Будем рассматривать только
случай 𝑎rest > 1, при котором генерация спайков отсутствует без внешних воздействий.

В момент прихода спайка от пресинаптического нейрона на возбуждающий синапс возни-
кает одиночный импульс 𝐼𝑒(𝑡) (рис. 1), который, воздействуя на постсинаптический нейрон (1),
приводит к уменьшению значения порогового параметра 𝑎(𝑡) при 𝐴𝑒 < 0. Если 𝑎(𝑡) станет
меньше 1, то осциллятор (1) сгенерирует спайк. В момент прихода спайка на подавляющий синапс
возникает одиночный импульс 𝐼𝑖(𝑡) (см. рис. 1), который приводит к увеличению значения 𝑎(𝑡)

при 𝐴𝑖 < 0, что препятствует генерации спайка осциллятором (1).
Результат воздействия импульсов 𝐼𝑒(𝑡) и 𝐼𝑖(𝑡) на нейроподобный осциллятор (1) зависит не

только от их амплитуды, но и от их длительности. Это означает, что пластичность синаптических
связей можно реализовать, меняя при фиксированной амплитуде длительности импульсов 𝑤𝑒

и 𝑤𝑖, поступающих на нейрон через возбуждающий и подавляющий синапсы соответственно.
То есть в нейронной сети, построенной из нейронов вида (1), изменение коэффициентов связи
между нейронами можно моделировать изменением длительности импульсов 𝑤𝑒 и 𝑤𝑖, которые
можно интерпретировать как веса синапсов. Обучение такой нейронной сети происходит за счет
изменения весов синапсов 𝑤𝑒 и 𝑤𝑖. Поскольку веса в подобных сетях можно рассматривать как
некоторый набор параметров, а процесс обучения — процедурой поиска оптимальных (в некотором
смысле) значений данных параметров, то решение задачи может быть рассмотрено, например,
с позиции адаптивной идентификации параметров динамических систем [36].

Se

Si

FHN 

Spike

generator

Spike

generator

we

wi

Ie(t)

Ii(t)

Рис. 1. Схематическое изображение нейроподобного осциллятора ФитцХью–Нагумо (FHN) под действием внешних
импульсов 𝐼𝑒(𝑡) и 𝐼𝑖(𝑡). Se и Si — возбуждающий и подавляющий синапсы соответственно

Fig. 1. Schematic representation of the FitzHugh–Nagumo (FHN) neuron-like oscillator under the action of external impulses
𝐼𝑒(𝑡) and 𝐼𝑖(𝑡). Se and Si are the excitatory and inhibitory synapses, respectively
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2. Результаты численного моделирования

Мы провели численное моделирование системы (1) при различных значениях парамет-
ров. Для численного решения уравнений (1) мы использовали метод Рунге–Кутты 4-го порядка
с шагом интегрирования ℎ = 0.0075. На рис. 2, a разными цветами показано, какое количество
спайков 𝑁 за время 𝑡 = 100 демонстрирует модифицированный осциллятор ФитцХью–Нагумо
в зависимости от амплитуды и длительности одиночного импульсного воздействия 𝐼𝑒(𝑡). Рис. 2, a
построен при изменении амплитуды 𝐴𝑒 импульсного сигнала с шагом 0.002 и изменении дли-
тельности 𝑤𝑒 импульса с шагом 0.6 при параметрах осциллятора: 𝜀 = 0.01, 𝑎rest = 1.1, τ = 10.
Начальные условия одинаковы для каждой точки на плоскости параметров (𝑤𝑒, 𝐴𝑒). Из рис. 2, a
видно, что число спайков растет как с увеличением 𝐴𝑒 по модулю, так и с увеличением 𝑤𝑒,
то есть в ответ на внешний стимул модифицированный осциллятор ФитцХью–Нагумо может
демонстрировать серию из двух или более спайков, идущих подряд друг за другом. Классиче-
ский осциллятор ФитцХью–Нагумо [2, 10] способен сгенерировать лишь один спайк в ответ на
одиночное импульсное воздействие и не демонстрирует серии из нескольких последовательных
спайков.

На рис. 2, b показаны временные реализации сигналов 𝑢(𝑡), 𝑎(𝑡), 𝐼𝑒(𝑡) для точки на рис. 2, a
с координатами 𝑤𝑒 = 10, 𝐴𝑒 = −0.4. Для наглядности момент времени 𝑡 = 10, соответствующий
началу импульсного сигнала 𝐼𝑒(𝑡), показан вертикальной штриховой линией. Под действием
сигнала 𝐼𝑒(𝑡) пороговый параметр 𝑎(𝑡) становится меньше 1, и переменная 𝑢(𝑡) демонстрирует
пять спайков подряд, после чего осциллятор возвращается в состояние равновесия.

Если одиночный стимул оказался слабым и сигнал 𝐼𝑒(𝑡) не вызвал генерацию спайка,
он все равно изменил параметр 𝑎(𝑡), приблизив его к пороговому значению. После окончания
импульсного воздействия параметр 𝑎(𝑡) экспоненциально стремится к значению 𝑎rest. Значит,
если вскоре после слабого стимула (пока 𝑎(𝑡) немного больше 1) подать на осциллятор (1) еще
один точно такой же слабый стимул, осциллятор может сгенерировать спайки. На рис. 3, a
построена зависимость количества спайков, генерируемых осциллятором (1) в ответ на два
одинаковых импульсных сигнала 𝐼𝑒(𝑡) с 𝐴𝑒 = −0.3 и 𝑤𝑒 = 5, от интервала времени ∆𝑡 между
началом первого и началом второго импульса. При ∆𝑡 > 24.6 нейроподобный осциллятор (1)
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Рис. 2. a — Количество спайков 𝑁 , генерируемых осциллятором (1) при 𝜀 = 0.01, 𝑎rest = 1.1, τ = 10 в зависимости от
длительности и амплитуды импульсного воздействия 𝐼𝑒(𝑡). b — Временные реализации переменной 𝑢(𝑡), порогового
параметра 𝑎(𝑡) и импульсного сигнала 𝐼𝑒(𝑡) при 𝐴𝑒 = −0.4, 𝑤𝑒 = 10 (цвет онлайн)

Fig. 2. a — Number 𝑁 of spikes generated by oscillator (1) at 𝜀 = 0.01, 𝑎rest = 1.1, and τ = 10 depending on the duration
and amplitude of the impulse action 𝐼𝑒(𝑡). b — Temporal realizations of the variable 𝑢(𝑡), threshold parameter 𝑎(𝑡), and
impulse signal 𝐼𝑒(𝑡) at 𝐴𝑒 = −0.4 and 𝑤𝑒 = 10 (color online)
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Рис. 3. a — Количество спайков 𝑁 , генерируемых осциллятором (1) при 𝜀 = 0.01, 𝑎rest = 1.1, τ = 10 в зависимости
от интервала времени ∆𝑡 между двумя одинаковыми импульсами 𝐼𝑒(𝑡) при 𝐴𝑒 = −0.3, 𝑤𝑒 = 5. b — Временные
реализации переменной 𝑢(𝑡) и импульсного сигнала 𝐼𝑒(𝑡) при ∆𝑡1 = 30 и ∆𝑡2 = 15. Вертикальными штриховыми
линиями показаны моменты времени, соответствующие началу импульса

Fig. 3. a — Number 𝑁 of spikes generated by oscillator (1) at 𝜀 = 0.01, 𝑎rest = 1.1, and τ = 10 depending on the time
interval ∆𝑡 between two identical impulses 𝐼𝑒(𝑡) at 𝐴𝑒 = −0.3 and 𝑤𝑒 = 5. b — Temporal realizations of the variable 𝑢(𝑡)
and impulse signal 𝐼𝑒(𝑡) at ∆𝑡1 = 30 and ∆𝑡2 = 15. The vertical dashed lines show the moments of time corresponding to the
beginning of the impulse

не демонстрирует спайков. При меньших значениях ∆𝑡 два последовательных импульса 𝐼𝑒(𝑡)
возбуждают осциллятор, при этом одного импульса 𝐼𝑒(𝑡) недостаточно для генерации спайка.

На рис. 3, b показаны временные реализации 𝑢(𝑡) и 𝐼𝑒(𝑡) для случаев ∆𝑡1 = 30 и ∆𝑡2 = 15.
В первом из этих случаев спайковая активность отсутствует, а во втором случае осциллятор
генерирует один спайк. В отличие от модифицированного осциллятора ФитцХью–Нагумо класси-
ческий осциллятор ФитцХью–Нагумо не возбуждается последовательностью импульсов, если их
амплитуда ниже пороговой.

На рис. 4 построена зависимость количества спайков 𝑁 , генерируемых осциллятором (1),
от величины постоянной времени τ при фиксированных значениях других параметров в случае
одиночного импульсного воздействия 𝐼𝑒(𝑡). Выбор значений параметра τ зависит от амплитуды
𝐴𝑒 и длительности 𝑤𝑒 импульсного сигнала 𝐼𝑒(𝑡), а также целей использования модели. В случае
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Рис. 4. Количество спайков 𝑁 , генерируемых осциллято-
ром (1) при 𝜀 = 0.01, 𝑎rest = 1.1, 𝐴𝑒 = −0.35, 𝑤𝑒 = 5
в зависимости от постоянной времени τ

Fig. 4. Number 𝑁 of spikes generated by oscillator (1) at
𝜀 = 0.01, 𝑎rest = 1.1, 𝐴𝑒 = −0.35, and 𝑤𝑒 = 5 depending
on the time constant τ

использования предложенного нейроподобного
осциллятора в качестве узла спайковой нейрон-
ной сети логично будет выбрать такое значе-
ние τ, чтобы при максимально допустимом
значении коэффициента синаптической связи
(то есть при зафиксированном максимальном
значении 𝑤𝑒) один импульс пресинаптического
осциллятора вызывал один импульс постси-
наптического осциллятора. Для случая, изоб-
раженного на рис. 4, интервал оптимальных
значений параметра τ лежит примерно в интер-
вале 8...11, на котором 𝑁 = 1.

Рассмотрим совокупное влияние им-
пульсных сигналов 𝐼𝑒(𝑡) и 𝐼𝑖(𝑡) на динамику
осциллятора (1). Воздействие импульсом 𝐼𝑒(𝑡)
является возбуждающим и приводит к гене-
рации спайка, рис. 5, a. Однако, если следом
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Рис. 5. Временные реализации переменной 𝑢(𝑡), порогового параметра 𝑎(𝑡) и импульсных сигналов 𝐼𝑒(𝑡) и 𝐼𝑖(𝑡) при
𝐴𝑒 = −0.35, 𝑤𝑒 = 5, 𝐼𝑖(𝑡) = 0 (a) и 𝐴𝑒 = 𝐴𝑖 = −0.35, 𝑤𝑒 = 𝑤𝑖 = 5 (b). Штриховой и точечной линиями показаны
моменты времени, соответствующие началу импульсов 𝐼𝑒(𝑡) и 𝐼𝑖(𝑡) соответственно (цвет онлайн)

Fig. 5. Temporal realizations of the variable 𝑢(𝑡), threshold parameter 𝑎(𝑡), and impulse signals 𝐼𝑒(𝑡) and 𝐼𝑖(𝑡) at 𝐴𝑒 = −0.35,
𝑤𝑒 = 5, and 𝐼𝑖(𝑡) = 0 (a) and 𝐴𝑒 = 𝐴𝑖 = −0.35, and 𝑤𝑒 = 𝑤𝑖 = 5 (b). The dashed and dotted lines show the moments of
time corresponding to the beginning of the impulses 𝐼𝑒(𝑡) and 𝐼𝑖(𝑡), respectively (color online)

за сигналом 𝐼𝑒(𝑡) подать на осциллятор сигнал 𝐼𝑖(𝑡) с такой же амплитудой и длительностью,
как у 𝐼𝑒(𝑡), генерации спайка не происходит, рис. 5, b. Таким образом, сигнал 𝐼𝑖(𝑡) препятствует
спайковой активности.

Заключение

Нами предложена модифицированная модель нейроподобного осциллятора ФитцХью–
Нагумо, в которой величина порогового параметра зависит от времени и может меняться под
действием внешних импульсных сигналов. В отличие от классического осциллятора ФитцХью–
Нагумо спайковая активность модифицированного осциллятора зависит от длительности внеш-
него импульсного сигнала, модифицированный осциллятор способен демонстрировать серию
из нескольких спайков в ответ на одиночное внешнее импульсное воздействие, а также может
возбуждаться последовательностью импульсов, имеющих амплитуду ниже пороговой. Предложен-
ную нами модель можно интерпретировать как модель бёрстового нейрона с двумя медленными
переменными, в которой третье уравнение описывает динамику медленной модулирующей пере-
менной аналогично уравнению Хиндмарша–Роуза. Однако отсутствие периодического внешнего
воздействия не позволяет наблюдать в нашей модели типичную бёрстовую динамику.

Предложенная модификация осциллятора ФитцХью–Нагумо может быть достаточно про-
сто реализована в радиофизическом эксперименте с помощью аналого-цифровой установки.
При этом нейроподобный осциллятор ФитцХью–Нагумо реализуется в аналоговом виде с ис-
пользованием аналоговых электронных элементов, а цифровая схема регулирует длительность
входных импульсов.

В дальнейшем планируется использовать предложенную модель для построения спайковых
нейронных сетей. Обучение таких спайковых нейронных сетей может быть проведено с помощью
изменения синаптических связей за счет настройки весов синапсов 𝑤𝑒 и 𝑤𝑖, соответствующих
длительности внешних импульсных сигналов.

Список литературы

1. Yamazaki K., Vo-Ho V.-K., Bulsara D., Le N. Spiking neural networks and their applications:
A review // Brain Sci. 2022. Vol. 12, iss. 7. P. 863. DOI: 10.3390/brainsci12070863.

Ежов Д. М., Курбако А. В., Пономаренко В. И., Прохоров М. Д.
Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 6 923

https://doi.org/10.3390/brainsci12070863


2. Дмитричев А. С., Касаткин Д. В., Клиньшов В. В., Кириллов С. Ю., Масленников О. В.,
Щапин Д. С., Некоркин В. И. Нелинейные динамические модели нейронов: Обзор // Известия
вузов. ПНД. 2018. Т. 26, № 4. С. 5–58. DOI: 10.18500/0869-6632-2018-26-4-5-58.

3. Lazar A. A. Time encoding with an integrate-and-fire neuron with a refractory period // Neuro-
computing. 2004. Vol. 58–60. P. 53–58. DOI: 10.1016/j.neucom.2004.01.022.

4. Hodgkin A. L., Huxley A. F. A quantitative description of membrane current and its application to
conduction and excitation in nerve // J. Physiol. 1952. Vol. 117, iss. 4. P. 500–544. DOI: 10.1113/
jphysiol.1952.sp004764.

5. Kumar J., Gupta P. D., Ghosh S. The role of nonlinear axonal membrane capacitance in modulating
ion channel cooperativity in action potential dynamics: Studies on Hodgkin-Huxley’s model //
Biophys. Chem. 2025. Vol. 319. P. 107391. DOI: 10.1016/j.bpc.2025.107391.

6. Morris C., Lecar H. Voltage oscillations in the barnacle giant muscle fiber // Biophys. J. 1981.
Vol. 35, iss. 1. P. 193–213. DOI: 10.1016/S0006-3495(81)84782-0.

7. Hindmarsh J. L., Rose R. M. A model of neuronal bursting using three coupled first order
differential equations // Proc. R. Soc. Lond. B. Biol. Sci. 1984. Vol. 221, iss. 1222. P. 87–102.
DOI: 10.1098/rspb.1984.0024.

8. Storace M., Linaro D., Lange E. The Hindmarsh-Rose neuron model: bifurcation
analysis and piecewise-linear approximations // Chaos. 2008. Vol. 18, iss. 3. P. 033128.
DOI: 10.1063/1.2975967.

9. FitzHugh R. Impulses and physiological states in theoretical models of nerve membranes //
Biophys. J. 1961. Vol. 1. P. 445–466. DOI: 10.1016/S0006-3495(61)86902-6.

10. Dahlem M. A., Hiller G., Panchuk A., Schöll E. Dynamics of delay-coupled excitable
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Аннотация. Цель. Разработка нового метода нахождения точных решений уравнений нелинейной математической
физики. Методы. Частичная сумма ряда метода возмущений, записанная для исходного нелинейного уравнения,
представляется в форме степенного ряда по степеням экспоненциальной функции, являющейся решением линеа-
ризованного уравнения. Рациональная производящая функция последовательности коэффициентов степенного ряда
представляет собой точное решение исходного уравнения. Метод основан на использовании свойства, состоящего
в том, что обращенные степенные ряды для солитоноподобных решений обрываются, начиная со степени, не менее чем
на единицу превосходящей порядок полюса решения. Результаты. Эффективность метода продемонстрирована при
построении точных локализованных решений неинтегрируемого уравнения Кортевега–де Вриза–Бюргерса, а также
нелинейных интегрируемых дифференциально-разностных уравнений. Заключение. Предложенный метод применим
для решения интегрируемых и неинтегрируемых дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами,
а также интегрируемых дифференциально-разностных уравнений.

Ключевые слова: обращение степенного ряда, производящая функция, нелинейные дифференциальные уравнения,
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Abstract. Purpose. Develop a new method for finding exact solutions to equations of nonlinear mathematical physics.
Methods. The partial sum of a perturbation series, written for the original nonlinear equation, is represented as a power series
in powers of the exponential function, which is the solution of the linearized equation. The rational generating function of the
sequence of coefficients of the power series represents the exact solution of the original equation. The method is based on
the property that inverted power series for soliton-like solutions terminates at powers at least one greater than the order of
the pole of the solution. Results. The effectiveness of the method is demonstrated in constructing exact localized solutions
of the nonintegrable Korteweg–de Vries–Burgers equation, as well as nonlinear integrable differential-difference equations.
Conclusion. The proposed method is applicable to solving integrable and non-integrable differential equations with constant
coefficients, as well as integrable differential-difference equations.
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Введение

Проблему разработки методов построения точных частных решений, возникающих в при-
ложениях нелинейных уравнений математической физики, актуальную на протяжении нескольких
последних десятилетий, в значительной степени можно считать решенной. В настоящее время
в распоряжении исследователей имеется обширный список эффективных подходов, позволя-
ющих получать физически состоятельные точные решения, по крайней мере, в непрерывном
случае [1–3]. В нелинейных дискретных системах, описываемых разностными и дифференциально-
разностными уравнениями, ситуация до сих пор менее обнадёживающая. Имеющие физический
смысл точные решения удается построить только для модельных интегрируемых уравнений,
и список методов здесь значительно скромнее. Интегрируемость многоточечных решеточных
уравнений чаще всего доказывается с использованием громоздких процедур построения пар
Лакса и иерархий законов сохранения [4]. В этом случае получение явного вида точных решений
остается открытой технически сложной проблемой. Одним из традиционных подходов к анализу
нелинейных цепочек является переход к соответствующим континуальным длинноволновым
пределам [5]. Однако даже интегрируемость непрерывного аналога с известными многосолитон-
ными решениями не может обеспечить существования точного решения исходной дискретной
модели. Цепочка Ферми–Паста–Улама прекрасно подтверждает это утверждение. По нашему
мнению, остается весьма актуальной проблема разработки методов, позволяющих строить точные
частные решения как в непрерывных, так и в дискретных нелинейных системах. В данной ста-
тье авторы ставят своей целью предложить простой, легко программируемый и вычислительно
экономный метод для решения указанной проблемы в некоторых случаях. Статья организована
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следующим образом. В первом параграфе излагается основная идея метода и иллюстрируется его
использование для нахождения производящей функции известной числовой последовательности.
Во втором параграфе строится точное решение неинтегрируемого нелинейного эволюционного
уравнения Кортевега–де Вриза–Бюргерса. В третьем и четвертом параграфах метод применяется
для построения точных решений нелинейных трехточечного и пятиточечного интегрируемых
дифференциально-разностных уравнений. В заключении обсуждаются преимущества и ограниче-
ния предложенного подхода.

1. Идея метода

На первом этапе предлагаемого подхода необходимо получить ряд по степеням экспонент,
являющихся решениями последовательности линейных задач, из исходного непрерывного или
дискретного уравнения. Такой ряд возникает при использовании метода возмущений, когда экс-
понента выступает в качестве решения линеаризованного уравнения. Известно [6,7], что ряды
метода возмущений могут сходиться медленно и даже расходиться, так что возникает проблема
возможности и законности суммирования для получения точного решения. Дальнейшие рассуж-
дения основаны на представлениях Леонарда Эйлера о суммировании расходящихся рядов [8]:
«...мы скажем, что сумма некоторого бесконечного ряда есть конечное выражение, из разложения
которого возникает этот ряд». Другими словами, Эйлер принимает за сумму степенного ряда,
вне зависимости от того, сходится он или расходится, выражение для производящей функции
последовательности его коэффициентов. Это выражение, построенное для ряда метода возмуще-
ний, является искомым точным решением исходного уравнения, что проверяется подстановкой.
В [5, 9] отмечалось, что «коэффициенты ряда Тейлора в совокупности несут гораздо большую
информацию о значениях функции, чем его частичные суммы. Надо только уметь ее извлекать,
и один из способов сделать это заключается в построении паде-аппроксимант». Использова-
ние диагональных аппроксимант Паде (АП) лежит в основе предложенного недавно метода
геометрического ряда [10, 11]. Этот метод может применяться для непрерывных и дискретных
уравнений, однако возможны вычислительные трудности, связанные с необходимостью факто-
ризации разностей последовательных диагональных АП высоких порядков. Будем исходить из
того, что искомая производящая функция рациональна. В общем случае рациональность суммы
степенного ряда доказывается в терминах квазимногочленов [12] или с использованием крите-
рия, связанного с обращением в ноль последовательности ганкелевых определителей, начиная
с некоторого порядка [13]. Все известные нам физически реализуемые точные локализованные
решения нелинейных уравнений представляют собой или выражаются через рациональные дроби
по степеням экспоненциальных функций [10]. При этом степень знаменателя, не меньшая порядка
полюса искомого решения, превосходит степень числителя дроби. Более того, после выделения
из дроби постоянного слагаемого, числитель остатка, как правило, включает единственное слагае-
мое. Это означает, что обратная остатку дробь представляется многочленом невысокого порядка
(возникающие в приложениях уравнения практически никогда не имеют решений с порядком
полюса, большим четырех). Таким образом, при обращении ряда метода возмущений происходит
обнуление коэффициентов, начиная со степеней, превосходящих порядок полюса решения, и ряд
превращается в многочлен. Если соответствующие коэффициенты не обнуляются безусловно,
то требование их обнуления доставляет дополнительные условия на коэффициенты уравнения и
параметры искомого решения.

Прежде чем применять процедуру обращения степенного ряда к решению нелинейных
уравнений, покажем, как её можно использовать для нахождения производящей функции числовой
последовательности Пелля, определяемой рекуррентным соотношением [14]

𝑝𝑛 = 2𝑎𝑝𝑛−1 + (𝑏− 𝑎2)𝑝𝑛−2. (1)
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Вычислим коэффициенты производящей функции 𝑃 =
∑︀
𝑛=1

𝑝𝑛𝑥
𝑛, полагая первые два

коэффициента 𝑝1 и 𝑝2 произвольными:

𝑝1 = 𝑝1,

𝑝2 = 𝑝2,

𝑝3 = −(𝑎2 − 𝑏)𝑝1 + 2𝑎𝑝2,

𝑝4 = −2𝑎(𝑎2 − 𝑏)𝑝1 + (3𝑎2 + 𝑏)𝑝2,

𝑝5 = −(𝑎2 − 𝑏)(3𝑎2 + 𝑏)𝑝1 + 4𝑎(𝑎2 + 𝑏)𝑝2,

𝑝6 = −4𝑎(𝑎2 − 𝑏)(𝑎2 + 𝑏)𝑝1 + (5𝑎4 + 10𝑎2𝑏 + 𝑏2)𝑝2,

𝑝7 = −(𝑎2 − 𝑏)(5𝑎4 + 10𝑎2𝑏 + 𝑏2)𝑝1 + 2𝑎(3𝑎2 + 𝑏)(𝑎2 + 3𝑏)𝑝2, ...

(2)

По определению степенной ряд 𝑃−1 =
∑︀

𝑎𝑛𝑥
𝑛 называется обратным для ряда 𝑃 =

=
∑︀
𝑛=1

𝑝𝑛𝑥
𝑛, если

𝑃𝑃−1 = 1. (3)

Чтобы произведение 𝑃𝑃−1 не зависело от 𝑥, индекс в сумме
∑︀

𝑎𝑛𝑥
𝑛 должен начинаться с −1.

Найдём последовательно несколько первых коэффициентов 𝑎𝑛, используя равенство (3).

𝑎−1 =
1

𝑝1
,

𝑎0 = −𝑝2
𝑝21

.

𝑎1 =
(𝑎2 − 𝑏)𝑝21 − 2𝑎𝑝1𝑝2 + 𝑝22

𝑝31
,

𝑎2 =
(2𝑎𝑝1 − 𝑝2)(𝑎

2𝑝21 − 2𝑎𝑝1𝑝2 − 𝑏𝑝21 + 𝑝22)

𝑝41
,

𝑎3 =
(2𝑎𝑝1 − 𝑝2)

2(𝑎2𝑝21 − 2𝑎𝑝1𝑝2 − 𝑏𝑝21 + 𝑝22)

𝑝51
,

𝑎4 =
(2𝑎𝑝1 − 𝑝2)

3(𝑎2𝑝21 − 2𝑎𝑝1𝑝2 − 𝑏𝑝21 + 𝑝22)

𝑝61
.

(4)

Обратим внимание, что числители коэффициентов с 𝑎2 по 𝑎4 включают два одинаковых множителя

𝐶1 = 2𝑎𝑝1 − 𝑝2,

𝐶2 = 𝑎2𝑝21 − 2𝑎𝑝1𝑝2 − 𝑏𝑝21 + 𝑝22.
(5)

Предположим, что старшие коэффициенты также содержат эти множители.
Положив 𝐶1 = 0, получим

𝑝2 = 2𝑎𝑝1, (6)

𝑃−1 =
∑︁
𝑛=−1

𝑎𝑛𝑥
𝑛 =

1

𝑝1𝑥
− 2𝑎

𝑝1
+

(𝑎2 − 𝑏)𝑥

𝑝1
=

1 − 2𝑎𝑥 + (𝑎2 − 𝑏)𝑥2

𝑝1𝑥
. (7)

Обратный ряд обрывается на первых трех членах, и последняя дробь является его суммой.
Следовательно, обращенная дробь играет роль суммы исходного ряда

𝑃 =
∑︁
𝑛=1

𝑝𝑛𝑥
𝑛 =

𝑝1𝑥

1 − 2𝑎𝑥 + (𝑎2 − 𝑏)𝑥2
. (8)
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Выражение (8) является производящей функцией для последовательности коэффициентов (2)
и определяет в замкнутой форме первую ветвь точного частного решения разностного уравне-
ния (1). Чтобы убедиться в последнем, достаточно разложить (8) в степенной ряд и проверить, что
его коэффициенты совпадают с соответствующими коэффициентами системы (2) при условии (6):

𝑝1 = 𝑝1,

𝑝2 = 2𝑎𝑝1,

𝑝3 = 𝑝1(3𝑎
2 + 𝑏),

𝑝4 = 4𝑎𝑝1(𝑎
2 + 𝑏),

𝑝5 = 𝑝1(5𝑎
4 + 10𝑎2𝑏 + 𝑏2),

𝑝6 = 2𝑎𝑝1(3𝑎
2 + 𝑏)(𝑎2 + 3𝑏), ...

(9)

Если положить 𝐶2 = 0, получим

𝑝2 = (𝑎±
√
𝑏)𝑝1, (10)

𝑃−1 =
∑︁
𝑛=−1

𝑎𝑛𝑥
𝑛 =

1

𝑝1𝑥
− 𝑎±

√
𝑏

𝑝1
=

1 − (𝑎±
√
𝑏)𝑥

𝑝1𝑥
, (11)

и производящая функция второй ветви частного решения принимает вид

𝑃 =
𝑝1𝑥

1 − (𝑎±
√
𝑏)𝑥

. (12)

2. Уравнение Кортевега–де Вриза–Бюргерса

Известно [1], что уравнение Кортевега–де Вриза–Бюргерса (КдВБ) не относится к классу
точно решаемых уравнений, и решение задачи Коши для него не находится методом обратной за-
дачи рассеяния (МОЗР) [15]. Это уравнение обладает некоторыми точными частными решениями
в переменных бегущей волны. На рубеже 90-х годов 20 века бурно развивались методы постро-
ения точных решений неинтегрируемых МОЗР уравнений, и уравнение КдВБ является в этом
отношении показательным. Дело в том, что в 1990 году вышла в свет монография [16], в которой
был решен широкий круг задач волновой динамики газо- и парожидкостных сред. Относительно
уравнения КдВБ на стр. 77 монографии сказано, что это уравнение «не имеет аналитических
решений, и основным инструментом его исследования являются численные методы». На самом
деле, уже в 1988 году точные частные решения обобщенных уравнений КдВБ были получены
Н. А. Кудряшовым [17]. Построим точное частное решение неинтегрируемого уравнения КдВБ
в форме

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 − 𝐶𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 (13)

с параметром 𝐶 перед диссипативным членом, используя процедуру обращения ряда.
Переходя в (13) к переменной бегущей волны 𝑧 = 𝑘𝑥−ω𝑡, после почленного интегрирования

по переменной 𝑧 получим

−ω𝑢 +
𝑘

2
𝑢2 − 𝐶𝑘2𝑢𝑧 + 𝑘3𝑢𝑧𝑧 = 0. (14)

Будем искать решение нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения (14) в форме
ряда с неизвестными коэффициентами по степеням показательной функции

𝑢 =
∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛(𝑒𝑧)𝑛. (15)
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Подставляя (15) в (14), группируя слагаемые по степеням e𝑧 и приравнивая их нулю, в главном
(нулевом) порядке получим

−ω𝑏0 +
1

2
𝑘𝑏20 = 0, (16)

откуда

𝑏0 =
2ω
𝑘
. (17)

В первом порядке по e𝑧 имеем
(𝑘3 − 𝐶𝑘2 + ω)𝑏1 = 0, (18)

откуда, считая 𝑏1 ̸= 0, получаем линейное дисперсионное соотношение

ω = 𝑘2(𝐶 − 𝑘). (19)

Приравнивая нулю коэффициенты при (e𝑧)2, (e𝑧)3, (e𝑧)4, ..., получим

𝑏2 =
𝑏21

2𝑘(𝐶 − 3𝑘)
,

𝑏3 =
𝑏31

4𝑘2(𝐶 − 3𝑘)(𝐶 − 4𝑘)
,

𝑏4 =
𝑏41(3𝐶 − 10𝑘)

24𝑘3(𝐶 − 3𝑘)2(𝐶 − 4𝑘)(𝐶 − 5𝑘)
,

𝑏5 =
𝑏51(6𝐶 − 25𝑘)

96𝑘4(𝐶 − 3𝑘)2(𝐶 − 4𝑘)(𝐶 − 5𝑘)(𝐶 − 6𝑘)
, ...

(20)

После замены e𝑧 = 𝑥 выражение (15) становится степенным рядом вида 𝑃 =
∑︀
𝑛=0

𝑏𝑛𝑥
𝑛, обратный

ряд для которого также должен начинаться с постоянного члена: 𝑃−1 =
∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 Используя

соотношение (3), получаем:

𝑎0 =
1

2𝑘(𝐶 − 𝑘)
,

𝑎1 = − 𝑏1
4𝑘2(𝐶 − 𝑘)2

,

𝑎2 = − 𝑏21
4𝑘2(𝐶 − 𝑘)3(𝐶 − 3𝑘)

,

𝑎3 = − 𝑏31(5𝑘 + 𝐶)

16𝑘3(𝐶 − 𝑘)4(𝐶 − 3𝑘)(𝐶 − 4𝑘)
,

𝑎4 = − 𝑏41(5𝑘 + 𝐶)(𝐶2 + 𝐶𝑘 − 14𝑘2)

48𝑘4(𝐶 − 𝑘)5(𝐶 − 3𝑘)2(𝐶 − 4𝑘)(𝐶 − 5𝑘)
.

(21)

Замечая, что коэффициенты обратного ряда, начиная с 𝑎3, содержат общий множитель (5𝑘 + 𝐶),
потребуем

𝑘 = −𝐶

5
. (22)

При выполнении условия (22) обратный ряд обрывается на 3-м слагаемом

𝑃−1 = − 25

12𝐶2
− 625𝑏1𝑥

144𝐶4
− 15625𝑏21𝑥

2

6912𝐶6
= − 25

6912

(24𝐶2 + 25𝑏1𝑥)2

𝐶6
, (23)
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Рис. 1. График решения (24) при 𝐶 = 𝑏1 = 1

Fig. 1. Graph of solution (24) at 𝐶 = 𝑏1 = 1

и его сумма (23) после обратной замены 𝑥 = e𝑧

определяет искомое точное решение

𝑢 = −6912

25

𝐶6

(24𝐶2 + 25𝑏1𝑒𝑧)2
. (24)

Выражение (24) является точным частным ре-
шением уравнения КдВБ (14), записанного для
переменной бегущей волны 𝑧 = 𝑘𝑥− ω𝑡, при
выполнении условий (19), (22) и содержит две
произвольные постоянные — параметр уравне-
ния 𝐶 и постоянную сдвига 𝑏1, всегда возни-
кающую в решениях автономных уравнений.
График решения при 𝑏1 > 0 имеет форму кин-
ка (рис. 1). В работах Н. А. Кудряшова [1, 17]
для уравнения КдВБ с двумя произвольными
коэффициентами найдено общее решение в пе-
ременной бегущей волны в терминах функции
Вейерштрасса, которое в частном случае сво-
дится к вещественному уединенно-волновому решению, также приведенному в [1, 17]. Точное
локализованное решение (24), найденное нами для уравнения КдВб (13) с одним произвольным
коэффициентом, совпадает с упомянутым уединенно-волновым решением при соответствующем
выборе коэффициентов.

Отметим, что точное решение (24) имеет полюс второго порядка, а коэффициенты обращен-
ного ряда обнуляются, начиная с третьей степени при выполнении условия (22). Проведенные
нами вычисления позволяют утверждать, что данное свойство является общим при построении
локализованных решений. В случае интегрируемых эволюционных уравнений обращенные ря-
ды обрываются безусловно, начиная со степени, на единицу превосходящей порядок полюса
решения. Для неинтегрируемых уравнений, как в рассмотренном здесь примере, коэффициенты
обращенного ряда обнуляются при выполнении дополнительных условий типа (22), связываю-
щих коэффициенты уравнений с параметрами решений. Как и выше, обратный ряд обрывается,
начиная со степени, по крайней мере, на единицу превосходящей порядок полюса решения.

3. Интегрируемое трехточечное
дифференциально-разностное уравнение

Рассмотрим интегрируемое трехточечное дифференциально-разностное уравнение из се-
мейства Вольтерра [4]

𝑑𝑢𝑛
𝑑𝑡

= (α𝑢4𝑛 + β𝑢3𝑛 + γ𝑢2𝑛 + λ𝑢𝑛 + µ)
(︂

1

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛
+

1

𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1

)︂
(25)

с пятью произвольными постоянными в правой части. Приведем (25) к виду

(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)(𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1)
𝑑𝑢𝑛
𝑑𝑡

−

− (α𝑢4𝑛 + β𝑢3𝑛 + γ𝑢2𝑛 + λ𝑢𝑛 + µ)(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1) = 0

(26)
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и перейдем от системы двух переменных — непрерывной 𝑡 и дискретной 𝑛 — к единой переменной
𝑧 = 𝑑𝑛 + 𝑘𝑡. Тогда, если искать решение уравнения (26) в форме ряда

𝑢𝑛 =
∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛(𝑒𝑧)𝑛, (27)

то для остальных функций, входящих в (26), следует использовать подстановки

𝑑𝑢𝑛
𝑑𝑡

= 𝑘
∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛𝑛(𝑒𝑧)𝑛,

𝑢𝑛+1 =
∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛δ𝑛(𝑒𝑧)𝑛,

𝑢𝑛−1 =
∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛δ−𝑛(𝑒𝑧)𝑛,

(28)

где δ = e𝑑. Подставляя (27), (28) в (26) и последовательно приравнивая нулю коэффициенты при
e𝑧 , (e𝑧)2, (e𝑧)3, ..., найдем

µ = −𝑏0(α𝑏30 + β𝑏20 + γ𝑏0 + λ),

λ = −𝑏0(4α𝑏20 + 3β𝑏0 + 2γ),

𝑘 =
(δ+ 1)(6α𝑏20 + 3β𝑏0 + γ)

δ− 1
,

𝑏2 =
𝑏21(4α𝑏0 + β)

2(6α𝑏20 + 3β𝑏0 + γ)
,

𝑏3 =
𝑏31

36(δ+ 1)2(2α𝑏20 + β𝑏0 + γ/3)2

(︂
16

(︂
δ+

1

2

)︂
(δ+ 2)α2𝑏20 +

+ 8β
(︂
δ+

1

2

)︂
(δ+ 2)α𝑏0 + 4αδγ+ β2(δ2 + δ+ 1)

)︂
, ...

(29)

Заменяя 𝑥 = e𝑧 , найдем обратный ряд 𝑃−1 =
∑︀

𝑛=−1
𝑎𝑛𝑥

𝑛 для ряда 𝑃 =
∑︀
𝑛=0

𝑏𝑛𝑥
𝑛 − 𝑏0, не содержа-

щего постоянного слагаемого:

𝑎−1 =
1

𝑏1
,

𝑎0 = − 4α𝑏0 + β
12α𝑏20 + 6β𝑏0 + 2γ

,

𝑎1 = −𝑏1δ(8α2𝑏20 + 4αβ𝑏0 + 4αγ− β2)
36(δ+ 1)2(2α𝑏20 + β𝑏0 + γ

3)2
,

𝑎2 = 0,

𝑎3 = 0, ...

(30)

Коэффициенты обратного ряда, начиная с 𝑎2, обращаются в ноль безусловно:

𝑃−1 =
𝑎−1

𝑥
+ 𝑎0 + 𝑎1𝑥, (31)

следовательно, выражение

𝑢(𝑛, 𝑡) = 𝑏0 +
1

𝑎−1

δ𝑛𝑒𝑘𝑡 + 𝑎0 + 𝑎1δ𝑛𝑒𝑘𝑡
, (32)
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a b

Рис. 2. График решения (32) при α = −1, β = 2, γ = 1/2, 𝑛 = −10, 𝑏1 = 2, δ = 2: а — 𝑏0 = 1, b — 𝑏0 = −1/2

Fig. 2. Graph of solution (32) at α = −1, β = 2, γ = 1/2, 𝑛 = −10, 𝑏1 = 2, δ = 2: а — 𝑏0 = 1, b — 𝑏0 = −1/2

где коэффициенты 𝑎−1, 𝑎0, 𝑎1 вычисляются в соответствии с (30), а множитель 𝑘, согласно (29),
является точным решением уравнения (26) при условии, что два коэффициента уравнения, µ и λ,
подчиняются условиям (29). Решение (32) представляется ограниченной функцией, если корни
трехчлена 𝑎1𝑥

2 + 𝑎0𝑥 + 𝑎−1 являются отрицательными или комплексными. В частности, второму
случаю отвечает неравенство

8𝑏0α(2𝑏0α+ β)(δ2 + 4δ+ 1) + 16αδγ+ β2(δ− 1)2 < 0,

при котором дискриминант отрицателен. При 𝑎1 ̸= 0 ограниченное решение представляется
солитоном на пьедестале 𝑏0 (рис. 2, а), в противном случае решение имеет форму кинка, соеди-
няющего два стационарных уровня 𝑏0 и 𝑏0 + 1/𝑎0 (рис. 2, b). Решение (32), по всей видимости,
найдено впервые и в доступной авторам литературе не встречалось.

4. Интегрируемое пятиточечное дифференциально-разностное уравнение

Рассмотрим нелинейное пятиточечное дифференциально-разностное уравнение, приведен-
ное в [18]

𝑑𝑢𝑛
𝑑𝑡

= (𝑢𝑛 + 1)

(︂
𝑢𝑛+2𝑢𝑛(𝑢𝑛+1 + 1)2

𝑢𝑛+1
− 𝑢𝑛−2𝑢𝑛(𝑢𝑛−1 + 1)2

𝑢𝑛−1
+ (2𝑢𝑛 + 1)(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1)

)︂
. (33)

Это уравнение имеет два различных континуальных предела, являющихся интегрируемыми уравне-
ниями Савады–Котеры и Каупа–Купершмидта. При помощи построенных пары Лакса и иерархии
законов сохранения в [18] доказана интегрируемость решеточного уравнения (33). С известными
интегрируемыми уравнениями подобного типа оно связано при помощи сложных соотношений,
представляющих собой композиции двух преобразований типа Миуры. Отмечается [18], что
использование таких соотношений для построения точных решений весьма затруднительно,
поскольку задача сводится к решению дискретных уравнений типа Риккати. Покажем, что и
в данном случае процедура обращения построенного ряда по степеням экспонент позволяет
получить точное локализованное решение дифференциально-разностного уравнения (33).
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Избавляясь, как и в случае, рассмотренном в предыдущем параграфе, от дробей в правой
части уравнения, приводим (33) к виду

𝑢𝑛+1𝑢𝑛−1
𝑑𝑢𝑛
𝑑𝑡

= (𝑢𝑛 + 1)
(︀
𝑢𝑛+2𝑢𝑛𝑢𝑛−1(𝑢𝑛+1 + 1)2 − 𝑢𝑛−2𝑢𝑛𝑢𝑛+1(𝑢𝑛−1 + 1)2 +

+(2𝑢𝑛 + 1)(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1)𝑢𝑛+1𝑢𝑛−1) .

(34)

Переходя к единственной переменной 𝑧 = 𝑑𝑛 + 𝑘𝑡, произведем в (34) замены

𝑢𝑛 =
∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛(𝑒𝑧)𝑛,

𝑑𝑢𝑛
𝑑𝑡

= 𝑘
∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛𝑛(𝑒𝑧)𝑛,

𝑢𝑛±𝑝 =
∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛δ±𝑝𝑛(𝑒𝑧)𝑛,

(35)

где δ = e𝑑, после чего сгруппируем слагаемые в левой части уравнения по степеням и будем
последовательно приравнивать нулю коэффициенты при e𝑧, (e𝑧)2, (e𝑧)3, ...

𝑘 =
(︀
(𝑏0 + 1)2(δ2 + 1) + (𝑏0 + 2)𝑎0δ

)︀
(1 − δ−2)(𝑏0 + 1),

𝑏2 = − 𝑏21δ((𝑏
2
0 − 1)δ2 + (𝑏20 + 4𝑏0 + 2)δ+ 𝑏20 − 1)

𝑏0((𝑏0 + 1)(δ2 + 1) + (𝑏0 + 2)δ)(δ− 1)2(𝑏0 + 1)
,

𝑏3 =
𝑏31δ

2((𝑏20 − 𝑏0 − 2)(δ4 + 1) + (2𝑏20 + 2𝑏0 − 1)(δ3 + δ) + (3𝑏20 + 10𝑏0 + 6)δ2)
𝑏0(𝑏0 + 1)2(δ+ 1)2(δ− 1)4((𝑏0 + 1)(δ2 + 1) + (𝑏0 + 2)δ)

, ...

(36)

при этом коэффициенты 𝑏0 и 𝑏1 остаются свободными. Как и ранее, после замены 𝑥 = e𝑧

вычислим для ряда 𝑃 =
∑︀
𝑛=0

𝑏𝑛𝑥
𝑛− 𝑏0 коэффициенты обратного ряда 𝑃−1 =

∑︀
𝑛=−1

𝑎𝑛𝑥
𝑛, используя

условие (3):

𝑎−1 =
1

𝑏1
,

𝑎0 =
δ((𝑏20 − 1)(δ2 + 1) + (𝑏20 + 4𝑏0 + 2)δ)

𝑏0(𝑏0 + 1)(δ− 1)2((𝑏0 + 1)(δ2 + 1) + (𝑏0 + 2)δ)
,

𝑎1 =
𝑏1δ2

𝑏20(𝑏0 + 1)2(δ+ 1)2(δ− 1)4((𝑏0 + 1)(δ2 + 1) + (𝑏0 + 2)δ)

(︀
(𝑏0 + 1)2(δ6 + 1) +

+(𝑏0 + 2)(𝑏0 − 1)(𝑏0 + 1)2(δ5 + δ) + (2𝑏40 + 5𝑏30 + 2𝑏20 − 2𝑏0 − 1)(δ4 + δ2)+

+(3𝑏40 + 8𝑏30 + 8𝑏20 + 6𝑏0 + 4)δ3
)︀
, ...

(37)

Коэффициенты 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, ..., не выписанные из-за громоздкости, содержат одинаковый множи-
тель

(𝑏0 + 1)2(δ2 + 1) + (𝑏20 − 2)δ, (38)

обращающийся в нуль при двух значениях коэффициента 𝑏0:

𝑏0 = −δ
2 ± (δ+ 1)

√
δ+ 1

δ2 + δ+ 1
. (39)
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Каждое из этих значений определяет одну из ветвей точного решения уравнения (33) в форме

𝑢𝑛 = 𝑏0 +
1

𝑎−1/δ𝑛𝑒𝑘𝑡 + 𝑎0 + 𝑎1δ𝑛𝑒𝑘𝑡
, (40)

где 𝑎−1 = 1/𝑏1, и при выборе в (39) знака «−» следует принять

𝑘 =
2((δ+ 1)

√
δ+ δ)2(δ2 − 1)

δ(δ2 + δ+ 1)2
,

𝑎0 =
2δ(δ2 + δ+ 1)

(δ2 − (δ+ 1)
√
δ+ 1)((δ+ 1)

√
δ+ 2δ)

,

𝑎1 =
𝑏1δ3(δ2 + δ+ 1)2(δ2 + 3δ+ 2(δ+ 1)

√
δ+ 1)

((δ+ 1)
√
δ+ 2δ)2(δ2 − (δ+ 1)

√
δ+ 1)2((δ+ 1)

√
δ+ δ)2

,

(41)

а при выборе знака «+»:

𝑘 =
2((δ+ 1)

√
δ− δ)2(δ2 − 1)

δ(δ2 + δ+ 1)2
,

𝑎0 = − 2δ(δ2 + δ+ 1)

(δ2 + (δ+ 1)
√
δ+ 1)((δ+ 1)

√
δ− 2δ)

,

𝑎1 =
𝑏1δ3(δ2 + δ+ 1)2(δ2 + 3δ− 2(δ+ 1)

√
δ+ 1)

((δ+ 1)
√
δ− 2δ)2(δ2 + (δ+ 1)

√
δ+ 1)2((δ+ 1)

√
δ− δ)2

.

(42)

Решение (40) содержит два произвольных параметра 𝑏1 и δ (δ > 0, δ ̸= 1), и, в отличие от анало-
гичного по структуре выражения (32), в ограниченном случае всегда представляется солитоном на
пьедестале, так как 𝑎1 ̸= 0 при допустимых значениях δ: δ > 0, δ ̸= 1. Дискриминант трехчлена
𝑎1𝑥

2 + 𝑎0𝑥 + 𝑎−1, соответствующего знаменателю в (40), всегда равен нулю, и решение (40) явля-
ется ограниченным, когда знак 𝑏1 выбирается противоположным знаку в (39) (рис. 3). Заметим,
что явное выражение (40) точного решения уравнения (33) получено и приведено впервые.

a b

Рис. 3. График решения (40): a — δ = 3/2, 𝑏1 = 1, знак «−» в (39); b — δ = 3/2, 𝑏1 = −1, знак «+» в (39)

Fig. 3. Graph of solution (40): a — δ = 3/2, 𝑏1 = 1, sign “−” in formula (39); b — δ = 3/2, 𝑏1 = −1, sign “+” in
formula (39)
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Заключение

Процедура обращения асимптотического ряда иногда применяется при использовании ме-
тодов возмущений для улучшения сходимости [5]. Так, априорная информация об особенности
решения в ряде случаев позволяет устранить её из ряда теории возмущений и улучшить его
сходимость [19]. Например, если особенность лежит на положительной действительной полу-
оси, то это может свидетельствовать о многозначности функции, характеризуемой построенным
степенным рядом. При этом обратная функция может быть однозначной [5, 19]. В данной статье
обращение степенного ряда предлагается использовать для нахождения замкнутого выраже-
ния производящей функции последовательности его коэффициентов. Это выражение, которое
по терминологии Эйлера можно называть суммой степенного ряда, представляет собой точное ре-
шение исходного нелинейного дифференциального или дифференциально-разностного уравнения.
Основное наблюдение здесь состоит в том, что для локализованных решений обращенные ряды
обрываются, начиная со степени, по крайней мере, на единицу превосходящей полюс искомого
решения. В случае неинтегрируемых эволюционных уравнений (в статье рассмотрено уравнение
КдВБ) удовлетворение требованию обнуления соответствующих коэффициентов обращенного ря-
да приводит к дополнительным условиям, связывающим коэффициенты уравнений с параметрами
решений. Предложенный метод легко алгоритмизируется и, по нашим наблюдениям, предъявляет
минимальные требования к используемой вычислительной технике. Ограничением метода являет-
ся его неприменимость к уравнениям с переменными коэффициентами, отличными от экспонент.
К достоинствам метода относится возможность его эффективного применения к нелинейным
дифференциально-разностным уравнениям, для которых наличие точного солитоноподобного
решения можно рассматривать в качестве эмпирического критерия интегрируемости.
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