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ОБРАТНЫЕ СТОХАСТИЧЕСКИЕ
БИФУРКАЦИИ В СИСТЕМЕ ЭНО

И.А. Башкирцева, Л.Б. Ряшко, С.П. Федотов, И.Н. Цветков

В работе рассматриваются стохастически возмущенные предельные циклы дискрет-
ных динамических систем в зоне удвоения периода. Исследуется явление обратных сто-
хастических бифуркаций – уменьшение кратности цикла при увеличении интенсивности
шума. Предлагается метод анализа обратных стохастических бифуркаций на основе тех-
ники функции стохастической чувствительности. Конструктивные возможности данного
метода демонстрируются на примере двумерного отображения Эно.
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Введение

Функционирование большинства реальных систем сопровождается воздействи-
ем неконтролируемых случайных возмущений. Присутствие даже малых случай-
ных возмущений может привести к существенным изменениям в динамике систе-
мы [1–4]. Известен широкий круг явлений, связанных с воздействием случайных
помех: стохастический резонанс [5, 6], индуцированные шумами переходы [2], по-
рождаемый шумами порядок [7, 8] и хаос [9]. Хорошо известно, что фазовый порт-
рет нелинейной системы может быть существенно изменен под воздействием шу-
ма [10–12]. Эффекты, связанные с присутствием шума, значительно усиливаются
вблизи точек бифуркации. Благодаря высокой чувствительности аттракторов в зонах
бифуркаций даже весьма малые шумы могут порождать качественные изменения ди-
намики. Анализ стохастической чувствительности аттракторов нелинейных систем,
находящихся под воздействием случайных возмущений, позволяет вести конструк-
тивное исследование подобных изменений [13, 14].

В настоящее время исследования явлений, связанных с воздействием шумов,
проводятся в рамках теории стохастических бифуркаций [15,16]. Изучение перехода
«равновесие – цикл» в динамических системах со случайными возмущениями при-
влекает внимание многих исследователей. Так, например, стохастические бифурка-
ции Хопфа рассматривались в [17–20] для брюсселятора, в [21, 22] для осциллятора
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Дуффинга–ван дер Поля, в [23] для осциллятора ван дер Поля, в [24, 25] для систе-
мы Хопфа. Анализу скейлинга для дискретных отображений с шумом при переходе
к хаосу посвящены работы [26–29].

В данной работе исследуются стохастически возмущенные циклы нелинейной
дискретной динамической системы в зоне удвоения периода.

Целью работы является анализ обратных стохастических бифуркаций много-
мерных дискретных систем на основе метода функций стохастической чувствитель-
ности (ФСЧ). Техника ФСЧ была введена ранее для стохастических циклов нели-
нейных систем с непрерывным временем в [13, 30–32] и для дискретных систем
в [33]. Данная работа развивает подход к исследованию обратных стохастических
бифуркаций, предложенный для непрерывных систем в работе [34] и для дискрет-
ных одномерных систем в [35].

В п. 1 приводится содержательное описание явления обратной стохастической
бифуркации (ОСБ) и дается формальный критерий определения ОСБ по виду гра-
фика плотности вероятности распределения состояний стохастического цикла. Для
построения плотности вероятности представлены два подхода – эмпирический под-
ход и подход, опирающийся на аппарат функций стохастической чувствительности.
Здесь дается общее описание последнего для стохастических k-циклов многомерных
систем. В п.2 для стохастических циклов системы Эно плотность распределения ве-
роятности случайных состояний определяется эмпирически в результате прямого
компьютерного моделирования. Для аппроксимации плотности вероятности предла-
гается использовать аппарат функций стохастической чувствительности. Для стоха-
стических циклов системы Эно дается оценка критических значений интенсивности
возмущений, соответствующих обратным стохастическим бифуркациям.

1. Формализация явления обратной стохастической
бифуркации и его анализ

Рассмотрим многомерную дискретную стохастическую систему

xt+1 = f(xt) + εσ(xt)ξt, (1)

где f(x) – достаточно гладкая функция, σ(x) – (n×m)-матрица, ξt – m-мерный
некоррелированный случайный процесс с параметрами

Eξt = 0, Eξtξ>t = I, Eξtξk = 0 (t 6= k),

где I – единичная (m×m)-матрица, ε – интенсивность шума.
Рассматриваем случай, когда детерминированная система (1) (при ε = 0) имеет

k-цикл – множество точек Γ = {x̄1, ... , x̄k}, связанных соотношениями

f(x̄i) = x̄i+1 (i = 1, ... , k − 1), f(x̄k) = x̄1.

Считаем, что последовательность x̄t определена при всех t с условием периодич-
ности x̄t+k = x̄t. Предполагается, что цикл Γ является экспоненциально устойчи-
вым [36].

Присутствие в системе (1) случайных возмущений приводит к тому, что фа-
зовая траектория покидает детерминированный предельный цикл Γ и формирует
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вокруг его элементов множество случайных состояний. При малом значении интен-
сивности шума отклонения случайных состояний от Γ малы. С достаточно боль-
шой доверительной вероятностью области рассеивания, соответствующие различ-
ным точкам детерминированного цикла, не пересекаются. С ростом ε величина от-
клонений растет и становится сравнимой с расстоянием между соседними точками
аттрактора. В результате соседние области рассеивания начинают пересекаться меж-
ду собой. При дальнейшем увеличении ε после некоторого критического значения
происходит полное слияние соседних областей. Например, при малых шумах вокруг
двух состояний детерминированного 2-цикла наблюдаются две непересекающиеся
области рассеивания (рис. 1, а, б). При увеличении шума эти области начнут пересе-
каться и при соответствующем уровне интенсивности возмущений сольются в одну
– стохастический 2-цикл перейдет в стохастическое равновесие (рис. 1, в). Такое
качественное изменение фазового портрета системы – уменьшение кратности сто-
хастического цикла при увеличении интенсивности шума – будем называть обрат-
ной стохастической бифуркацией. После первой ОСБ при дальнейшем увеличении
интенсивности шума для многократных стохастических циклов наблюдается серия
старших ОСБ последовательного уменьшения кратности – вплоть до образования
стохастического 1-цикла (равновесия).

Для детального анализа ОСБ в представляемой работе используем функцию
плотности вероятности случайных состояний. Данная функция позволяет описывать
важные детали слияния соседних областей рассеивания при увеличении шума. Пусть
в детерминированном случае (ε = 0) система (1) имеет устойчивый предельный
2-цикл Γ. Тогда при малом значении ε график плотности p(x, ε) имеет два узких
пика (рис. 1, г). При увеличении ε ширина пиков растет, и начинается процесс их
слияния (рис. 1, д). Форма графика при этом остается бимодальной, а общее количе-
ство точек локального максимума равно двум. При некотором значении ε происходит
P -бифуркация [15] – форма графика плотности качественно изменяется и становит-
ся унимодальной (рис. 1, е). Соседние всплески сливаются в один, и остается только

Рис. 1. Случайные состояния стохастической системы Эно при µ = 1.72 для ε = 0.001 (а), 0.005 (б),
0.03 (в) и проекции плотности вероятности для ε = 0.001 (г), 0.005 (д), 0.03 (е)

33



одна точка локального экстремума. При дальнейшем увеличении ε наблюдается один
четко выраженный пик. Такое качественное изменение формы графика плотности –
переход стохастического 2-цикла в 1-цикл – описывает ОСБ. Бифуркационное значе-
ние интенсивности шума, при котором происходит качественное изменение графика
плотности p(x, ε) от бимодальной формы к унимодальной, будем называть критиче-
ским значением шума и обозначать ε∗. В случае, когда в детерминированной системе
(1) наблюдается устойчивый 2k-цикл, критическим значением первой ОСБ будем
называть значение интенсивности шума, при которой график плотности p(x, ε) пе-
реходит от 2k-модальной формы к 2k−1-модальной.

Таким образом, для анализа ОСБ необходимо знать плотности вероятности
при различной интенсивности шума. Для построения плотности вероятности пред-
лагается использовать два подхода: эмпирический и аналитический.

Эмпирический подход к изучению ОСБ опирается на численное моделирова-
ние случайной траектории процесса (1). В результате длительного итерационного
процесса мы получаем статистический набор данных, по которому строится гисто-
грамма. Для построения эмпирической статистики важным параметром является ко-
личество итераций. Значение данного параметра непосредственно влияет на затраты
времени, расходуемого на численное моделирование. При малом количестве итера-
ций гистограмма, аппроксимирующая плотность вероятности, содержит значитель-
ную шумовую составляющую. Данный факт существенно осложняет применение
какого-либо формального критерия, позволяющего по экстремумам судить о каче-
ственных изменениях формы графика, сопровождающего ОСБ. Сглаживание графи-
ка p(x, ε) может быть достигнуто либо за счет значительного увеличения времени
эмпирического моделирования, либо за счет применения специальной процедуры
сглаживания.

Предлагаемый в работе аналитический подход опирается на построение ап-
проксимации плотности вероятности с помощью аппарата функций стохастической
чувствительности.

1.1. Аппарат функции стохастической чувствительности. Рассматрива-
ем случай, когда детерминированная система (1) при ε = 0 имеет k-цикл Γ. Рассмот-
рим решение xε

t стохастической системы (1) с начальным условием xε
1 = x̄1 + εξ.

При малых ε чувствительность детерминированного решения x̄t к случайным воз-
мущениям определяется величиной

vt = lim
ε→0

xε
t − x̄t

ε
.

Для vt справедлива система

vt+1 = Ftvt + Stξt, St = σ(x̄t), (2)

где Ft = ∂f(x̄t)/∂x. Стохастическая динамика последовательности vt определяется
изменением первых двух моментов mt = Evt, Vt = Evtv

>
t . Для mt и Vt справедли-

вы следующие уравнения

mt+1 = Ftmt, (3)

Vt+1 = FtVtF
>
t + Qt, Qt = StS

>
t . (4)
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с начальными условиями m1 = Eξ, V1 = Eξξ>. Благодаря k-периодичности коэф-
фициентов Ft и Qt из (3), (4) следует

m(l+1)k+1 = Bmlk+1, (5)

V(l+1)k+1 = BVlk+1B
> + Q, (6)

где

B = Fk · ... · F2F1 , Q = Qk + FkQk−1F
>
k + ... + Fk · ... · F2Q1F

>
2 · ... · F>

k .

В работе [33] показано, что в случае устойчивого k-цикла Γ детерминированной
системы (1) последовательности mt и Vt сходятся для любых начальных значений:

lim
t→∞mt = 0, lim

t→∞(Vt −Wt) = 0. (7)

Здесь Wt – k-периодическая последовательность матриц (Wt+k = Wt), которая мо-
жет быть найдена следующим образом. Матрица W1 – единственное решение урав-
нения

W = BWB> + Q, (8)

а W2 ,W3 , ... , Wk находятся рекуррентно

Wt+1 = FtWtF
>
t + Qt, t = 1, ... , k − 1. (9)

Матричную k-периодическую функцию Wt, значения которой W1, ... , Wk ха-
рактеризуют реакцию точек x̄1, ... , x̄k цикла Γ системы (1) на малые случайные воз-
действия, будем называть функцией стохастической чувствительности цикла.

Используя функцию стохастической чувствительности в случае гауссовых шу-
мов ξt, построим аппроксимацию плотности вероятности распределения случайных
состояний стохастического k-цикла.

Случайные состояния xε
t нелинейной системы (1) при малых ε можно аппрок-

симировать суммой
xε

t ≈ xt + zt, (10)

где xt, zt – решения системы стохастического линейного расширения

xt+1 = f(xt), xt ∈ Γ, (11)

zt+1 =
∂f

∂x
(xt)zt + εσ(xt)ξt. (12)

В силу линейности уравнения (12) и гауссовости шума ξt, решение zt уравнения (12)
также является гауссовым процессом.

При начальном условии Ai = {x1 = x̄i}, связанном с произвольной фиксиро-
ванной точкой x̄i устойчивого детерминированного цикла, компонента zt,i решения
системы (11), (12), независимо от распределения начального состояния z1, сходится
к некоторому гауссову процессу z̄t,i. Этот установившийся процесс имеет нормаль-
ное распределение с нулевым математическим ожиданием Ez̄t,i = 0 и периодической
ковариационной матрицей, связанной с функцией стохастической чувствительности
соотношением cov(z̄t,i, z̄t,i) = ε2Wt+i−1.
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При условии Ai для случайного состояния x̄ε
t стохастического цикла нелиней-

ной системы (1) в силу (10) справедлива аппроксимация

x̄ε
t ≈ x̄t+i−1 + z̄t,i,

где правая часть – нормально распределенный вектор с математическим ожиданием
x̄t+i−1 и ковариационной матрицей ε2Wt+i−1. Соответствующая условная плотность
распределения имеет вид

p(x/Ai) =
1

ε
√

(2π)n detWt+i−1

exp
(
− 1

2ε2
(x− x̄t+i−1)>W−1

t+i−1(x− x̄t+i−1)
)
.

Считая события Ai равновероятными (p(Ai) = 1/k), по формуле полной вероятности
имеем p(x) = 1/k

∑k
i=1 p(x/Ai). В силу k-периодичности функции стохастической

чувствительности Wt и x̄t, получаем окончательную формулу

p(x) =
1
k

k∑

i=1

1
ε
√

(2π)n detWi

exp
(
− 1

2ε2
(x− x̄i)>W−1

i (x− x̄i)
)
. (13)

Как видим, функция p(x) однозначно определяется состояниями x̄t цикла невоз-
мущенной детерминированной системы и набором матриц Wt – значений функции
стохастической чувствительности. Конструктивный алгоритм расчета функции сто-
хастической чувствительности представлен в (8), (9).

Точность аппроксимации стационарной плотности распределения (13) зависит
от того, насколько сумма x̄t + z̄t, формируемая стохастическим линейным расшире-
нием (11), (12) близка к состоянию x̄ε

t нелинейной системы (1). Чем меньше интен-
сивность шума, тем, естественно, выше точность. При увеличении ε усиливающиеся
нелинейные эффекты могут сопровождаться ростом погрешности.

Практические возможности использования аппроксимации (13) в исследова-
нии обратных стохастических бифуркаций проиллюстрируем на примере
системы Эно.

2. Анализ обратных стохастических бифуркаций
циклов системы Эно

Рассмотрим стохастическую систему Эно

xt+1 = 1− µx2
t − 0.5yt + εξ1,t,

yt+1 = xt + εξ2, t,
(14)

где ξ1,t, ξ2,t – последовательности независимых гауссовых случайных величин,
Eξ1,t = Eξ2,t = 0; Eξ21,t = Eξ22,t = 1; Eξ1,tξ2,t = 0; ε – интенсивность шумов.

При отсутствии случайных возмущений (ε = 0) детерминированная модель
Эно (14) имеет на интервале 1.6 ≤ µ ≤ 2.5 различные типы динамики с чередующи-
мися зонами порядка и хаоса. На интервале, где наблюдаются бифуркации удвоения
периода, можно выделить зоны структурной устойчивости – интервалы I0, I1, . . . –
с постоянной кратностью циклов, разделенные точками бифуркаций. На интерва-
ле In наблюдаются 2n-циклы. Для детерминированной системы (14) имеем следу-
ющие интервалы структурной устойчивости: I0 ≈ (1.6, 1.68), I1 ≈ (1.68, 2.31),
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I2 ≈ (2.31, 2.41) и т.д. При этом на I0 имеем одну точку покоя x0,1(µ) = y0,1(µ) =
= (

√
9 + 16µ− 3)/(4µ), на I1 имеем 2-цикл с состояниями

x1,1(µ) =
3 +

√
16µ− 27
4µ

,

y1,1(µ) =
3−√16µ− 27

4µ
,

x1,2(µ) = y1,1(µ),

y1,2(µ) = x1,1(µ).

Для 2-цикла системы Эно (µ = 1.72) изменение эмпирической плотности ве-
роятности, полученной прямым численным моделированием, в зависимости от ин-
тенсивности добавленного возмущения представлено на рис. 2 (серый цвет). Пе-
реход от бимодальной к унимодальной форме графика плотности происходит при
ε∗ ≈ 0.018. В связи с большими затратами времени на численное моделирование
цикла и сглаживание графика эмпирической плотности вероятности получена толь-
ко грубая оценка критического значения.

Перейдем к теоретическому анализу ОСБ, позволяющему избежать больших
затрат времени, связанных с численным моделированием. Для 2-цикла (µ = 1.72)
на рис. 2 приведены графики плотности p, полученные из теоретической аппрок-
симации (13) с использованием ФСЧ. Как видно из рис. 2, теоретическая аппрок-
симация плотности вероятности (черный цвет) хорошо соответствует эмпирическим
данным. При ε = 0.001 теоретическая кривая практически совпадает с эмпириче-
ской. При увеличении ε наблюдается некоторое количественное расхождение,
вызванное нелинейностью. Однако качественное соответствие – наличие бимодаль-
ной формы – сохраняется.

При изменении значений ε в интервале (0.001; 0.03) количество локальных
максимумов изменяется, и график плотности преобразуется соответственно от би-
модальной к унимодальной форме. Таким образом, критическое значение первой
ОСБ перехода 2-цикла в 1-цикл принадлежит интервалу (0.001; 0.03). Более точно,
ε∗ = 0.0176. Для определения модальности графика теоретической аппроксимации

Рис. 2. Проекции плотности вероятности циклов системы Эно: эмпирическое построение (серый цвет),
теоретическая аппроксимация (черный цвет) для µ = 1.72 при ε = 0.001 (а), 0.01 (б), 0.03 (в)
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плотности вероятности использовался следующий алгоритм: из каждой точки детер-
минированного аттрактора по методу «наискорейшего спуска» находились ближай-
шие локальные максимумы и далее по количеству различных локальных максимумов
определялась модальность графика.

Для 4-цикла (µ = 2.32) с помощью аппроксимации (13) получена оценка
критического значения интенсивности шума ε∗ = 0.0026. Переход от четырехмо-
дальной формы плотности к бимодальной для данного значения параметра пред-
ставлен на рис. 3.

Величина ε∗ критической интенсивности шума, отвечающая первой ОСБ
перехода от 2-цила к 1-циклу, зависит от параметра µ. Графики функции ε∗(µ), полу-
ченные эмпирическим моделированием (серый цвет) и найденные с помощью ФСЧ
(черный цвет) представлены на рис. 4. Как видим, метод, основанный на аппрокси-
мации (13) с использованием ФСЧ, позволяет достаточно точно найти бифуркацион-
ные значения, отвечающие первой ОСБ.

Проследим изменение бифуркационного значения интенсивности при смене
интервалов структурной устойчивости. На рис. 5 представлен график поведения кри-
тического значения интенсивности шума первой ОСБ ε∗(µ) на интервалах I1 ∪ I2.
Как видно из данного рисунка, график ε∗(µ) демонстрирует самоподобие на интер-
валах Ik. На каждом из этих интервалов функция ε∗(µ) сначала возрастает, а затем
стабилизируется.

Точность полученных теоретических оценок первой ОСБ при приближении к
левым концам интервалов I1 и I2 увеличивается. Это объясняется тем, что соседние
точки циклов в этих зонах близки друг к другу и ОСБ происходит уже при малых
шумах, для которых аппроксимация (13) имеет достаточно высокую точность.

Рис. 3. Теоретическая плотность вероятности циклов системы Эно для µ = 2.32 при ε = 0.0005 (а),
0.001 (б), 0.005 (в)
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Рис. 4. Диаграмма первой ОСБ системы Эно: эм-
пирическая оценка (серый цвет), теоретическая
оценка (черный цвет)

Рис. 5. Диаграмма теоретической оценки первой
ОСБ системы Эно

Заключение

В данной статье рассмотрены обратные стохастические бифуркации циклов
многомерных дискретных систем, находящихся под воздействием случайных воз-
мущений. Предложен формальный критерий обратной стохастической бифуркации,
связанный с качественным изменением графика плотности вероятности стохастиче-
ского цикла. Для отыскания данной плотности вероятности рассмотрен эмпириче-
ский и теоретический подход. Теоретический анализ использует аппарат функций
стохастической чувствительности. Для двумерного отображения Эно представлено
сравнение результатов теоретического и эмпирического анализа обратных стохасти-
ческих бифуркаций. Показано, что результаты, полученные с использованием аппа-
рата функций стохастической чувствительности, хорошо соответствуют эмпириче-
скому моделированию и не требуют огромных вычислительных затрат.

Работа выполнена при частичной поддержке грантов РФФИ NN 09-01-00026,
09-08-00048, 10-01-96022урал, Федерального агентства по образованию N 2.1.1/9498,
ФЦП 02.740.11.0202.
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BACKWARD STOCHASTIC BIFURCATIONS
OF THE HÉNON MAP

I.A. Bashkirtseva, L.B. Ryashko, S.P. Fedotov, I.N. Tsvetkov

We study the stochastically forced limit cycles of discrete dynamical systems in
a period-doubling bifurcation zone. A phenomenon of a decreasing of the stochastic
cycle multiplicity with a noise intensity growth is investigated. We call it by a backward
stochastic bifurcation. In this paper, for such a bifurcation analysis we suggest a stochastic
sensitivity function technique. The constructive possibilities of this method are demonst-
rated for analysis of the two-dimensional Hénon model.

Keywords: Bifurcations, discrete stochastic systems, Hénon model, stochastic sensitivity.
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