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Цели. Основной целью данной работы является исследование динамики модели энергосети с топологией хаб-
кластера на основе уравнений Курамото с учетом инерции. Особая роль отводится изучению устойчивости синхрон-
ного режима работы сети, а также поиску условий его глобальной устойчивости. Рассматривается вопрос об услови-
ях реализации синхронного режима в случае сосуществования нескольких режимов работы сети. Методы. В работе
применяется численное моделирование работы энергосети. Также используется представленный в статье подход, ба-
зирующийся на втором методе Ляпунова и позволяющий дать наглядную оценку области безопасных возмущений,
не нарушающих синхронный режим. Результаты. Приведены различные режимы работы энергосети и границы их
существования в пространстве параметров. Описан подход, позволяющий дать оценку величине безопасных возму-
щений, не нарушающих синхронный режим. Заключение. В работе рассмотрена модель энергосети с топологией
хаб-кластера. Данная сеть является типичным элементом крупных энергосетей и может оказывать значительное вли-
яние на динамику всей сети в целом. Для хаб-кластеров из трех и четырех элементов были построены разбиения
пространства параметров сетей на области, отвечающие различным режимам работы. В частности, выделены обла-
сти глобальной асимптотической устойчивости синхронных режимов хаб-кластеров, то есть области их безаварийной
работы при любых начальных условиях. Для характеристики режимов хаб-кластеров вне областей глобальной асимп-
тотической устойчивости был предложен подход, базирующийся на втором методе Ляпунова, который позволяет дать
наглядную оценку области безопасных возмущений, не нарушающих синхронные режимы работы сетей.
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The main purpose of this paper is to investigate the dynamics of the power grid model with hub cluster topology
based on the Kuramoto equations with inertia. It is essential to study the stability of synchronous grid operation mode and to
find conditions of its global stability. The conditions that ensure establishment of the synchronous mode instead of coexisting
asynchronous ones are considered. Methods. In this paper we use numerical modelling of different grid operation modes.
Also we use an approach based on the second Lyapunov method, which allows to give an estimate of the area of safe
perturbations that do not violate the synchronous mode. Results. Various power grid operation modes and boundaries of their
existence in the parameter space are considered. An approach allowing to estimate the magnitude of safe disturbances that
do not violate the synchronous mode, is described. Conclusion. The paper considers a power grid model with hub cluster
topology. For hub-clusters of three and four elements, their parameter spaces are partitioned into areas corresponding to
different operation modes. In particular, parameter areas with global asymptotic stability of synchronous modes that is with
trouble-free operations under any initial conditions has been identified. To characterize the modes of hub clusters outside
the areas of global asymptotic stability, estimates of the areas of safe perturbations that do not violate the synchronous grid
operation mode is given.
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Введение

Энергосеть представляет собой часть энергетической системы, в которой производится,
преобразуется, передается и потребляется электрическая энергия. Энергосети являются крупно-
масштабными, распределенными на большой территории, системами, в которых электрические
машины и устройства взаимодействуют друг с другом посредством электрических и магнитных
соединений.

До недавнего времени основными источниками электрической энергии были крупные
электростанции (АЭС, ГЭС и ТЭС), которые почти полностью определяли топологию энерго-
сети, под которой понимается все многообразие вариантов связей между электростанциями и
потребителями, а также их взаимное расположение на местности. Однако в последнее время про-
исходит активное подключение к существующим энергосетям новых, в том числе маломощных,
электростанций, использующих альтернативные и возобновляемые источники энергии, такие
как энергия ветра, Солнца, приливов и геотермальная энергия. Это приводит к существенному
усложнению топологии и, как следствие, динамики этих сетей [1, 2].

Базовым элементом крупных энергосетей является синхронная машина. В такой машине
частота вращения ротора прямо пропорциональна частоте изменения электродвижущей силы в
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статорных обмотках и наоборот. Поэтому нормальная (безаварийная) работа энергосети возмож-
на лишь в так называемом синхронном режиме, когда частоты всех входящих в ее состав син-
хронных машин равны друг другу, а их фазы близки. По этой причине поиск условий существо-
вания синхронного режима работы энергосети и определение его устойчивости по отношению
к различным возмущениям является одной из приоритетных задач исследования энергосетей.
В последнее время значительный интерес наблюдается к изучению влияния на существование и
устойчивость такого режима топологии энергосети.

Современные работы в этом направлении базируются на описании энергосетей в форме
динамических сетей, как классических динамических систем, и использовании для их исследо-
вания методов теории современной нелинейной динамики и теории бифуркаций. Одним из клас-
сических и давно применяемых подходов к анализу устойчивости синхронного режима является
исследование его устойчивости по отношению к малым возмущениям, то есть его локальной
устойчивости. Значительное число работ по применению данного подхода можно найти в том
числе в отечественной литературе [3–8]. Однако эти работы, как правило, посвящены изуче-
нию малых (одно-, двух- и трехмашинных) энергосетей, работающих на статическую нагрузку.
И кроме того, они не могут объяснить возникновение целого ряда внештатных ситуаций в рабо-
те энергосетей. Это стимулировало развитие нового подхода к изучению энергосетей. Основное
внимание в этом подходе сосредоточено на исследовании устойчивости синхронного режима
работы энергосетей по отношению к нелокальным, большим возмущениям. Данному подходу
посвящен ряд публикаций, в которых приводится анализ динамических моделей крупных се-
тей, таких как энергосеть Великобритании [9, 10], Северной Европы [11, 12], Италии [13, 14].
В них установлена особая роль топологии сети для ее устойчивости, а именно значительное
влияние малых подсетей на динамику сети в целом. Динамика малых подсетей рассматривается
в работах [15–24], где установлены основные режимы их работы, условия их существования и
устойчивость по отношению к возмущениям основных параметров сети, например, к скачкам
мощности.

В энергосетях можно встретить самые различных варианты топологий сетевых соедине-
ний. Одной из часто встречающихся является топология в виде хаб-кластера, состоящего из
большого числа генераторов, соединенных с потребителем и наоборот. Крупные энергосети со-
держат большое количество подсетей в виде отдельных хаб-кластеров, поэтому последние ока-
зывают большое влияние на динамику сетей в целом [15,16, 18, 21, 22].

В нашей предыдущей работе [16] была получена оценка области параметров хаб-кластера
из трех элементов, соответствующая глобальной асимптотической устойчивости его синхрон-
ного режима. В настоящей работе мы продолжаем исследование энергосетей с хаб-кластерами.
В частности, численно установлены области существования различных режимов в хаб-кластерах
из трех и четырех элементов. Выделены области глобальной асимптотической устойчивости син-
хронных режимов хаб-кластеров. А для характеристики режимов хаб-кластеров вне областей
глобальной асимптотической устойчивости предложен аналитический подход, базирующийся на
втором методе Ляпунова.

1. Модель

В настоящее время широкое распространение получила модель энергосети в виде связан-
ных между собой синхронных машин, описывающих работу генераторов и потребителей элек-
трической энергии [1, 9–11,15].

Наиболее полное математическое описание динамики синхронной машины дается систе-
мой нелинейных уравнений Парка–Горева [25,26], имеющих высокую размерность. Понятно, что
анализ сети, состоящей из большого числа связанных между собой синхронных машин, дина-
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мика которых подчиняется уравнениям Парка–Горева, достаточно сложен из-за большой размер-
ности системы уравнений, описывающих эту сеть. Поэтому при рассмотрении даже небольших
сетей используют более простые модели [5], в которых состояние синхронной машины опреде-
ляется только положением ее вращающейся части, то есть ротора.

Итак, для описания движения ротора можно записать уравнение динамики его вращатель-
ного движения и получить систему дифференциальных уравнений второго порядка, описываю-
щих состояние одной синхронной машины. Без потери общности будем считать, что синхронная
машина работает как генератор. В таком случае, чтобы определить ее состояние, необходимо
знать уравнение движения ротора генератора. Запишем для ротора основное уравнение враща-
тельного движения вокруг неподвижной оси

𝑑(𝐼ω)
𝑑𝑡

= ∆𝑀, (1)

где 𝐼 – момент инерции ротора; ω – угловая частота вращения ротора; ∆𝑀 – небаланс моментов
сил, действующих на ротор. Момент инерции ротора 𝐼 не зависит от времени, поэтому его можно
вынести за знак производной. Небаланс моментов ∆𝑀 может быть представлен в виде

∆𝑀 = 𝑀𝑇 −𝑀𝐷 −𝑀𝐸𝑀 , (2)

где 𝑀𝑇 – вращающий момент создаваемый турбиной; 𝑀𝐷 – момент сопротивления, обусловлен-
ный трением в подшипниках, сопротивлением охлаждающей среды, а также иными демпфиру-
ющими факторами; 𝑀𝐸𝑀 – электромагнитный момент, обусловленный электрической нагрузкой
генератора. При расчетах процессов, происходящих с генератором, вместо небаланса моментов
∆𝑀 , как правило, используют небаланс мощностей ∆𝑃

∆𝑃 = 𝑃𝑇 − 𝑃𝐷 − 𝑃𝐸𝑀 , (3)

Связь между этими небалансами в относительной системе единиц выражается соотношением:

∆𝑀* =
∆𝑃 *

1 + ∆ω*
, ∆𝑀* =

∆𝑀
𝑀nom

, 𝑀nom =
𝑃nom

ω0
, ∆ω* =

ω
ω0

− 1, (4)

где 𝑃nom – номинальная мощность, ω0 – синхронная частота, ∆ω* – переменная составляющая
частоты. Как правило, ∆ω* ≪ 1, поэтому этой составляющей можно пренебречь и переписать
уравнение (1) через небаланс мощностей без явных признаков принадлежности к относительной
системе координат в виде

𝑇𝐼
𝑑ω
𝑑𝑡

= ∆𝑃, (5)

где 𝑇𝐼 – безразмерный аналог постоянной ротора генератора. Положение ротора определяется
углом Φ между осью, вращающейся вместе с ротором, и некоторой неподвижной осью. В ка-
честве таких осей могут быть выбраны поперечная ось ротора 𝑞, вращающаяся вместе с ним,
и неподвижная магнитная ось фазы 𝐴 (рис. 1, a). Угловая скорость ротора ω и угол Φ связаны
соотношением

𝑑ω
𝑑𝑡

=
𝑑2Φ
𝑑𝑡2

. (6)

Более удобной для отсчета углов является синхронная ось, вращающаяся с частотой ω0 отно-
сительно неподвижной оси 𝐴. В этом случае положение ротора можно определять как угол Θ
между поперечной и синхронной осями (см. рис. 1, a). Связь между углами Φ и Θ задается
соотношением

Φ = ω0𝑡+ Θ. (7)
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В новой системе координат уравнение (5) может быть записано в следующем виде:

𝑇𝐼
𝑑2Θ
𝑑𝑡2

= ∆𝑃. (8)

Определим значения слагаемых, входящих в выражение (3). Мощность турбины 𝑃𝑇 , как
правило, считают постоянной во времени. Мощность сопротивления или потерь обычно запи-
сывают как 𝑃𝐷 = 𝐾𝐷Θ̇, где 𝐾𝐷 – демпферный коэффициент, который обобщенно отражает
совокупное влияние всех демпфирующих факторов. Его значение будем считать постоянным во
времени (точкой обозначаем производную по времени). Далее определим значение электромаг-
нитной мощности генератора 𝑃𝐸𝑀 . Для этого рассмотрим модель простейшей энергосети – од-
номашинную модель, которая представляется одной удаленной электростанцией (эквивалентным
генератором), работающей через трансформаторные связи и линию электропередачи параллель-
но с генераторами мощной энергосети, настолько мощной, что ее приемные шины обозначают
как шины бесконечной мощности (ШБМ). Для них характерно постоянное по модулю напря-
жение 𝑈 и постоянная частота этого напряжения ω0. Для простоты положим, что активные со-

a b

c d

Рис. 1. a – параметры движения ротора генератора; b – одномашинная модель энергосети; c – векторная диаграмма
модели одномашинной энергосети; d – эквивалентная схема участка энергосети. Рис. a–c адаптированы из работы [5]

Fig. 1. a – generator rotor motion parameters; b – one-machine grid model; c – one-machine grid vector diagram;
d – equivalent grid circuit. Figures a–c are adapted from [5]
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противления всех элементов модели равны нулю. При этих допущениях схема замещения имеет
вид, представленный на рис. 1, b. Источником 𝐸𝑞 моделируется синхронная ЭДС генератора, ис-
точником 𝑈 – напряжение на ШБМ. Связь между мощностью 𝑃 , модулями 𝐸𝑞, 𝑈 векторов 𝐸𝑞, 𝑈
и углом Θ можно определить из векторной диаграммы напряжений, ЭДС и токов, действующих
в эквивалентной схеме замещения (рис. 1, c). На диаграмме показаны активная 𝐼𝑎 и реактивная
𝐼𝑟 составляющие тока 𝐼 , а также, соответственно, продольная 𝐼𝑟𝑗𝑥 и поперечная 𝐼𝑎𝑗𝑥 составля-
ющие падения напряжения 𝐼𝑗𝑥 на эквивалентном сопротивлении 𝑥. ЭДС 𝐸𝑞𝑝 и напряжение 𝑈𝑝

представлены фазными величинами. Из диаграммы следует, что модуль поперечной составляю-
щей падения напряжения 𝐼𝑗𝑥 определяется соотношением

𝐼𝑎𝑥 = 𝐸𝑞𝑝 sin(Θ). (9)

Умножив обе части формулы (9) на 3𝑈𝑝/𝑥, получим выражение для активной составляющей
трехфазной мощности

𝑃 = 3𝑈𝑝𝐼𝑎 =
3𝐸𝑞𝑝𝑈𝑝

𝑥
sin(Θ) =

𝐸𝑞𝑈

𝑥
sin(Θ). (10)

Таким образом, в случае модели одномашинной энергосети слагаемое 𝑃𝐸𝑀 , входящее в
уравнение (3), может быть определено по формуле (10), если разделить ее на номинальную
мощность 𝑃nom. В этом случае уравнение (8) можно переписать в виде

𝑇𝐼Θ̈ = 𝑃𝑇 −𝐾𝐷Θ̇− 𝐸𝑞𝑈

𝑥𝑃nom
sin(Θ). (11)

Теперь перейдем к рассмотрению модели энергосети в виде связанных между собой син-
хронных машин. Эквивалентная схема участка такой сети приведена на рисунке 1, d. Такая сеть
может быть представлена как граф, узлы которого символизируют синхронные машины, а реб-
ра – линии передач, соединяющие их. В этом случае уравнение (11) может быть обобщено и
записано в виде

𝑇𝐼,𝑖Θ̈𝑖 = 𝑃𝑇,𝑖 −𝐾𝐷,𝑖Θ̇𝑖 +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐸𝑞,𝑖𝐸𝑞,𝑗

𝑥𝑖,𝑗𝑃nom
sin(Θ𝑗 − Θ𝑖), (12)

где индекс 𝑖 обозначает номер элемента сети или же синхронной машины и принимает значения
𝑖 = 1, 2, ...𝑁 , 𝑁 – количество элементов сети; 𝑇𝐼,𝑖,𝐾𝐷,𝑖 – постоянная инерции и демпферный
коэффициент 𝑖го элемента сети, соответственно; 𝑃𝑖 – механическая мощность, подводимая к
валу ротора синхронной машины или снимаемая с него; 𝐸𝑞,𝑖 – синхронная ЭДС 𝑖ой машины;
𝑥𝑖,𝑗 – индуктивное сопротивление линии передач, соединяющей машины с номерами 𝑖 и 𝑗. Если
механическая мощность подводится, то есть 𝑃𝑖 > 0, то машина работает как генератор, а если
снимается, то есть 𝑃𝑖 < 0, машина работает как потребитель.

Далее условимся для простоты считать, что синхронные ЭДС машин не меняются во вре-
мени, а также 𝐾𝐷,𝑖 = 𝐾𝐷 и 𝑇𝐼,𝑖 = 𝑇𝐼 для всех 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 . Принимая эти упрощения, систему
уравнений (12) можно переписать в виде

Θ̈𝑖 = 𝑃𝑖 − αΘ̇𝑖 +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐾𝑖,𝑗 sin(Θ𝑗 − Θ𝑖), (13)

где приняты следующие обозначения: 𝑃𝑖 = 𝑃𝑇,𝑖/𝑇𝐼 , α = 𝐾𝐷/𝑇𝐼 , 𝐾𝑖,𝑗 = (𝐸𝑞,𝑖𝐸𝑞,𝑗)/(𝑥𝑖,𝑗𝑇𝐼).
Все величины, входящие в уравнения (13), являются безразмерными. Систему уравнений (13)
принято называть уравнениями Курамото с инерцией или уравнениями Курамото второго поряд-
ка [1, 27].
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2. Синхронный режим работы энергосетей

Одной из приоритетных задач исследования энергосетей является поиск условий суще-
ствования синхронного режима работы энергосети и определение его устойчивости по отноше-
нию к различным возмущениям. В рамках уравнений (13) синхронному режиму соответству-
ет постоянное значение всех членов, стоящих под знаком суммы, которые определяют потоки
мощности между элементами энергосети. Это условие выполняется для устойчивых состояний
равновесия системы (13). Поэтому необходимо исследовать условия существования состояний
равновесия системы (13) и определить множество начальных условий, при которых траектории
системы (13) асимптотически стремятся к устойчивому состоянию равновесия, что соответству-
ет установлению синхронного режима.

3. Модель энергосети в виде отдельного хаб-кластера

Рассмотрим хаб-кластер, состоящий из 𝑁 элементов: одного потребителя и 𝑁 − 1 гене-
раторов (рис. 2). Динамика каждого элемента описывается уравнениями (13). Соответственно,
𝑃1 < 0, 𝑃𝑙 > 0, 𝑙 = 2, 3..., 𝑁 . Для простоты будем считать, что линии передач, соединяющие
элементы сети, идентичны, поэтому 𝐾1,𝑗 = 𝐾, 𝑗 = 2, 3, ...𝑁 и 𝐾𝑖,1 = 𝐾, 𝑖 = 2, 3, ...𝑁 , осталь-
ные элементы матрицы смежности равны нулю. Для удобства введем новые переменные, время
и параметры

φ𝑖 = Θ1 − Θ𝑖+1, 𝑡new =
√
𝐾𝑡, γ𝑖 =

𝑃𝑖+1 − 𝑃1

𝐾
> 0, λ =

α√
𝐾

, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1. (14)

С учетом (14) система (13) примет вид⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
φ̇𝑖 = 𝑦𝑖,

𝑦̇𝑖 = −γ𝑖 − λ𝑦𝑖 − sin(φ𝑖)−
𝑁−1∑︁
𝑗=1

sin(φ𝑗),
(15)

Рис. 2. Энергосеть в виде хаб-кластера

Fig. 2. Hub cluster power grid

где точкой обозначена производная по ново-
му времени 𝑡new и индекс 𝑖 принимает зна-
чения от 1 до 𝑁 − 1. Система (15) опреде-
лена в цилиндрическом фазовом пространстве
𝐺 = 𝑆𝑁−1 ×𝑅𝑁−1.

Как отмечалось выше, синхронному ре-
жиму работы энергосети соответствует устой-
чивое состояние равновесия системы (15), ко-
торое, в свою очередь, может быть найдено из
системы уравнений{︃

𝑦𝑖 = 0,

sin(φ𝑖) = 𝑑𝑖,
(16)

где 𝑑𝑖 ≡ (1/𝑁)(−𝑁γ𝑖 +
∑︀𝑁−1

𝑗=1 γ𝑗). Область 𝑆
существования состояний равновесия систе-

мы (15) с учетом ограничений на значения параметров γ𝑖 может быть записана в виде

𝑆 = {λ, γ𝑖|λ > 0, γ𝑖 > 0, 𝑑𝑖 > −1}. (17)
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При значениях параметров из области 𝑆 система (15) имеет 2𝑁−1 грубых состояний рав-
новесия [16]

𝑂𝑗(φ𝑖 = φ
(𝑘)
𝑖 , 𝑦𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1, 𝑘 = 1, 2), 𝑗 = 1, 2, ..., 2𝑁−1, (18)

где периодические координаты состояний равновесия φ(𝑘)𝑖 на фазовом цилиндре 𝐺 могут быть
записаны в виде

φ(1)𝑖 = arcsin(𝑑𝑖), φ(2)𝑖 =

⎧⎨⎩ π− φ
(1)
𝑖 , 𝑑𝑖 ≥ 0,

−π− φ(1)𝑖 , 𝑑𝑖 < 0.
(19)

Стандартный анализ показывает, что состояние равновесия 𝑂1(φ𝑖 = φ
(1)
𝑖 , 𝑦𝑖 = 0) является

асимптотически устойчивым, а все остальные – седловыми [16]. Синхронному режиму рабо-
ты сети в виде хаб-кластера соотвествует состояние равновесия 𝑂1. Все состояния равновесия
системы (15) содержатся в поглощающей области 𝐺+

𝐺+ = {φ𝑖 ∈ 𝑆1, 𝑦𝑖 ∈ [𝑦−𝑖 , 𝑦
+
𝑖 ]}, 𝑦±𝑖 = −γ𝑖 ∓𝑁

λ
. (20)

4. Анализ режимов работы хаб-кластеров из трех и четырех элементов

Сосредоточим теперь основное внимание на анализе режимов, реализующихся в малых
хаб-кластерах. Рассмотрим сначала хаб-кластер из одного потребителя и двух генераторов.

При исследовании динамики системы (15) основным является вопрос о том, как могут
изменяются переменные φ𝑖 при различных значениях параметров. Удобно построить карту ре-
жимов изменения этих переменных на плоскости параметров (γ1, γ2) в области 𝐻 при фиксиро-
ванном значении параметра λ, потому что именно при значениях параметров из этой области в
системе может реализоваться синхронный режим.

Численный анализ системы (15) в случае хаб-кластера из трех элементов показал, что в
зависимости от значения параметра λ в системе могут реализоваться различные режимы ра-
боты, что проиллюстрировано рис. 3, на котором приведены разбиения области 𝑆 на области,
соответствующие различным режимам работы хаб-кластера.

Установлено, что наибольшее число режимов работы сети наблюдается при значении па-
раметра λ = 0.3 (рис. 3, a). Для значений параметров из области 𝑎1 состояние равновесия 𝑂1

глобально асимптотически устойчиво, поэтому при любых начальных условиях реализуется син-
хронный режим. Для значений параметров из области 𝑎2 траектории системы (15) стремятся в
состояние равновесия 𝑂1 только при определенных начальных условиях, поскольку в фазовом
пространстве помимо этого аттрактора существует еще предельный цикл. Поведение траекто-
рий системы (15) и осциллограммы переменных в малой окрестности этого предельного цикла
приведены на рис. 4, a, b. В этом случае реализуется один из двух возможных квазисинхронных
режимов. В этом режиме переменная φ1 осциллирует во времени вокруг некоторого среднего
значения, причем разница ее максимального и минимального значений не превышает 2π, что,
фактически, означает постоянство среднего значения мощности, передаваемой между соответ-
ствующим генератором и потребителем. В то же время переменная φ2 убывает во времени, что
отвечает асинхронному режиму взаимодействия генератора и потребителя.
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Рис. 3. Разбиение области 𝑆 на области с различными
режимами работы сети в виде хаб-кластера из трех эле-
ментов при λ = 0.3 (a); λ = 0.5 (b); λ = 1.5 (c)

Fig. 3. Dividing region 𝑆 into regions with different
network operating modes in the form of a hub cluster of
three elements for λ = 0.3 (a); λ = 0.5 (b); λ = 1.5 (c)

При значениях параметров из области 𝑎3 в системе (15) реализуется второй тип квазисинхрон-
ного режима. В этом режиме переменная φ1 убывает во времени, а φ2 осциллирует около неко-
торого среднего значения. Следовательно, имеет место определенная симметрия в пространстве
параметров (γ1, γ2) относительно прямой γ1 = γ2. При значениях параметров из области 𝑎4 су-
ществуют оба типа квазисинхронных режимов как в областях 𝑎2 и 𝑎3, которые реализуются при
различных значениях начальных условий. При значениях параметров из области 𝑎5 в фазовом
пространстве системы (15) существует предельный цикл (рис. 4, d). При движении траекто-
рии в его малой окрестности реализуется асинхронный режим, при котором обе переменные
φ1 и φ2 убывают (рис. 4, c). Эту область необходимо избегать при выборе параметров сети.
При значениях параметров из областей 𝑎6 и 𝑎7 помимо квазисинхронных режимов таких же
типов, как в областях 𝑎2 и 𝑎3, соответственно, существует асинхронный режим. При парамет-
рах из области 𝑎8 существуют все перечисленные выше режимы. При параметрах из области
𝑎9 не существует синхронный режим, поэтому ее подробное изучение не представляет особого
интереса. Стоит отметить, что в рассматриваемой системе отсутствует тип квазисинхронного ре-
жима, при котором обе переменные φ1 и φ2 осциллируют во времени в указанном выше смысле.
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Рис. 4. Характерные осциллограммы переменных и проекции фазового портрета при λ = 0.3: γ1 = 0.2, γ2 = 1 –
область 𝑎2 (a, b); γ1 = 0.9, γ2 = 1 – область 𝑎5 (c, d)

Fig. 4. Typical oscillograms of variables and projections of the phase portrait for λ = 0.3: γ1 = 0.2, γ2 = 1 – area 𝑎2 (a, b);
γ1 = 0.9, γ2 = 1 – area 𝑎5 (c, d)

Такой результат можно рассматривать как следствие наличия функции Ляпунова у системы (15),
которая исключает существование колебательных предельных циклов.

Установлено, что увеличение параметра λ ведет к уменьшению общего количества ком-
бинаций различных режимов работы сети и увеличению области, где существует только син-
хронный режим (см. рис. 3). При этом понятно, что вместе с этим параметром растут потери
кинетической энергии ротора, что негативно сказывается на работе реальной сети.

Для того чтобы понять, как изменится динамика энергосети в виде хаб-кластера при уве-
личении числа ее элементов, рассмотрим хаб-кластер, состоящий уже из одного потребителя и
трех генераторов, и сравним его поведение с предыдущим примером.

В этом случае рассмотрим сечение пространства параметров {γ3 = const} (рис. 5, a). Об-
ласть, которую ограничивает след области 𝑆 в этом сечении, обозначим через 𝑆sec. Установлено,
что число комбинаций различных режимов в случае хаб-кластера из четырех элементов больше,
чем в случае сети из трех элементов. Поэтому удобно построить не одно разбиение области 𝑆sec

на области с различными режимами работы хаб-кластера, а три отдельных разбиения, характери-
зующие способ изменения каждой переменной φ𝑖. Налагая эти разбиения друг на друга, можно
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Рис. 5. Область параметров 𝑆 и ее сечение 𝑆sec при γ3 = 1.5 (a); разбиение сечения 𝑆sec на режимы изменения
переменных при λ = 0.5 для φ1 (b); φ2 (c); φ3 (d)

Fig. 5. The region of parameters 𝑆 and its section 𝑆sec for γ3 = 1.5 (a); dividing of the section 𝑆sec into the modes of
changing variables for λ = 0.5 for variable φ1 (b); φ2 (c); φ3 (d)

в итоге получить диаграмму режимов работы сети. Примеры таких разбиений на плоскости па-
раметров (γ1, γ2) приведены на рис. 5, b–d. На рис. 6 приведены осциллограммы переменных и
проекции фазового портрета некоторых характерных режимов хаб-кластера.

Рассмотрим, как изменяются переменные в режимах из разных областей разбиений. При
значениях параметров из области 𝑏1 переменная φ𝑖 стремится к своему значению в состоянии
равновесия 𝑂1. При наложении диаграмм эти области совпадают и образуют область глобаль-
ной асимптотической устойчивости состояния равновесия 𝑂1, то есть в системе при любых
начальных условиях реализуется синхронный режим. Во всех остальных областях параметров,
принадлежащих области 𝑆sec, помимо синхронного режима, существуют и другие режимы из-
менения переменных φ𝑖. При значениях параметров из области 𝑏2 переменная φ𝑖 осциллирует
около некоторого среднего значения, что отвечает квазисинхронному взаимодействию между по-
требителем и генератором с номером 𝑖+1. При значениях параметров из области 𝑏3 переменная
φ𝑖 убывает, что отвечает асинхронному взаимодействию между потребителем и генератором с
номером 𝑖 + 1. В области 𝑏4 могут реализоваться оба описанных режима изменения перемен-
ной φ𝑖 из областей 𝑏2 и 𝑏3. При значениях параметров из области 𝑏5 не существует синхронный
режим работы сети, поэтому ее рассмотрение не представляет интереса.
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a

b

c

Рис. 6. Примеры осциллограмм переменных и некоторых проекций фазового портрета при λ = 0.5: γ1 = 1.5, γ2 = 2,
γ3 = 1.5 (a); γ1 = 1.6, γ2 = 2, γ3 = 1.5 (b); γ1 = 0.7, γ2 = 0.5, γ3 = 1.5 (c)

Fig. 6. Examples of oscillograms of variables and some projections of the phase portrait for λ = 0.5: γ1 = 1.5,γ2 = 2,
γ3 = 1.5 (a); γ1 = 1.6, γ2 = 2, γ3 = 1.5 (b); γ1 = 0.7, γ2 = 0.5, γ3 = 1.5 (c)
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Видно, что наряду с синхронным режимом в системе могут сосуществовать различные
квазисинхронные режимы и асинхронный режим. Несмотря на большее многообразие динами-
ческих режимов работы хаб-кластера из четырех элементов по сравнению с сетью из трех эле-
ментов, не наблюдаются какие-либо качественно новые режимы работы сети, усложняется лишь
поведение отдельных переменных φ𝑖. Эти результаты показывают, что выявленные свойства хаб-
кластеров из трех и четырех элементов являются типичными для сетей с такой топологией.

5. Пороговая устойчивость синхронного режима

Поскольку вне области значений параметров, отвечающих глобальной асимптотической
устойчивости состояния равновесия 𝑂1, система (15) может иметь аттракторы, отличные от
устойчивого состояния равновесия, синхронный режим будет устанавливаться лишь при неко-
торых начальных условиях, которые формируют область притяжения состояния равновесия 𝑂1.
Нахождение границы области притяжения состояния равновесия 𝑂1 системы (15) является слож-
ной задачей, требующей больших вычислительных затрат. Поэтому представляет большой инте-
рес получение аналитической оценки величины области притяжения состояния равновесия 𝑂1.

Для этого в фазовом пространстве системы (15) введем в рассмотрение функцию вида

𝑉 (𝑦𝑖,φ𝑖) =
𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑦2𝑖 −
2

𝑁 − 1

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑁−1∑︁
𝑗=𝑖+1

𝑦𝑖𝑦𝑗 +
2𝑁

𝑁 − 1

𝑁−1∑︁
𝑖=1

∫︁ φ𝑖
φ(1)𝑖

[sin(ζ)− 𝑑𝑖]𝑑ζ. (21)

Производная по времени от функции (21), вычисленная в силу системы (15), имеет вид

𝑑𝑉

𝑑𝑡new
= −2λ

⎛⎝𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑦2𝑖 −
1

𝑁 − 1

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑁−1∑︁
𝑗=𝑖+1

𝑦𝑖𝑦𝑗

⎞⎠ ≤ 0. (22)

В силу того, что функция 𝑉 (𝑦𝑖,φ𝑖), определяемая выражением (21), является положитель-
но определенной при значениях параметров γ𝑖 ∈ 𝑆𝑉 , причем 𝑆𝑉 ∈ 𝑆, обращается в ноль в точке
𝑂1, а ее производная по времени, вычисленная в силу системы (15), является отрицательно опре-
деленной функцией, функция 𝑉 (𝑦𝑖,φ𝑖) является функцией Ляпунова системы (15). Область 𝑆𝑉

будем называть областью существования функции Ляпунова (21).
Перепишем выражение (21)

𝑉 (𝑦𝑖,φ𝑖) = 𝑉1(𝑦𝑖) + 𝑉2(φ𝑖),

𝑉1(𝑦𝑖) =
𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑦2𝑖 −
2

𝑁 − 1

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑁−1∑︁
𝑗=𝑖+1

𝑦𝑖𝑦𝑗 ,𝑉2(φ𝑖) =
2𝑁

𝑁 − 1

𝑁−1∑︁
𝑖=1

∫︁ φ𝑖
φ(1)𝑖

[sin(ζ)− 𝑑𝑖]𝑑ζ.
(23)

Рассмотрим поверхности уровня функции Ляпунова (21), проходящие через седла 𝑉 (𝑂𝑘) =
= 𝐶𝑘, 𝑘 = 2, 3, .., 𝑁 − 1. Найдем

𝐶saddle
min = min(𝐶saddle

𝑘 ). (24)

Множество точек фазового пространства системы (15), ограниченное замкнутой частью поверх-
ности уровня 𝑉 (𝑦𝑖,φ𝑖) = 𝐶saddle

min , охватывающей устойчивое состояние равновесия 𝑂1, принад-
лежит области притяжения этой точки. Поэтому указанную часть поверхности уровня можно
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считать оценкой области притяжения состояния равновесия 𝑂1 [16]. В качестве оценки величи-
ны области притяжения состояния равновесия 𝑂1 будем использовать минимальное расстояние
от этой точки до поверхности уровня 𝑉 (𝑦𝑖,φ𝑖) = 𝐶saddle

min , которое обозначим 𝑟min. Найдем эту
величину.

Рассмотрим сечение φ𝑖 = φ*𝑖 , 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1 поверхности уровня функции Ляпунова
𝑉 (𝑦𝑖,φ𝑖) = 𝐶saddle

min , которое можно записать в виде

𝑉1(𝑦𝑖) = 𝐶, (25)

где 𝐶 ≡ 𝐶saddle
min − 𝑉2(φ*𝑖 ) > 0. В левой части выражения (25) стоит положительно определенная

квадратичная форма 𝑉1(𝑦𝑖), которую можно преобразовать к каноническому виду, тогда выраже-
ние (25) примет вид

𝑁−1∑︁
𝑖=1

(︃
𝑥𝑖√︀
𝐶/λ𝑖

)︃2

= 1, (26)

где λ𝑖 – собственные числа матрицы квадратичной формы 𝑉1(𝑦𝑖), которую будем обозначать
через A

A : 𝑎𝑖𝑖 = 1, 𝑎𝑖𝑗 = − 1

𝑁 − 1
, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1, 𝑖 ̸= 𝑗. (27)

Из выражений (27) видно, что матрица A является циркулянтом, поэтому ее собственные числа
могут быть найдены по известной для циркулянтов формуле [28]:

λ𝑗 = 1− 1

𝑁 − 1

𝑁−2∑︁
𝑘=1

ω𝑘𝑗 , ω𝑗 = 𝑒𝑖
2π𝑗𝑘
𝑁−1 , 𝑖2 = −1, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑁 − 2. (28)

Из формулы (28) легко найти, что

λ0 =
1

𝑁 − 1
. (29)

Определим значения остальных собственных чисел λ𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 − 2. В силу того, что мат-
рица A вещественная и симметричная, ее собственные числа вещественны. Поэтому выражение
(28) можно записать в виде

λ𝑗 = 1− 1

𝑁 − 1

𝑁−2∑︁
𝑘=1

cos

(︂
2π𝑗𝑘
𝑁 − 1

)︂
, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 − 2. (30)

Сумму, стоящую в правой части равенства (30), можно вычислить, используя следующую фор-
мулу из тригонометрии:

𝑛∑︁
𝑘=1

cos(𝑘𝑥) = cos

(︂
𝑛+ 1

2
𝑥

)︂
sin
(︀
𝑛𝑥
2

)︀
sin
(︀
𝑥
2

)︀ . (31)

Положив в формуле (31) 𝑛 = 𝑁 − 2, 𝑥 = 2π𝑗/(𝑁 − 1), после преобразований получим, что
искомая сумма равна (−1) и, следовательно,

λ𝑗 =
𝑁

𝑁 − 1
, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 − 2. (32)
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Таким образом, уравнение (26) задает эллипсоид, длина наименьшей полуоси которого
вычисляется по формуле

𝑙min =

√︂
𝑁 − 1

𝑁
(𝐶saddle

min − 𝑉2(φ*𝑖 )). (33)

Тогда расстояние 𝑟min имеет вид

𝑟min = min

⎛⎝
⎯⎸⎸⎷𝑙2min +

𝑁−1∑︁
𝑖=1

(φ*𝑖 − φ
(1)
𝑖 )2

⎞⎠. (34)

Рассматривая правую часть выражения (34) как функцию переменных φ*𝑖 , можно показать,

что она имеет единственный минимум при φ*𝑖 = φ
(1)
𝑖 , поэтому

𝑟min =

√︂
𝑁 − 1

𝑁
𝐶saddle
min . (35)

В качестве численной оценки области притяжения состояния равновесия 𝑂1 используем
максимальное значение радиуса сферы с центром в этой точке, при котором все траектории с
начальными условиями на этой сфере асимптотически стремятся к состоянию равновесия 𝑂1.

Рассмотрим сначала, как меняется величина 𝑟min при изменении параметров γ1 и γ2.
На рис. 7, b–d приведены зависимости 𝑟min(γ1, γ2) вдоль прямых γ2 = −2γ1 + γ*1 для γ*1 = 1,

γ*1 = 1.5 и γ*1 = 2, соответственно. Рассматриваемые прямые перпендикулярны прямой γ2 = γ1,
относительно которой система обладает свойствами симметрии. При этом значения γ*1 выбраны
таким образом, чтобы прямые не пересекали область параметров 𝑎1. Видно, что при удалении
от области 𝑎1 величина 𝑟min убывает. Общий вид зависимости 𝑟min(γ1, γ2) для параметров γ1, γ2
из области 𝑆𝑉 приведен на рис. 7, e.

Далее рассмотрим, как изменяется величина 𝑟min при увеличении числа элементов хаб-
кластера. Для этого положим γ𝑖 = γ, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1. В этом случае выражение для величины
𝑟min примет вид

𝑟min =

⎯⎸⎸⎷2

(︃
2

√︂
1−

(︁ γ
𝑁

)︁2
+
γ
𝑁

(︁
−π+ 2arcsin

(︁ γ
𝑁

)︁)︁)︃
. (36)

Ограничимся значениями параметра γ ∈ (0, 2] для того, чтобы функция Ляпунова (21) существо-
вала для всех 𝑁 ≥ 3. Можно показать, что при таких значениях параметра γ функция 𝑟min(γ)
является монотонно убывающей. Зависимости 𝑟min(γ1) при разных значениях числа 𝑁 пред-
ставлены на рис. 7, f. Видно, что величина 𝑟min растет с увеличением числа 𝑁 элементов хаб-
кластера.

Таким образом, значение величины 𝑟min, которое может быть вычислено с помощью опи-
санного выше подхода, дает наглядную оценку величины области притяжения состояния рав-
новесия 𝑂1 и определяет множество начальных условий, при которых система возвращается в
исходный синхронный режим. Отметим, что система может принимать указанные начальные
условия после воздействия какого-либо возмущения, поэтому можно сказать, что величина 𝑟min

дает оценку границы безопасных возмущений системы.
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a b

c d

e f

Рис. 7. a – взаимное расположение областей существования состояний равновесия 𝑆 и функции Ляпунова 𝑆𝑉 , а также
прямых, на которых рассчитывается величина 𝑟min; b,c,d – зависимость 𝑟min(γ1), определенная аналитически (ромбы)
и численно (кресты) при γ*1 = 1, γ*1 = 1.5 и γ*1 = 2, соответственно; e – значение величины 𝑟min в области 𝑆𝑉 ; f – вид
зависимости 𝑟min(γ) при разном количестве элементов в хаб-кластере (справа от кривых указано соответствующее
им количество элементов сети). Значение параметра λ = 0.3

Fig. 7. a – the mutual arrangement of the regions of existence of the equilibrium states 𝑆 and the Lyapunov function 𝑆𝑉 , as
well as the straight lines on which the quantity 𝑟min is calculated; b,c,d – dependence 𝑟min(γ1) is determined by analytical
(rhombuses) and numerical (crosses) methods for γ*1 = 1, γ*1 = 1.5 and γ*1 = 2 respectively; e – the quantity 𝑟min in area
𝑆𝑉 ; f – type of the dependence 𝑟min(γ) with a different number of elements in the hub cluster (the corresponding number of
network elements is indicated to the right of the curves). Parameter value λ = 0.3
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Заключение

В работе рассмотрена модель энергосети с топологией хаб-кластера. Данная сеть является
типичным элементом крупных энергосетей и может оказывать сильное влияние на динамику
всей сети в целом.

Для хаб-кластеров из трех и четырех элементов построены разбиения пространства пара-
метров на области, отвечающие различным режимам работы таких энергосетей. В частности, вы-
делены области глобальной асимптотической устойчивости синхронных режимов хаб-кластеров,
то есть области их безаварийной работы при любых начальных условиях.

Для характеристики режимов хаб-кластеров вне областей глобальной асимптотической
устойчивости был предложен подход, базирующийся на втором методе Ляпунова, который поз-
воляет дать наглядную оценку области безопасных возмущений, не нарушающих синхронные
режимы работы сетей.
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