
Наука �  образованию. Методические
заметки. История. Personalia

УДК 510; 514 https://doi.org/10.18500/0869-6632-2020-28-2-208-222

Столетие фрактальной геометрии: От Жюлиа и Фату
через Хаусдорфа и Безиковича к Мандельброту

Г. М. Вдовина1,2, Д. И. Трубецков1,3

1Саратовский национальный исследовательский государственный университет им. Н.Г. Чернышевского
Россия, 410012 Саратов, Астраханская, 83

2АО «НПП «Алмаз»
Россия, 410033 Саратов, Панфилова, 1

3Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ»
Россия, 115409 Москва, Каширское шоссе, 31

E-mail: vdovinagm@gmail.com, dtrubetskov@yahoo.com
Автор для переписки Галина Михайловна Вдовина, vdovinagm@gmail.com

Поступила в редакцию 25.11.2019, принята к публикации 04.01.2020, опубликована online 30.04.2020

Цель работы в изложении жизнеописаний основных создателей фрактальной геометрии от момента возник-
новения первых идей, когда еще не было слова «фрактал», до наших дней. Героями статьи являются Жюлиа, Фа-
ту, Ричардсон, Хаусдорф, Безикович и Мандельброт. Жизнь этих людей богата событиями, нередко трагическими.
Методы. Изложение основано на анализе различных работ о фактах жизни создателей фрактальной геометрии; эти
факты разбросаны в литературе, близкой к рассматриваемому вопросу. Результаты. Сегодня ясно, и в то же время
удивительно, что первые работы, которые можно назвать основой фрактальной геометрии, появились, когда еще не
было компьютеров. Здесь героями являются Жюлиа и Фату, сто лет назад, по существу, открывшие то, что сего-
дня называют фракталом Мандельброта, который сумел визуально представить его. Еще один толчок к исследова-
нию фракталов был сделан Ричардсоном, показавшим, что, например, извилистая береговая линия не может быть
измерена методами, пригодными для гладких кривых. Математическое понятие фрактальной размерности введено
Хаусдорфом и развито в работах Безиковича. Излагаются некоторые факты из жизни Жюлиа, Фату, Ричардсона и Бе-
зиковича. Отдельное внимание уделено трагической жизни Хаусдорфа, который, будучи евреем, перенес все тяготы
геноцида во время Второй мировой войны, что в конечном счете привело его к решению покончить жизнь само-
убийством. Кратко излагается биография Мандельброта. Его интерес к тому, что он позже назвал фракталом, связан
с его работами в области экономики и анализом структуры телефонных сигналов. В заключительной части статьи
приводятся высказывания некоторых авторов о том, что в реальном мире не существует фракталов, как не существует
прямых и окружностей. Однако математические модели, описывающие реальность, помогают нам лучше понять ее.
Заключение. Работа не является последовательным изложением темы, это собрание небольших эссе, совокупность
которых складывается в единую картину столетней жизни фрактальной геометрии.
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The purpose of this article is to present the biographies of the main creators of fractal geometry from the moment
the first ideas arose, when the term «fractal» did not exist, to the present day. The main subjects of the article are Julia,
Fatou, Richardson, Hausdorff, Besicovitch and Mandelbrot. The fates of these people are rich in dramatic events, some
are tragic. Methods. The content of this paper is based on the analysis of various works on the biographical facts of the
founders of fractal geometry; these facts are scattered in literature relevant to the issue under consideration. Results. It is
both clear and surprising that the first articles, that could be called the basis of fractal geometry, appeared when there were no
computers. The main subjects here are Julia and Fatou. In fact, a hundred years ago they discovered what today is known as
the Mandelbrot fractal. Mandelbrot managed to visually represent it. Another impetus for the study of fractals was made by
Richardson, who showed that, for example, a winding coastline cannot be measured by methods suitable for smooth curves.
The mathematical concept of fractal dimension was introduced by Hausdorff and developed in the works of Besikovitch.
Some facts from the life of Julia, Fatou, Richardson and Besikovitch are presented in the article. Special attention is given
to the tragic fate of Hausdorff, who survived the Nazi genocide during World War II. It led Hausdorff to the decision to
commit suicide. The biography of Mandelbrot is described briefly. His interest in what he later called a fractal is related
to his work in economics and telephone signal analysis. In the final part of the article, we quote some authors who were
convinced that there are no fractals in the real world, just as there are no perfect lines and circles. However, mathematical
models that describe reality help us better understand it. Conclusion. This article is not a consistent overview of the topic; it
is a collection of small essays that develops into an integrative view on the centennial life of fractal geometry.
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Введение

Сегодня в литературе очень много написано о фракталах и истории их рождения. В статье
речь идёт не столько о самих фрактальных структурах, сколько о судьбе тех людей, чьи имена
неразрывно связаны с рождением и развитием фрактальной геометрии. Авторы не претендуют на
полное и детальное изложение биографии учёных и исследователей, фамилии которых указаны
в заголовке статьи. Однако постарались уделить внимание наиболее значимым моментам из их
жизнеописания и научной деятельности, чтобы понять, при каких обстоятельствах рождалось и
формировалось фрактальное мышление и фрактальный взгляд на мир, и хотя бы в некоторой
степени приблизиться к пониманию того, через какие жизненные трудности, порой трагические
обстоятельства, проходили создатели новой науки.

Работа не является последовательным изложением темы, это собрание небольших эссе,
совокупность которых складывается в единую картину столетней жизни фрактальной геометрии.
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1. Гастон Жюлиа и Пьер Фату. Исследования итерируемых комплексных
функций: «пленники», «беглецы» и «охранники»

Термин «фрактал» появился в обиходе благодаря Бенуа Мандельброту в 1975 г. Не бу-
дем останавливаться и приводить здесь изображения математических фракталов и природных
объектов, обладающих свойством самоподобия, так как в соответствующей литературе (см., на-
пример, [1–3]) можно найти огромное множество подобных иллюстраций. В частности, широко
известно сегодня множество Мандельброта, являющееся классическим примером самоподобно-
го фрактала, ставшего символом фрактальной геометрии.

Интересно, что теоретические основы, необходимые для открытия этого множества, бы-
ли заложены трудами французских математиков Жюлиа [4] и Фату [5] задолго до работ Ман-
дельброта. В их работах впервые была развита теория итераций рациональных отображений
для комплексной плоскости. В книге [6, гл. 4] даже начинается разделом под названием «Дей-
ствительно ли Мандельброт открыл множество Мандельброта?» С работами предшественников
Мандельброт познакомился где-то в 1945 г., и лишь спустя 35 лет он вернулся к их работам и с
использованием компьютера построил множество, получившее его имя [7].

Итак, первыми исследовали итерируемые комплексные функции и изучали поведение ком-
плексных чисел при их возведении в квадрат и последующем сложении с комплексным числом
Жюлиа и Фату. Они анализировали методом итераций уравнение 𝑧𝑛+1 = 𝑧2𝑛 + 𝑐. При этом в
полученной последовательности каждое комплексное число 𝑧 зависит от выбранного начального
числа и комплексной константы 𝑐.

Фату удалось доказать, что при применении этой операции ко всем точкам комплексной
плоскости большая часть полученных орбит уходит на бесконечность, образуя множество «бег-
лецов» (иногда их называют «изгнанниками»). Определённая часть точек составляет внутреннее
множество – множество Фату. Эти точки называют «пленниками». Точки на границе между
множествами – «охранники» – образуют множество Жюлиа, которое является инвариантным по
отношении к нелинейным преобразованиям.

Гастон Морис Жюлиа родился в 1893 г. в Сиди-Бель Аббесе во Французском Алжире.
В 1914 г. окончил Высшую нормальную школу в Париже. Жюлиа участвовал в Первой мировой

Пьер Жозе Луи Фату [8]

Pierre Joseph Louis Fatou

1878–1929

Гастон Морис Жюлиа [9]

Gaston Maurice Julia

1893–1978
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войне, где получил ранение – нос был покалечен, и до конца жизни Жюлиа носил кожаную повяз-
ку на лице. В 1918 г. в свет вышла его статья о гомоклиническом пучке, в которой использовал-
ся анализ квадратичного отображения [4]. Эта работа сделала его известным в математических
кругах. В том же 1918 г. ему присудили главную премию Французской академии. Множество, из-
вестное как множество Жюлиа, он описал в 1924 г. Долгое время являлся профессором в Высшей
нормальной школе, где ранее проходил обучение, также преподавал в Парижском университете
и в Политехнической школе в Париже.

Французский математик Пьер Жозе Луи Фату родился в 1878 г. в Лорьяне – портовом горо-
де на западе Франции. Как и Жюлиа, проходил обучение в Высшей нормальной школе в Париже,
окончив ее в 1901 г. В том же году он получил должность астронома в Парижской обсерватории.
Областью его интересов была голоморфная динамика. В 1919 г. он опубликовал упомянутую
ранее работу по итерационному исчислению комплексных функций [5]. Самый известный его
результат во фрактальной геометрии – пыль Фату.

Следует отметить, что современников работы Жюлиа и Фату мало волновали.

2. На пути к фрактальной размерности – Льюис Фрай Ричардсон

В книге [6, с. 61–64] раздел «О войнах и длине границ» начинается с короткого рассказа
о чешском географе и статистике Яромире Корчаке, который провёл статистические исследова-
ния большого числа островов в разных регионах мира с целью понять влияние географического
местоположения на население. Корчак обнаружил закон, который оказался важным для матема-
тического определения размерности. Он вычислил количество островов, площадь которых боль-
ше определённой площади 𝑆, и подсчитал число островов для каждого значения 𝑆 для разных
регионов. Оказалось, что графики 𝑁(𝑆) похожи, и 𝑁 обратно пропорционально 𝑆 в некоторой
определённой степени, то есть 𝑁(𝑆) = 𝑘𝑆−𝐷, где 𝑘 = const, а каждому региону соответствует
своё значение 𝐷. В [6] указано, что «впоследствии его результаты были уточнены, и теперь

нам известно, что для Африки (где один большой остров окружён мелкими) 𝐷 равно 0.5; для

Индонезии и Северной Америки (где крупные острова не преобладают столь явно) равно 0.75,

а для всей планеты это число равно 0.65».

Льюис Фрай Ричардсон

Lewis Fry Richardson

1881–1953

Практически во всех книгах о фракталах наи-
более значимым, а чаще единственным, описывают
закон, открытый английским учёным Льюисом Фра-
ем Ричардсоном.

Ричардсон измерял длину границ или побе-
режья ломаной линией, меняя в сторону уменьше-
ния составляющий её элемент. Результат оказался
неожиданным: измеряемая длина возрастает по мере
уменьшения единицы измерения и увеличения мас-
штаба карты (иногда этот факт называют «эффектом
Ричардсона»). Полученные Ричардсоном результаты
были опубликованы только в 1961 году, через восемь
лет после его смерти и послужили толчком к изуче-
нию фракталов. В работе 1961 г. [10] приведён инте-
ресный пример Ричардсона о различных значениях
длины одной и той же сухопутной границы между
Испанией и Португалией. Разница между данными,
приведёнными в испанской и португальской энцик-
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лопедиях, составляет приблизительно 20 %. Подобная ситуация складывается и с границей меж-
ду Бельгией и Нидерландами. Очевидно, что несоответствие может быть связано с выбором
размера единичного элемента, а «маленькая страна (Португалия) измеряет длину своих границ
более тщательно, чем ее большой сосед» [1].

«Бенуа Мандельброт цитирует Ричардсона в известной статье 1967 г. под названием
“Какова длина побережья Великобритании?” В этой статье Мандельброт объясняет, что поня-
тие длины для объектов неправильной формы, например, для побережья, не имеет смысла.
Как следствие, математики определили число, которое являлось бы количественной оценкой
площади подобных объектов неправильной формы . . . “неэвклидовы” объекты неправильной
формы подобного типа часто имеют дробное число измерений» [6, с. 64].

В книге [1] Мандельброт пишет о жизни Льюиса Ричардсона, что она «необычна – со-
ставляющие ее нити разбредаются в разные стороны, и отыскать среди них какое-либо преоб-
ладающее направление совсем не просто».

Родился Льюис Ричардсон в 1881 г. в семье квакеров Кетрин Фрай и Дэвида Ричардсона.
Окончил Даремский колледж наук (один из колледжей Даремского Университета), где увлёкся
метеорологией и квакерским пацифизмом.

Приведём еще несколько цитат из книги Мандельброта [1].
«Ричардсон, как сообщает его влиятельный современник Дж. И. Тэйлор, был очень инте-

ресным и оригинальным человеком, который обо всём имел собственное мнение, почти никогда
не совпадающее с общепринятым; часто люди просто не понимали его . . .

Ричардсон окончил Кембриджский университет и получил степени бакалавра по физике,
математике, химии, биологии и зоологии, так как был не совсем уверен, какую именно карьеру
ему следует избрать . . .

По какой-то причине Ричардсон оказался в натянутых отношениях с кембриджской ад-
министрацией, и когда много лет спустя ему понадобилась докторская степень, он отказался
получать необходимую для этого степень магистра в Кембридже (что обошлось бы ему всего
лишь в 10 фунтов). Вместо этого он поступил на общих правах в Лондонский университет, где
он в то время преподавал, разделил скамью со студентами и в возрасте 47 лет получил степень
доктора по математической психологии».

Более того, Ричардсона характеризуют как изобретательного экспериментатора. Например,
в ранних экспериментах он пытался измерить скорость ветра в облаках, выстреливая в них
стальными шариками различного диаметра.

Его монография о предсказании погоды с помощью численных процессов [11], впервые
опубликованная в 1922 году, была скептически встречена научным сообществом, но через 33 го-
да была переиздана как классическая. Фактически, он первым применил современные матема-
тические методы для прогноза погоды.

Было время, когда Ричардсон начал работать в Метеорологической службе. Но так как по-
сле Первой мировой войны Метеорологическая служба вошла в состав созданного Министерства
ВВС США, Ричардсон принял решение уйти в отставку, как убежденный противник войны.

Кроме того, широкую известность приобрели следующие пять строчек из его книги [11,
с. 66] о турбулентности:

На завитках больших пасутся малые,
На малых ещё меньше, пожалуй;
Есть, впрочем, предел уменьшению сему,
Вязкость – достойное имя ему
(в молекулярном, конечно же, смысле).

Уйдя в отставку после многих лет преподавательской и административной работы, Ричард-
сон полностью посвятил себя изучению психологии вооружённых конфликтов между государ-
ствами (этой темой он эпизодически занимался еще с 1919 г.). Он предположил, что существует
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связь между вероятностью возникновения (или предотвращения) военного конфликта с протя-
жённостью границы соседствующих государств. В целом, так он и приблизился к тогда еще
неведомому понятию «фрактальной геометрии».

Умер Ричардсон в Шотландии в 1953 году. И при его жизни это открытие осталось неза-
меченным.

3. Жизнь и трагическая судьба Феликса Хаусдорфа. «Умри вовремя!»

Начнём с цитаты из книги [12, с. 89], которую можно считать точным эпиграфом к описа-
нию творчества Хаусдорфа – «самого борхесовского математика».

«Возможно, лучше всего математическое творчество Хаусдорфа можно описать теми же
словами, которыми обычно характеризуется творчество Хорхе Луиса Борхеса: “иллюзорное”,
“парадоксальное”, “ироничное”, “запутанное”.

Разумеется, самым запутанным элементом творчества Хаусдорфа является определён-
ное им понятие размерности. Оно расширило классическое понятие размерности и позволило
создать более точную классификацию геометрических объектов. Так, фракталы, в высшей сте-
пени запутанные объекты, которые приобрели невероятную популярность в последней четверти
XX века благодаря Бенуа Мандельброту, определяются как множества, размерность Хаусдорфа1

для которых не является натуральным числом».

Согласно книге [12], альтернативное определение размерности Хаусдорфа–Безиковича
(Хаусдорф привёл строгое определение, требующее серьёзных знаний математики) ввели рус-
ские математики Лев Понтрягин и Лев Шнирельман. Последуем изложению автора книги [12]
расчёта размерности Хаусдорфа–Безиковича плоской фигуры 𝐹 , вписанной в квадрат. Разделим
сторону квадрата на «𝑛» частей и попробуем покрыть фигуру 𝐹 мелкими квадратами. Пусть их
будет 𝑛𝐹 . Предположим, что 𝐹 – квадрат целиком. Тогда при делении квадрата на «𝑛» равных
частей получим 𝑛 ·𝑛 = 𝑛2 мелких квадратов. Показатель степени 2 и есть размерность квадрата.
Вернёмся к фигуре 𝐹 . «Адекватное» в терминологии [12] сравнение числа 𝑛𝐹 с числом частей 𝑛,
на которое разделили сторону квадрата, означает степень 𝑛, соответствующую числу 𝑛𝐹 . Тогда
𝑛, 𝑛𝐹 и 𝑑 – показатель степени, – будут связаны соотношением 𝑛𝐹 = 𝑛𝑑. Логарифмируя по-
следнее соотношение, получим 𝑑 = ln𝑛𝐹 /ln𝑛. Чем больше 𝑛, тем ближе число 𝑑 к размерности
Хаусдорфа–Безиковича 𝐷, то есть 𝐷 = lim

𝑛→∞
ln𝑁(𝑛)/ln𝑛, где 𝑁(𝑛) – число мелких (бесконечно

малых) квадратиков.
Вернёмся к личности Хаусдорфа.
Феликс Хаусдорф родился в Бреслау в 1868 году. Его семья спустя три года переехала

в Лейпциг. Он изучал математику и астрономию в Лейпциге, во Фрайбурге и Берлине. Наибо-
лее важной и известной его работой стала книга «Основы теории множеств» (опубликована в
1914 году), в которой заложены основы топологии.

Его интересовало и искусство: в юности он хотел стать композитором, изучал музыку, иг-
рал на фортепьяно и даже написал несколько пьес. Под псевдонимом Поль Монгре (Paul Mongre)
у него были изданы две книги стихов: первая «Сан Иларио: мысли из страны Заратустры» (1897),
которая содержала сонеты, стихотворения и афоризмы философского содержания; вторая – сбор-
ник стихотворений «Экстаз» (1900), в который вошли 158 произведений.

Пьеса Хаусдорфа «Врач своей чести» (она называется так же, как драма испанского дра-
матурга Педро Кальдерона де ла Барка) была поставлена в Берлине и Гамбурге и имела успех у
зрителей.

1Обычно данный вид размерности носит в литературе название «размерность Хаусдорфа–Безиковича». Название
отражает следующее: понятие такой размерности ввёл Хаусдорф, а Безикович продолжил его исследования.
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Феликс Хаусдорф

Felix Hausdorff

1868–1942

Хаусдорф преподавал в университетах Лейпцига
(1902–1910), Грайфсвальда (1913–1921) и Бонна (1910–
1913 и 1921–1935). В марте 1935 г. Хаусдорф в 67 лет вы-
шел в отставку, когда в Германии многое стало меняться.
На выборах 1933 г. Гитлер взял власть над парламентом,
а затем исключение и арест 81 депутата от коммунисти-
ческой партии и подкуп центристов позволили ему про-
возгласить Третий рейх и захватить абсолютную власть в
стране. После 7 апреля 1933 г. все евреи, занимавшие госу-
дарственные и подобные должности были уволены. «В то
время в немецких университетах работали 200 препода-
вателей математики, из них 98 профессоров. 35 препо-
давателей, из них 15 профессоров, были уволены. Среди
уволенных 30 были «в большей или меньшей степени»
евреями. В 1935 году число уволенных преподавателей
достигло 60. За этим числом скрывались 60 трагедий,
60 подлостей, 60 человек, 60 семей, многие из которых
были уничтожены.

Однако под действие закона от 7 апреля не попадали евреи, которые проявили себя как
патриоты Германии, например, те, кто участвовал в Первой мировой войне. Именно поэтому
закон не распространялся на Хаусдорфа» [12, с. 93]2.

Хаусдорф не скрывал никогда того, что он еврей, а его супруга в юности приняла люте-
ранство. Он понимал, чем грозит ему нацизм, но не пытался покинуть Германию.

Носить звезду Давида Хаусдорфов обязали в октябре 1941 г. Далее в конце года они по-
лучили извещение о депортации в Кёльн. Это был последний шаг перед отправкой в Польшу в
концентрационные лагеря. Угроза отступила после Нового года, но в середине января 1942 г. им
сообщили, что 29 января их вышлют в Эндених – пригород Бонна, после чего их ожидал лагерь
смерти.

В [12, с. 95–96] приводятся отрывки из письма Хаусдорфа, написанного 25 января 1942 г.
за несколько часов до самоубийства. В нём чувствуется, что сложившаяся ситуация застала его
врасплох. Вот часть письма.

«К тому моменту, когда вы прочтёте эти строки, . . . мы уже решим нашу проблему,
однако, возможно, мы примем решение, от которого вы неустанно отговаривали нас... То, что
было сделано против евреев в последние месяцы, стало для нас в высшей степени невыносимым,
поскольку мы оказались в невозможных условиях... <...>Если это возможно, мы хотели бы,
чтобы наши тела были кремированы; с этой целью я прилагаю к письму три завещания. Если
же это будет невозможно, пусть господин Майер3, или господин Гольдшмидт сделают всё, что
в их силах (учтите, что моя жена и невестка – лютеране).

Используйте сумму, уже внесённую нами в счёт оплаты: моя жена уже оплатила расходы
на похороны на протестантском кладбище (все документы вы найдёте в её спальне). Остаток
суммы внесёт моя дочь Нора. Простите нас за то, что мы доставили вам неудобства, в том числе
после нашей смерти. Я убеждён, что вы сделаете всё возможное и что мы не просим многого.
Простите нам наше бегство! Мы желаем вам и всем нашим друзьям лучшего будущего . . . »

И ещё одна цитата из книги [12, с. 97]. «В прощальном письме Хаусдорфа, написанном
утром в день самоубийства, отчётливо прослеживаются отголоски заповедей Заратустры. “Умри
вовремя!” – словно кричат эти строки письма Хаусдорфа, как если бы он своим достойным
поведением хотел показать, что “своею смертью умирает совершивший свой путь, умирает

2В юности Хаусдорф несколько лет отслужил добровольцем в немецкой пехоте.
3Адвокат Майер погиб в Аушвице.
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победоносно”. Хаусдорф не был готов “повесить сухие венки в святилище жизни”, поэтому он
выбрал “свободную смерть, которая приходит ко мне, потому что я хочу”».

Хаусдорф, его жена Шарлотта и её сестра Эдит приняли в воскресенье 25 января 1942 го-
да смертельную дозу барбитала. Их прах после кремации захоронен на боннском кладбище
Поппельсдорф.

У входа в Математический институт Боннского университета висит мемориальная доска:
«В этом университете с 1921 по 1935 год работал математик Хаусдорф (8.11.1868 – 26.01.1942).
Он умер по вине национал-социалистов из-за того, что был евреем. В его лице мы чтим память
всех жертв тирании. Пусть никогда не повторится диктатура и война».

4. Абрам Самойлович Безикович

Абрам Самойлович Безикович
Abram Samoilovitch Besicovitch

1891–1970

Абрам Самойлович Безикович4 родился зимой
11 января 1891 года в Бердянске (Украина). Он – из много-
детной семьи караимских евреев Самуила и Евы Безико-
вичей. Необычные способности у Абрама проявились уже
в раннем детстве. Упорство и стремление к совершенству
он унаследовал от отца, а любовь и способность к мате-
матике – от его матери.

Будучи в юном возрасте, Безикович окончил Бер-
дянскую гимназию и в 1908 г. поступил в Петербург-
ский университет на математическое отделение физико-
математического факультета. Там одним из его учителей
был академик А.А. Марков. По окончании обучения Бези-
ковичу был присвоен диплом первой степени. В студен-
ческие годы он написал свою первую статью по теории
вероятностей «Новый вывод предельного выражения ве-
роятности для случая независимых испытаний». В 1915 г.
работа была опубликована в Известиях Академии наук.
После окончания университета Безикович остался на два
года на кафедре чистой математики для подготовки к про-
фессорской деятельности без стипендии. Однако в даль-
нейшем, с 1913 года стипендию ему назначили.

Безикович принимал активное участие в работе математического кружка, организованного
выпускниками университета А.А. Фридманом, Я.Д. Тамаркиным и А.Ф. Гавриловым, посещал
физический семинар П. Эренфеста. На этом семинаре Безикович познакомился со своей будущей
женой Валентиной Витальевной Дойниковой (1888–1974). Для вступления в брак в 1916 году
Безикович принял решение перейти в православие (караимские законы не позволяли заключать
брак с людьми другого вероисповедания).

В 1916 г. в Перми был создан университет, и первоначально он функционировал как фили-
ал Петроградского университета, который направлял туда своих преподавателей, отправлял ли-
тературу, приборы и всё необходимое. И Безикович, не так давно зачисленный приват-доцентом
Петроградского университета, был командирован в Пермский университет с 1 июля 1917 года
для чтения лекций в качестве исполняющего обязанности профессора по кафедре чистой мате-
матики. В 1918 г. профессорско-преподавательский состав Пермского университета пополнился
и другими молодыми математиками из Петроградского университета. Они организовали Перм-
ское физико-математическое общество, начали издавать журнал. А.С. Безикович опубликовал в
этом издании четыре работы.

4По материалам книги [13].
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Из личного дела А.С. Безиковича известно, что в период работы в Пермском университете
он был избран членом библиотечной комиссии от физико-математического факультета, замести-
телем представителей университета в Городской комитет по народному образованию, членом
комиссии по просветительской деятельности. С 1 октября 1919 г. Безикович был назначен на
должность декана факультета.

После начала гражданской войны Пермь была оккупирована колчаковцами. Часть профес-
сорско-преподавательского состава вместе с ректором Н.В. Култашевым эвакуировалась в Томск.
Он подписал документ о передаче обязанностей ректора Безиковичу с 28 июня 1919 г. Отмеча-
ют, что, хотя Безикович, которому было 28 лет, пробыл в должности ректора менее года, он
успел проявить себя хорошим организатором. Когда при отступлении армии Колчака универси-
тет подвергся разрушениям, Безикович занялся спасением книг и других научных ценностей.
Интересно, что в 1919 г. А.А. Фридман в письме к В.А. Стеклову отзывался о Безиковиче, как о
единственном человеке, здраво размышлявшем и спасшем оставшееся имущество, который был
учеником Маркова и специалистом не только в области математики, но и в области решительных,
точных и определенных действий.

С некоторыми интересными записями из личного дела А.С. Безиковича можно ознако-
миться в книге [13].

В октябре 1920 года А.С. Безикович покинул Пермь, и в Петрограде устроился на долж-
ность профессора в Педагогическом институте и приват-доцента в Петроградском университете.

Благодаря Паулю Эренфесту, который высоко ценил талант А.С. Безиковича, о работах
Абрама Самойловича узнали авторитетные математики Европы. Эренфест отправил научные
труды Безиковича Х. Бору в Данию, Н.Г. ван дер Копуту в Голландию, Дж. Литлвуду и Г. Харди
в Англию. Прекрасные отзывы позволили Безиковичу в 1924 году получить Рокфеллеровскую
стипендию для научных занятий за границей сроком на девять месяцев. Он должен был поехать
в Данию для совместной работы с Харальдом Бором, братом Нильса Бора. Однако большевики
не разрешили ему воспользоваться этой стипендией. Да и в целом условия жизни здесь были
непростыми.

При таких обстоятельствах в 1924 г. Безикович принял решение нелегально покинуть Со-
ветскую Россию. В этом решении он был не одинок. По воспоминаниям Я.Д. Тамаркина, приве-
дённым в [13], «они с Безиковичем уходили вглубь какого-нибудь парка, где, выбрав пустынное
место, садились на скамейку и шёпотом обсуждали детали побега». «Первоначально вместе
с ним хотели это сделать А.А. Фридман и Я.Д. Тамаркин. Операция финансировалась отцом
Фридмана – богатым нэпманом. В последний момент Фридман отказался от побега, а через
несколько месяцев умер от тифа. В план Безиковича и Тамаркина входил переход через лат-
вийскую границу, который включал переправу через замерзшую реку с не слишком твёрдым
льдом. Для уменьшения давления нужно было перебираться ползком, что и сделал успешно
Безикович. Однако Тамаркин – человек внушительных размеров – считал такой способ недо-
стойным для человека и пошёл пешком. Он успешно перешёл реку, но заставил сопровождавших
поволноваться» (цит. по [14]).

По другим данным, «Тамаркин, сопровождаемый контрабандистами, переходит границу
с Латвией. Безикович же, по имеющимся не вполне точным сведениям, бежит в Данию через
Финляндию» [13].

В конечном счёте Я.Д. Тамаркин закрепился в США. А у Безиковича, наконец-то появи-
лась возможность воспользоваться Рокфеллеровской стипендией. Примерно в течение года Бе-
зикович работал в Копенгагене под руководством Х. Бора. В дальнейшем на несколько месяцев
он отправился в Оксфорд к известному математику Г. Харди. 1926–1927 учебный год Безикович
читал лекции в Ливерпульском университете. В 1927 г. он начал работу в Кембридже, сначала в
университете, а потом, с 1930 г. являлся штатным сотрудником Тринити-Колледжа.

В течение многих лет работы в Кембридже Безикович вёл еженедельную рубрику «спор-
ных проблем» в газете. Объявления типа «отличные решения проблемы 12 поданы M и N»
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вдохновляли студентов и мотивировали молодых учёных совершенствовать свои аналитические
способности.

Интересно, что он называл себя знатоком «патологии математики». И если он сталкивался
с предположением, которое казалось ему неверным, Безикович не мог успокоиться, пока не
находил разумные контраргументы.

Следует отметить, что слабым местом Безиковича был его «русский английский». Недо-
статочное владение языком в разных странах и культурах воспринимается по-разному. Иногда
аудитория относится с пониманием и сочувствием. Но в случае Абрама Самойловича студенты
Кембриджа нередко подсмеивались над его неправильными оборотами и отсутствием артиклей
в его речи. Однако одна из его шуток навсегда расположила студенческую аудиторию к нему.
Он сказал: «Пятьдесят миллионов англичан говорят по-английски, как вы, но пятьсот милли-
онов русских говорят по-английски, как я».

В 1950 г. после выхода в отставку Дж. Литлвуда Безикович принял руководство кафедрой
математики в Тринити-колледже. Многие математики, проходивших обучение у него, стали из-
вестными профессорами. Он занимал кафедру вплоть до выхода на пенсию в 1958 г. Но даже
после выхода на пенсию, он продолжил читать лекции, как приглашённый профессор, в различ-
ных университетах США.

Основные курсы математики, которыми занимался и разрабатывал Безикович – теория ква-
зипериодических функций (совместно с Х. Бором), теория функций комплексного и веществен-
ного переменных, топология, мера Хаусдорфа и др. Безикович опубликовал около 130 работ.

Безикович А.С. получил премию Д. Адамса от Кембриджского университета (1930), медаль
О. де Моргана от Лондонского математического общества (1950), медаль им. Дж. Сильвестра
(1952), а также был избран в 1934 году членом Лондонского королевского общества.

Современники отмечают, что в Абраме Самойловиче прекрасно сочетались необычайный
математический талант с обаянием и остроумием. Его любили и уважали коллеги и студенты.
Одним из его близких друзей был Пётр Леонидович Капица.

Умер А.С. Безикович в Кембридже в 1970 г.

5. Бенуа Мандельброт и новый взгляд на мир

Бенуа Мандельброт

Benoit B. Mandelbrot

1924–2010

В самом начале статье упоминали, что именно Бенуа
Мандельброт обратился к работам Жюлиа и Фату и по-
пуляризировал их. Именно он в 1975 г. впервые ввёл тер-
мин «фрактал» для описания множеств, которые обладают
свойством самоподобия: одни и те же структуры повторя-
ются в разных масштабах. Он писал: «Термин фрактал я
образовал от латинского причастия fractus. Соответству-
ющий глагол frangere переводится как ломать, разламы-
вать, то есть создавать фрагменты неправильной формы.
Таким образом, разумно – и как кстати! – будет пред-
положить, что, помимо значения “фрагментированный”
(как, например, в словах фракция и рефракция), слово
fractus должно иметь и значение “неправильный по фор-
ме”» (цит. по [1]).

Бенуа Мандельброт родился в Варшаве в семье ли-
товских евреев. В 1936 году его семья эмигрировала во
Францию, чтобы воссоединиться с дядей Бенуа, Шоле-
мом – одним из участников и основателей группы Бурба-
ки. Напомним, что Николя Бурбаки – коллективный псев-
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доним группы французских математиков, которые предположительно около 1934 года решили
пересмотреть основы математики, создав соответствующие книги. Их труд должен был быть
максимально абстрактным и общим, базируясь строго на аксиомах. Интересно, что Бурбаки
отрицали возможность использования геометрических фигур и графиков для объяснения дока-
зательств или понятий. Они считали, что разум может быть обманут зрением. В группу входили
многие знаменитые математики, такие как Анри Картан, Жан Дьёдонне, Андре Вейль и др. Лю-
бопытно, что название «Бурбаки» – имя французского генерала Шарля Дени Бурбаки, который
жил в XIX веке.

Но вернёмся к Мандельброту. В 1940 году во время оккупации Франции немецкими вой-
сками Мандельброты покинули Париж, переехав в городок Тюль на юге Франции. Там они и
пережили оккупацию, находясь в постоянном страхе, что нацисты узнают об их еврейском про-
исхождении. Бенуа вернулся в Париж в 1944 году и какое-то время продолжал своё официальное
образование, которое было прервано Второй мировой войной, в Лионском Лицее дю Парк. Впо-
следствии он объяснял свои успехи в математике оригинальными взглядами, приобретёнными
в годы вынужденного самообразования. Интересно, что у Бенуа было великолепное простран-
ственное воображение – геометрическим способом он решал даже алгебраические задачи.

В 1945 году дядя порекомендовал ему познакомиться с рукописью французского математи-
ка Гастона Жюлиа «Записка о приближении рациональных функций» [4], содержащей 300 стра-
ниц. Шолем Мандельброт, как истинный участник и основатель группы Бурбаки, посоветовал
племяннику забыть о геометрии. Бенуа не сразу последовал совету дяди, обратившись к рукопи-
си много позднее.

В одном из источников упоминается, что почти сразу после окончания войны Мандельброт
стал студентом Сорбонны, где обучался под руководство Гастона Жюлиа и Пауля Леви [15].

В 1947 году он переехал в США, чтобы учиться в Калифорнийском технологическом ин-
ституте, где получил диплом магистра по аэронавтике. Затем он вернулся во Францию, где в
1952 году стал доктором математических наук в Парижском университете. Шестью годами позже
он начал работать в исследовательском центре IBM имени Томаса Джона Уотсона в Нью-Йорке,
в котором проработал 35 лет. Первоначально Мандельброт занимался вопросами «чистой» мате-
матики. Затем занялся исследованием ошибок, которые «возникали при передаче компьютерной
информации» [15]. Вывод, к которому пришёл Мандельброт при анализе «случайных» ошибок,
состоит в том, что они не появляются хаотично, но «собираются» в кластеры, а каждый кластер
состоит из своих кластеров и т.д. Так, сначала фрактал сочли лишь следствием компьютерной
обработки чисел, то есть математическим курьёзом. Однако вскоре стало известно, что в гео-
графии к фракталам относятся некоторые побережья, в биологии живых систем – например,
структуры легких, вен и артерий; типичный растительный фрактал – брокколи; ежесекундные
колебания фондового рынка практически нельзя отличить от ежемесячных и т.п.

Именно в годы работы в компании IBM, реализуя совет дяди, Бенуа изучал множество
Жюлиа и, особенно, множество Мандельброта, названное его именем, хотя открыли и изучили
его Жюлиа и Фату, а не он, ещё в начале XX века, о чём было упомянуто в начале статьи.
Мандельброт вместе со своими предшественниками вывел на передний край и в математике, и
в естественных науках новую дисциплину – фрактальную геометрию.

В [6] отмечено: «В 1978 году французский математик Андриен Дуади (1935–2006) и
американец Джон Хамал Хаббард (род. 1945) с помощью специально созданной програм-
мы смогли получить первые изображения множеств Жюлиа – нечёткие и невысокого каче-
ства. Годом позже Мандельброт опубликовал собственные изображения, полученные в научно-
исследовательском центре IBM. Первое изображение множества Мандельброта датируется
1981 г. Оно было получено совместными усилиями Роберта Брукса и Петера Мательски».

В литературе много различных описаний множества Мандельброта (см., например,
[6, с. 126–128], [16, с. 281]). Приведём одно из них.
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«Природа (или математическое описание) множества Мандельброта – это наглядная ана-
логия того, что в музыке называется “тема с вариациями”; одни и те же шаблоны повторяются
повсюду, но всякий раз несколько по-разному. . . Рассматривая его, мы постоянно будем видеть
что-то новое, но при этом снова и снова будут появляться знакомые очертания. Благодаря этой
неизменной новизне, множество Мандельброта можно назвать предельным фракталом, так как
оно содержит другие фракталы внутри себя. По сравнению с обычными фракталами оно со-
держит больше элементов, обладает большей гармоничностью, а его неожиданные свойства
ещё более неожиданны» (цит. по [6, с. 126–127], где приведена цитата из книги Cederberg J.N.
Acoursein Modern Geometries. Nueva York, Springer, 2000).

«В начале XVII века Галилео Галилей писал: “Книга природы написана на языке мате-
матики, её буквами служат треугольники, окружности и другие математические фигуры, без
помощи которых человеку невозможно понять её речь; без них нас ждут напрасные блуждания
в лабиринте. . .

Бенуа Мандельброт. . . усомнился. . . в выборе фигур классической геометрии (“треуголь-
ников, окружностей и других фигур”, как утверждал Галилей) в качестве средства для описания
природных объектов. Облака – не сферы, горы – не конусы, береговые линии – не окружности,
древесная кора не гладкая, молния распространяется не по прямой, – писал Мандельброт в
1975 году”» (цит. по [17, с. 111]).

Что имеет в виду Мандельброт, когда пишет, что «горы – не конусы?» Он имеет в виду
глубокую разницу между конусами и горами. Издалека гора действительно по форме похожа на
конус. Приближаясь к горе, увидим, что её склоны не гладкие: они полны неровностей, камней,
на них растут кусты и т.д. Подойдём ещё ближе. Можем обнаружить выходы на поверхность
минералов, капли росы и т.д. Если бы сумели приблизиться ещё ближе, то могли бы увидеть мо-
лекулы, взаимодействующие между собой и с молекулами воздуха, потом – атомы и, наконец, –
протоны, нейтроны, электроны и т.д. У реальной горы видим сложность на каждом уровне при-
ближения, а у идеального конуса только гладкую поверхность. «Фракталы были чужды уютному
евклидову миру с его регулярными структурами» [18].

Следуя этому примеру, фрактал следует определить как объект сложный, с какого бы рас-
стояния мы на него ни смотрели: увеличивая масштаб любой его части, получим сложную фигу-
ру. Многие математические фракталы обладают свойством самоподобия. Это свойство прибли-
жает их к природным объектам, обладающим известной степенью самоподобия.

Среди огромного числа наград и почётных званий Мандельброта следует отметить чрез-
вычайно престижные премии Александра Гумбольдта (1988), Вольфа по физике (1993), Япо-
нии (2003) и др. Он являлся академиком Национальной академии наук США, Американской
академии искусств и наук, Академии IBM-технологии, почётным членом Норвежской академии
наук и литературы, и это далеко не полный список его наград, заслуг и званий. Скончался Бенуа
Мандельброт 14 октября 2010 года от рака в Кембридже (Массачусетс, США).

6. Природа не фрактальна

Так называется раздел из книги [6, с. 127–128], которым закончим наше повествование,
приводя текст раздела полностью.

«В книгах, посвящённых фракталам, часто можно встретить утверждение вида “в при-
роде существует множество фрактальных объектов”. В действительности это не совсем так.
Когда мы говорим, что, например, граница, дерево или венозная сеть являются фракталами,
в действительности имеется в виду, что для них существуют фрактальные модели достаточно
высокой точности. В реальном мире не существует фракталов, как не существует прямых и
окружностей.

Однако математические модели, описывающие реальность, помогают нам лучше понять
её. Подобно тому как теория относительности описывает орбиту Меркурия точнее, чем Ньюто-
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новская механика, фрактальная геометрия описывает форму некоторых объектов точнее, чем
геометрия Евклида. Возможно, она точнее описывает и динамику реальных процессов.

Множество Мандельброта содержит бесконечно много деталей, и его рассмотрению в
различных масштабах можно посвятить всю жизнь. Точно так же мы можем изучать и реальный
мир, начав с молекул, затем перейдя к атомам, а от них – к нейтронам и другим субатомным
частицам. Возможно ли, что в один прекрасный день мы достигнем предела? Или же подобно
множеству Мандельброта, предела не существует и здесь? Этого никто не знает».

Для тех, кто интересуется фрактальной геометрией, рекомендуем статьи и книги [19–26] в
дополнение к тем, о которых уже шла речь.
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