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Цель. Выявление особенностей динамики и формирования структур в ансамбле генераторов ван дер По-
ля, вызванных мемристивным характером взаимодействия между его элементами, для двух моделей мемристивных
проводимостей: с «идеальной памятью» и реалистичной, предусматривающей «забывание» начального состояния
мемристивного элемента через большой промежуток времени. Методы. Методом Рунге–Кутты четвертого поряд-
ка проводится численное интегрирование системы уравнений, описывающей исследуемый ансамбль. По результатам
интегрирования строятся пространственно-временные диаграммы и мгновенные пространственные профили динами-
ческих режимов, полученных при вариации начальных условий и параметров мемристивного элемента. Проводится
их анализ. Результаты. Показано, что вид мгновенного пространственного профиля в исследуемом ансамбле в случае
мемристоров с «идеальной памятью» непосредственно зависит от выбора начального распределения мемристивных
переменных. Причем таким выбором можно добиться сосуществования в системе кластеров с различным поведением.
Например, бегущих волн и режима полной синхронизации. Данная особенность пропадает при переходе к «реаль-
ному» мемристору. Заключение. Введение мемристивной связи в ансамбль автоколебательных элементов оказывает
существенное влияние на его динамику. Система с «идеальными» мемристорами демонстрирует чувствительность
к их начальным состояниям, что позволяет управлять динамическим режимом системы и в достаточно широких
пределах изменять форму волнового профиля, меняя начальное распределение мемристивных элементов.
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The purpose of this work is to reveal intrinsic peculiarities of the dynamics and spatial structure formation in an
ensemble of the coupled van der Pol self-oscillators in a case of memristive coupling. Two models of memristive coupling
are considered: an idealised memristive model and a real one exhibiting the effect of «forgetting» of an initial state after
a long time. Methods. Numerical simulation of the equations describing the system under study by means of the fourth-
order Runge–Kutta method is carried out. Further exploration consists in plotting and analysis of space-time diagrams and
instantaneous spatial profiles of dynamical regimes obtained by means of varying the initial conditions and parameter values.
Results. It is shown that the shape of an instantaneous spatial profile fully depends on initial conditions in a case of ideal
memristive coupling. Choosing the initial conditions, one can realize coexistence of different clusters with qualitatively
different kinds of the dynamics (for instance, coexisting travelling waves and regimes of full synchronization). Such a
phenomenon disappears in a system with the «forgetting» effect. Conclusion. The properties of memristive coupling strongly
impact the behaviour of interacting self-oscillators. The system with ideal memristive coupling is very sensitive to initial
conditions. It allows to control the dynamics in a broad range and to change the spatial profile form varying the initial
conditions.
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Введение

В последние годы не ослабевает интерес к исследованию мемристивных устройств и си-
стем. Концепция мемристора, предложенная Л. Чуа в [1], была в дальнейшем обобщена и рас-
пространена на случай любого устройства, характеристики которого зависят от предыстории
функционирования. Такие устройства были названы мемристивными [2]. В настоящее время из-
вестно большое количество экспериментальных образцов двухполюсников и радиотехнических
устройств, обладающих свойствами мемристора [3–12]. Ожидается, что мемристивные устрой-
ства могут найти практическое применение в электронике и компьютерной технике, в частности,
для создания элементов памяти [13–19]. Мемристивные элементы используются в искусствен-
ных нейронных сетях, предназначенных для обработки информации [20–26]. Таким образом,
изучение поведения систем, содержащих мемристоры и мемристивные устройства, является ак-
туальным и важным с точки зрения возможных практических приложений.

Динамические системы, содержащие мемристивные элементы, обычно называют мемри-
стивными системами. При определенных свойствах мемристивного элемента (в частности, при
наличии «идеальной памяти», предполагающей зависимость от всех предыдущих состояний на
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протяжении функционирования устройства) такие системы могут демонстрировать ряд особен-
ностей в своем поведении. Математические модели мемристивных систем могут иметь в фазо-
вом пространстве инвариантные многообразия точек равновесия [27–33] или, напротив, совсем
не иметь точек равновесия [34, 35]. Простым примером мемристивной системы с осью равнове-
сий может служить радиотехнический генератор, описанный в [27–29, 32, 33]. Динамика систем
с линией равновесия отличается рядом особенностей. В фазовом пространстве могут существо-
вать притягивающие предельные множества, состоящие из неизолированных точек равновесия и
замкнутых орбит. Бифуркации в таких системах могут происходить при фиксированных значе-
ниях параметров и изменении начальных условий [28, 30, 33, 36, 37].

Важной задачей в исследовании мемристивных систем является анализ эффектов взаимо-
действия нелинейных осцилляторов и автогенераторов, соединенных мемристивными связями.
Интерес к данной задаче, в частности, вызван гипотезой о мемристивном характере синаптиче-
ских связей реальных нейронов [38, 39]. Электрическая активность в тканях сердца, подвержен-
ных воздействию электромагнитного излучения, также может быть описана с использованием
моделей мемристоров [40]. Понимание динамики ансамбля мемристивно связанных систем пред-
полагает понимание особенностей взаимодействия и синхронизации автоколебательных систем,
соединенных через мемристивный элемент. Мемристивно связанные периодические или хаоти-
ческие автогенераторы были рассмотрены в работах [39, 41–44, 46, 51], в которых были установ-
лены эффекты полной и частотно-фазовой взаимной синхронизации. Мемристивный характер
связи приводит к сильному влиянию начальных состояний на динамику взаимодействующих си-
стем. Так, в случае мемристора с «идеальной памятью», мемристивный характер взаимодействия
периодических автогенераторов с частотной расстройкой приводит к непрерывной зависимости
границ области частотного захвата от начальных значений переменных [46]. Данный эффект
исчезает, если мемристивные свойства элемента связи оказываются неидеальными.

Исследование динамики ансамблей мемристивно связанных нелинейных элементов, в ос-
новном, связано с задачами моделирования в нейродинамике. На сегодняшний день имеется уже
достаточно много работ, посвященных эффектам синхронизации пространственно-временной
динамики, распространению волн и образованию пространственных структур в нейронных ан-
самблях и сетях с мемристивными связями (например, [47–51]). Однако особенности поведения
распределенных систем с мемристивным характером связей до сих пор не вполне ясны. Нет
четкого ответа на вопрос, приводит ли мемристивная связь к качественно новым явлениям кол-
лективной динамики ансамблей, и в чем суть этих явлений.

В настоящей работе исследуется поведение одномерной цепочки идентичных автогене-
раторов ван дер Поля с периодическими граничными условиями, связанных через идентич-
ные мемристивные проводимости. Анализируется влияние распределения начальных состояний
генераторов и мемристивных элементов на установившийся режим бегущих волн. Цель рабо-
ты заключается в выявлении специфических эффектов, связанных с мемристивным характером
взаимодействия генераторов ансамбля. Рассматриваются две модели мемристивных проводимо-
стей: модель с «идеальной памятью», соответствующая идеям Л. Чуа [1], и более реалистичная
модель, предусматривающая «забывание» начального состояния мемристивного элемента через
большой промежуток времени.

1. Исследуемая система

Исследуемая радиотехническая модель ансамбля представлена на рис. 1. Она представля-
ет собой кольцо из 𝑃 связанных автогенераторов ван дер Поля, соединенных мемристивными
проводимостями. Каждый парциальный автогенератор состоит из параллельного колебательного
контура, включающего ёмкость 𝐶𝑖, индуктивность 𝐿𝑖, проводимость 𝑔𝑖 и нелинейный элемент
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Рис. 1. Эквивалентная схема 𝑖-го и (𝑖+1)-го автогенераторов

Fig. 1. Schematic circuit diagram of the 𝑖-th and (𝑖+1)-th self-oscillators

𝑁𝑖 с вольт-амперной характеристикой 𝑁 -типа: 𝐼𝑖(𝑈𝑖) = −α𝑖𝑈𝑖 + β𝑖𝑈3
𝑖 . Функция 𝐺𝑖(3𝑖) задает

мемристивную проводимость, связывающую автогенераторы с номерами 𝑖 и 𝑖+1. Дополнитель-
ные резисторы с проводимостями 𝑔𝑝𝑖 и 𝑔𝑠𝑖 обеспечивают регулировку суммарной проводимости,
которая отвечает за силу связи 𝑘𝑖𝐺𝑖(3𝑖), где 𝑘𝑖 представляет собой коэффициент связи. Мемри-
сторы, обеспечивающие связь автогенераторов, управляются некоторыми переменными 3𝑖. Со-
гласно [2] мемристивный характер рассматриваемого элемента заключается в инерционной зави-
симости проводимости или сопротивления мемристора от предыдущих состояний. Это обеспе-
чивается инерционным поведением управляющей переменной 3𝑖, которая в общем случае может
быть задана уравнением вида:

𝑑3𝑖
𝑑𝑡φ

= 𝐹𝑖(3𝑖, 𝑈𝑖, 𝑈𝑖+1).

Функция 𝐹 (...) может быть как линейной, так и нелинейной функцией своих аргументов.
Используя правила Кирхгофа, получаем следующую систему уравнений в физических пе-

ременных 𝑈𝑖, 𝐼𝑖, 3𝑖:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑈𝑖

𝑑𝑡*
+

1

𝐶𝑖
𝐼𝑖 +

𝑔𝑖
𝐶𝑖

𝑈𝑖 −
α𝑖
𝐶𝑖

𝑈𝑖 +
β𝑖
𝐶𝑖

𝑈3
𝑖 +

𝑘𝑖𝐺𝑖(3𝑖)
𝐶𝑖

(𝑈𝑖 − 𝑈𝑖+1)−

− 𝑘𝑖−1𝐺𝑖−1(3𝑖−1)

𝐶𝑖
(𝑈𝑖−1 − 𝑈𝑖) = 0,

1

𝐶𝑖

𝑑𝐼𝑖
𝑑𝑡*

=
1

𝐶𝑖𝐿𝑖
𝑈𝑖,

𝑑3𝑖
𝑑𝑡*

= 𝐹𝑖(3𝑖, 𝑈𝑖, 𝑈𝑖+1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑃.

Здесь 𝑡* – физическое время. Граничные условия имеют вид: 𝑈𝑖±𝑃 = 𝑈𝑖, 𝐼𝑖±𝑃 = 𝐼𝑖, 3𝑖±𝑃 = 3𝑖.
Будем считать все автогенераторы и элементы связи полностью идентичными. В этом случае:
α𝑖 = α, β𝑖 = β, 𝑔𝑖 = 𝑔, 𝐶𝑖 = 𝐶, 𝐿𝑖 = 𝐿, 𝑘𝑖 = 𝑘, 𝐺𝑖(...) = 𝐺(...), 𝐹𝑖(...) = 𝐹 (...). Обозначим
ω2 = 1/𝐿𝐶, введем безразмерные переменные

𝑡 = ω𝑡*, 𝑥𝑖 =

√︂
β
𝐶ω

𝑈𝑖, 𝑦𝑖 =
1

𝐶ω

√︂
β
𝐶ω

𝐼𝑖, 𝑧𝑖 = ω

√︂
β
𝐶ω
3𝑖

и обозначим

𝜀 =
α− 𝑔

𝐶ω
, 𝑀𝑖(𝑧𝑖) =

𝐺𝑖(3𝑖)
𝐶ω

= 𝑎+ 𝑏𝑧2𝑖 , 𝑓(𝑧𝑖, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) =

√︂
𝐶ω
β

𝐹 (3𝑖, 𝑈𝑖, 𝑈𝑖+1).
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Получаем систему уравнений в безразмерных переменных, описывающую кольцо идентичных
мемристивно связанных генераторов ван дер Поля:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥̇𝑖 = (𝜀− 𝑥2𝑖 )𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 + 𝑘[𝑀𝑖(𝑧𝑖)(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) +𝑀𝑖−1(𝑧𝑖−1)(𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖)],

𝑦̇𝑖 = 𝑥𝑖,

𝑧̇𝑖 = 𝑓(𝑧𝑖, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑃.

(1)

где 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖 – безразмерные динамические переменные; 𝑡 – безразмерное время; 𝜀 – параметр,
управляющий режимом автогенераторов; 𝑘 – коэффициент связи.

В соответствии с [1] управляющая мемристивной проводимостью переменная 3 понима-
ется как магнитный поток. Тогда динамика нормированной переменной 𝑧(𝑡) описывается урав-
нением

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= ∆𝑥. (2)

где ∆𝑥 – безразмерная разность потенциалов на мемристоре. Уравнение (2) соответствует иде-
альному мемристору (мемристору с «идеальной памятью»), поскольку в этом случае:

𝑧(𝑡) = 𝑧(𝑡0) +

𝑡∫︁
𝑡0

∆𝑥(θ𝑑θ).

Таким образом, идеальный мемристор бесконечно долго «помнит» начальное значение управля-
ющей переменной 𝑧(𝑡0) и все значения входной переменной ∆𝑥 в предыдущие моменты времени
θ ∈ [𝑡0, 𝑡].

В реальных мемристорах управляющая переменная 𝑧, как правило, не связана с магнит-
ным потоком и имеет другой физический смысл. Так, в реальных мемристивных устройствах
она может представлять собой толщину области с высокой концентрацией миграционных приме-
сей в полупроводниковых мемристорах [3] или площадь проводящей области в ионных устрой-
ствах [5–7]. В этом случае уравнение (2) для управляющей переменной может видоизмениться.
Так, в ряде работ [6, 52, 53] связь переменной 𝑧, управляющей характеристикой мемристивного
элемента, с входной переменной 𝑤 (в нашем случае 𝑤 = ∆𝑥) описывается уравнением вида:

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −γ𝑧 + 𝑤. (3)

В [6, 52, 53] показано, что для полупроводниковых мемристоров слагаемое вида γ𝑧 возникает
в связи с диффузией в активном слое. Коэффициент γ может быть очень мал. В этом случае
мемристор будет близок к идеальному. Однако в пределе 𝑡 → ∞ он все равно будет забывать
начальное состояние, в связи с чем модель (3) получила название «мемристор с эффектом забы-
вания». Будем задавать функцию 𝑓(𝑧𝑖, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) в последнем уравнении системы (1) в виде:

𝑓(𝑧𝑖, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) = −γ𝑧𝑖 + 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1. (4)

Тогда, положив γ = 0, мы получаем связь автогенераторов ансамбля через идеальные мемристо-
ры. При γ ̸= 0 учитывается более реалистичное описание мемристивности.

Мемристивные проводимости 𝑀(𝑧𝑖) будем задавать как

𝑀(𝑧𝑖) = 𝑎+ 𝑏𝑧2𝑖 , (5)

где 𝑎 и 𝑏 – некоторые параметры, одинаковые для всех мемристоров.
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2. Волновые режимы в кольце автогенераторов (1), связанных
через идеальные мемристоры. Влияние начальных условий

Исследуем ансамбль из 𝑃 = 100 автогенераторов (1), связанных через идеальные мемри-
стивные проводимости (γ = 0). Зафиксируем следующие параметры модели: 𝜀 = 0.1, 𝑘 = 0.25,
𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8. Как было показано в [29, 30, 32, 33, 37, 46], особенность систем, содержащих
мемристоры c «идеальной памятью», заключается в непрерывной зависимости характеристик
установившегося режима от выбора начального состояния, в частности, от начальных значе-
ний переменных, управляющих мемристивными элементами. Такая чувствительность к началь-
ному состоянию, особенно к начальному значению переменной, управляющей мемристором,
связана с существованием в мемристивных системах многообразий, состоящих из точек рав-
новесия. В системе (1) при γ = 0 и характеристике мемристоров, задаваемой выражением (5),
также существует такое инвариантное многообразие: все точки подпространства 𝑄, для которого
𝑥𝑖 = 0, 𝑦𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑃 , являются состояниями равновесия.

Рассмотрим влияние на волновой процесс в кольце мемристивно связанных автогенерато-
ров (1) начальных распределений 𝑧𝑖(0). Будем задавать различные начальные условия для дина-
мических переменных, определяющих состояния автогенераторов ансамбля 𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0) и управ-
ляющих переменных мемристоров связи 𝑧𝑖(0). Рассмотрим начальное распределение 𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0)
вдоль дискретной пространственной координаты 𝑖, задаваемое гармоническими функциями
(рис. 2, a): 𝑥𝑖(0) = 𝐴 sin(2π𝑖/𝑃 ), 𝑦𝑖(0) = 𝐴 cos(2π𝑖/𝑃 ), положив 𝐴 = 1. Для мемристивных пе-
ременных 𝑧𝑖 исследуем три варианта регулярного начального распределения 𝑧𝑖(0), показанных
на рис. 2, b (кривые IC-1, IC-2, IC-3). Кроме того, рассмотрим случайное начальное распреде-
ление 𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0) в интервале [−0.5, 0.5], полученное с помощью генератора случайных чисел с
равномерным распределением (рис. 2, c, d), при тех же начальных распределениях 𝑧𝑖(0): IC-1;
IC-2; IC-3.
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Рис. 2. a – Начальное распределение переменных 𝑥𝑖 (сплошная линия) и 𝑦𝑖 (пунктирная линия) в виде тригоно-
метрических функций; b – начальные распределения переменной 𝑧𝑖 (IC-1, IC-2, IC-3); c, d – случайное начальное
распределение переменных 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖

Fig. 2. a – Initial conditions of variables 𝑥𝑖 (solid line) and 𝑦𝑖 (dashed line) in the form of trigonometric functions;
b – initial conditions of variable 𝑧𝑖 (IC-1, IC-2, IC-3); c, d – initial conditions of variables 𝑥𝑖 and 𝑦𝑖 created by random
number generator
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В численных экспериментах уравнения (1) интегрировались методом Рунге–Кутты 4-го
порядка на времени, достаточном для установления стационарного профиля волны. Проверка
того, является ли режим установившимся, производилась с помощью диагностики повторяемо-
сти формы мгновенного профиля в моменты времени, в которые для первого элемента ансамбля
выполняются условия: 𝑥1(𝑡) > 0, |𝑦1(𝑡)| 6 0.001.

Использование мемристивного элемента в качестве элемента связи приводит к длитель-
ному переходному процессу в системе. Так, в случае идеальных мемристоров (γ = 0) профиль
волны в кольце (1) при указанных выше условиях устанавливается на времени 𝑡 = 80000 безраз-
мерных единиц, что составляет почти 13 тысяч периодов колебаний.

На рис. 3 показаны мгновенные профили бегущей волны в различные периоды времени
(𝑡1 = 500, 𝑡2 = 20000, 𝑡3 = 80000). Для времени установления 𝑡 > 𝑡3 = 80000 единиц безразмер-
ного времени форма профиля остается практически неизменной. Аналогичным образом ведут
себя мгновенные профили и при других начальных условиях.

На рис. 4 приведены пространственно-временные диаграммы и соответствующие им мгно-
венные профили, полученные при начальных распределениях 𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0) (см. рис. 2, a)
и 𝑧𝑖(0) (см. рис. 2, b). На пространственно-временных диаграммах различными тонами пока-
заны мгновенные значения 𝑥𝑖 автогенераторов ансамбля в различные моменты времени. Можно
видеть определенные отличия формы бегущих волн, которые лучше различимы на мгновенных
профилях волн. Для всех исследованных начальных распределений 𝑧𝑖(0) в кольце сохраняется
одноволновый режим (то есть на длине системы укладывается одно пространственное колеба-
ние), но форма профиля бегущей волны существенно меняется. Угол наклона светлых и тёмных
полос на пространственно-временной диаграмме изменяется в различных интервалах простран-
ственной координаты, что свидетельствует о различной скорости распространения волны на этих
участках кольца. Причем возможен даже случай, когда часть ансамбля демонстрирует режим
бегущих волн, а другая часть – пространственно однородный режим (рис. 4, a). Формирова-
ние участков с различными скоростями определяется начальным распределением мемристив-
ных переменных 𝑧𝑖, что позволяет управлять пространственным режимом системы в достаточно
широких пределах.

Рассмотрим влияние случайного начального распределения (см. рис. 2, c, d) на волновой
процесс. Начальные распределения 𝑧𝑖(0) будем выбирать те же, что и раньше (см. рис. 2, b).
На рис. 5 приведены пространственно-временные диаграммы и мгновенные профили волн в
кольце при фиксированном случайном начальном распределении 𝑥𝑖(0) и 𝑦𝑖(0) и трех различных
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Рис. 3. Установление пространственного профиля в системе (1) при начальном распределении IC-1 (см. рис. 2, b).
Мгновенные профили получены в следующие периоды времени: 𝑡1 = 500 (линия из точек); 𝑡2 = 20000 (пунктирная
линия); 𝑡3 = 80000 (сплошная линия). Начальное распределение переменных 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖 (см. рис. 2, a). Параметры
системы: 𝜀 = 0.1, 𝑘 = 0.25, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8, γ = 0

Fig. 3. Setting snapshot in system (1) at initial conditions IC-1 (Fig. 2, b). Snapshot at 𝑡1 = 500 (dotted line); 𝑡2 = 20000
(dashed line); 𝑡3 = 80000 (solid line). Initial conditions of variables 𝑥𝑖 and 𝑦𝑖 is shown in Fig. 2, a. System parameters:
𝜀 = 0.1, 𝑘 = 0.25, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8, γ = 0

330
Корнеев И.А., Слепнев А.В., Семенов В.В., Вадивасова Т.Е.

Известия вузов. ПНД, 2020, т. 28, № 3



1

1 20 80 100i
0

10

40

50
ti

m
e

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

xi

1

1 20 80 100i
0

10

40

50

ti
m

e

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

xi

1

1 20 80 100i
0

10

40

50

ti
m

e

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

xi

1

-0.4

-0.2

0.0

0.4

1 20 80 100

xi

i

1

-0.4

-0.2

0.0

0.4

1 20 80 100

xi

i

1

-0.4

-0.2

0.0

0.4

1 20 80 100

xi

i
a b c

Рис. 4. Волновые режимы в системе (1) для случая «идеальной» мемристивной связи: пространственно-временные
диаграммы и мгновенные профили при различных начальных распределениях переменной 𝑧𝑖: a – IC-1, b – IC-2,
c – IC-3. Начальное распределение переменных 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 показано на рис. 2, a. Параметры системы: 𝜀 = 0.1, 𝑘 = 0.25,
𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8, γ = 0. Время установления режимов 𝑡 = 80000

Fig. 4. Wave regimes in system (1) for «ideal» memristive coupling: space-time diagrams and snapshots at different initial
conditions of variable 𝑧𝑖: a – IC-1, b – IC-2, c – IC-3. Initial conditions of variables 𝑥𝑖 and 𝑦𝑖 is shown in Fig. 2, a. System
parameters: 𝜀 = 0.1, 𝑘 = 0.25, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8, γ = 0. The transient time is 80000
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Рис. 5. Волновые режимы в системе (1) для «идеальной» мемристивной связи: пространственно-временные диаграм-
мы и мгновенные профили волны при случайном начальном распределении переменных 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 (см. рис. 2, c, d), и
различных начальных распределениях переменной 𝑧𝑖 (см. рис. 2, b): a – IC-3; b – IC-1; c – IC-2. Параметры системы:
𝜀 = 0.1, 𝑘 = 0.25, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8, γ = 0. Время установления 𝑡 = 80000

Fig. 5. Wave regimes in system (1) for «ideal» memristive coupling: space-time diagrams and snapshots at initial conditions
of variables 𝑥𝑖 and 𝑦𝑖 is shown in Fig. 2, c, d and different initial conditions of variable 𝑧𝑖 (Fig. 2, b): a – IC-3; b – IC-1;
c – IC-2. System parameters: 𝜀 = 0.1, 𝑘 = 0.25, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8, γ = 0. The transient time is 80000
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распределениях 𝑧𝑖(0). В данном случае, в зависимости от распределения 𝑧𝑖(0), в установившемся
режиме реализуются разные волновые моды: одноволновая (рис. 5, a), двухволновая (рис. 5, b)
и трехволновая (рис. 5, c). Характер волновой моды здесь определяется числом пространствен-
ных колебаний, укладывающихся на длине системы. Для гармонической волны – это число длин
волн. В рассматриваемом случае форма колебаний является более сложной, не повторяющейся
в пространстве, так что о «длине волны» можно говорить лишь условно. Можно также отме-
тить наличие мелкомасштабных искривлений установившегося волнового профиля, что связано
с «памятью» системы о начальном случайном распределении переменных 𝑥𝑖, 𝑦𝑖.

3. Волновые режимы в кольце (1)
в случае модифицированного уравнения для переменных 𝑧𝑖

Рассмотрим влияние параметра γ на волновые режимы исследуемой системы (1). В урав-
нении (4), задающем динамику мемристивных переменных 𝑧𝑖, положим γ = 0.1. Таким образом
мы учитываем «неидеальный» характер мемристивных проводимостей, связывающих автогене-
раторы. В этом случае инвариантное многообразие равновесий 𝑄 перестает существовать, и в
системе остается только одна точка равновесия: 𝑥𝑖 = 0, 𝑦𝑖 = 0, 𝑧𝑖 = 0.

Зададим начальное распределение 𝑥𝑖(0), 𝑦𝑖(0) гармоническими функциями в соответствии
с рис. 2, a и рассмотрим различные начальные распределения 𝑧𝑖(0), приведенные на рис. 2, b.
Для всех начальных распределений мемристивной переменной в ансамбле устанавливается один
и тот же волновой режим, пространственно-временная диаграмма и мгновенный профиль ко-
торого приведены на рис. 6. Введение отличного от нуля параметра γ уменьшает длительность
процессов установления в системе. Так, мгновенный профиль, представленный на рис. 6, b, для
всех рассмотренных распределений 𝑧𝑖(0) устанавливается уже на времени 𝑡 = 10000 (примерно
1600 периодов колебаний). При очень малых значениях γ в системе наблюдаются длительные пе-
реходные процессы. С ростом γ установление стационарных режимов происходит значительно
быстрее.

Волновые режимы, устанавливающиеся при одинаковом случайном распределении 𝑥𝑖(0)
и 𝑦𝑖(0) (см. рис. 2, c, d) и различных 𝑧𝑖(0) (см. рис. 2, b), приведены на рис. 7. Начальное
распределение 𝑧𝑖(0), обозначенное как IC-1, приводит к установлению четырехволновой моды
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Рис. 6. Волновой режим в системе (1) для «неидеальной» мемристивной связи: a – пространственно-временная диа-
грамма и b – мгновенный профиль при начальном распределении переменных 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 (см. рис. 2, a), для всех начальных
распределений переменной 𝑧𝑖 (см. рис. 2, b). Параметры системы: 𝜀 = 0.1, 𝑘 = 0.25, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8, γ = 0.1.
Время установления 𝑡 = 10000

Fig. 6. Wave regime in system (1) for «real» memristive coupling: a – space-time diagram and b – snapshot at initial
conditions of variables 𝑥𝑖 and 𝑦𝑖 is shown in Fig. 2, a for all initial conditions of variable 𝑧𝑖 (Fig. 2, b). System parameters:
𝜀 = 0.1, 𝑘 = 0.25, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8, γ = 0.1. The transient time is 10000

332
Корнеев И.А., Слепнев А.В., Семенов В.В., Вадивасова Т.Е.

Известия вузов. ПНД, 2020, т. 28, № 3



1

1 20 80 100i
0

10

40

50

ti
m

e
-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

xi

1

1 20 80 100i
0

10

40

50

ti
m

e

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

xi

1

-0.4

-0.2

0.0

0.4

1 20 80 100

xi

i

1

-0.4

-0.2

0.0

0.4

1 20 80 100

xi

i
a b

Рис. 7. Волновые режимы в системе (1) для «неидеальной» мемристивной связи: пространственно-временные диа-
граммы и мгновенные профили при различных начальных распределениях переменной 𝑧𝑖: a – IC-1; b – IC-2 и IC-3.
Начальное распределение переменных 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖 показаны на рис. 2, c, d. Параметры системы: 𝜀 = 0.1, 𝑘 = 0.25,
𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8, γ = 0.1. Время установления режимов 𝑡 = 80000

Fig. 7. Wave regimes in system (1) for «real» memristive coupling: space-time diagrams and snapshots at different initial
conditions of variable 𝑧𝑖: a – IC-1; b – IC-2 and IC-3. Initial conditions of variables 𝑥𝑖 and 𝑦𝑖 is shown in Fig. 2, c, d.
System parameters: 𝜀 = 0.1, 𝑘 = 0.25, 𝑎 = 0.02, 𝑏 = 0.8, γ = 0.1. The transient time is 80000

(рис. 7, a), в то время как распределения IC-2 и IC-3 порождают трехволновую моду (рис. 7, b).
Таким образом, определенная зависимость установившегося режима от начальных состояний
мемристивных связей сохраняется, хотя форма волны уже не меняется всякий раз при изменении
𝑧𝑖(0). Можно также отметить, что для случайных начальных распределений переменных 𝑥𝑖,
𝑦𝑖 время установления стационарного профиля волны существенно возрастает и при γ = 0.1
становится таким же длительным, как и в случае γ = 0.

4. Обсуждение и заключение

Проведенные исследования показывают, что система c мемристивными связями между
элементами демонстрирует те же особенности, что и маломерная мемристивная система. В слу-
чае «идеального» характера мемристивных элементов особенность поведения мемристивных
систем проявляется в чувствительности к начальному состоянию системы, главным образом
к начальным значениям переменных, управляющих характеристиками мемристора. Так, форма
установившегося профиля бегущих волн в распределенной системе с мемристивными связями
меняется при изменении начального распределения мемристивных переменных 𝑧𝑖. Можно пред-
положить, что это изменение носит непрерывный характер, то есть малое изменение профиля
𝑧𝑖(0) сразу же приводит к изменению профиля волны по аналогии с изменением границы области
синхронизации в двух мемристивно связанных генераторах с частотной расстройкой (см. [46]).
В этом случае, меняя начальное распределение 𝑧𝑖(0), можно в достаточно широких пределах
изменять форму волнового профиля, оставаясь в режиме заданной моды (то есть заданного чис-
ла пространственных колебаний на длине системы). При этом для малых значений параметра
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γ время установления стационарного режима очень велико. В этом случае в установившемся
режиме непрерывная зависимость профиля волны от начальных условий наблюдаться не будет.
Действительно, начальные значения 𝑧𝑖 влияют на силу связи между элементами, от которой
зависит фазовая скорость волны. Однако не только распределение 𝑧𝑖 определяет форму стаци-
онарного профиля волны. Начальные распределения других переменных также важны. Данная
особенность поведения системы с мемристивными связями является следствием существования
в фазовом пространстве многообразия равновесий.

При «неидеальном» характере мемристивной связи, например, когда уравнение для управ-
ляющей мемристором переменной имеет вид (3), многообразие равновесий исчезает, а вместе с
ним исчезает и непрерывная зависимость формы волны от начального распределения мемристив-
ных переменных 𝑧𝑖(0). Таким образом, при малых γ влияние мемристивной связи проявляется в
длительном времени установления. О том же самом свидетельствуют расчеты, проведенные для
системы двух осцилляторов ван дер Поля, взаимодействующих через мемристор [54]. С ростом
γ мемристивные свойства быстро теряются. Форма волны уже не будет непрерывно меняться
с изменением распределения 𝑧𝑖(0). В то же время, как показали проведенные численные экс-
перименты, выбор 𝑧𝑖(0) при фиксированном распределении переменных, задающих начальные
состояния элементов, может существенно влиять на установившийся режим и даже приводить к
переключению на другую волновую моду.

В данной работе затронут только один аспект поведения мемристивных распределенных
систем и сред, причем выбраны наиболее простые модели как активных элементов (автогенера-
торов), так и мемристивных проводимостей. Динамика ансамбля автогенераторов с более слож-
ным поведением (например, релаксационных или хаотических), очевидно будет гораздо сложнее,
и влияние мемристивного характера связей может привести к иным, еще не установленным эф-
фектам. Кроме того, важное значение может иметь характеристика самих мемристивных элемен-
тов. Например, форма ее нелинейности. Особенно существенна форма уравнения, задающего ди-
намику переменной, управляющей мемристором. Это уравнение также может быть нелинейным.
Таким образом, рассмотрение более сложных моделей распределенных мемристивных систем
открывает много направлений для дальнейших исследований.
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