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Цель настоящего исследования – изучить динамику пучков и электронных сгустков в системе с идеально
проводящей плоскостью и однородным магнитным полем при наличии запаздывания электромагнитных волн и при
образовании в системе виртуального катода или при параметрах, близких к этому состоянию. Методы. В работе
в рамках численного моделирования изучается динамика цилиндрического электронного пучка, влетающего через
идеально проводящую плоскость в сильное продольное магнитное поле. Частицы – крупные. Изучение динамики
пучков проводится путём решения уравнений движения методом Рунге–Кутты 4-го порядка. Поле пространствен-
ного заряда рассчитывается по соотношениям Лиенара–Вихерта с учётом запаздывания. Влияние плоскости учи-
тывается методом зеркальных изображений. Время и место формирования виртуального катода оценивается по од-
номерной модели, что определяет шаг интегрирования по времени численной схемы. Результаты. Показано, что
при формировании виртуального катода в цилиндрическом пучке, частицы, прошедшие область виртуального ка-
тода, испытывают ускорение под действием пространственного заряда, сосредоточенного вблизи проводящей гра-
ницы. Происходит перераспределение энергии электронов пучка между электронами потока – электроны в хвосте
потока ускоряются, электроны вблизи плоскости влёта замедляются. Подобные процессы имеют место и при отсут-
ствии виртуального катода при инжекции в полупространство с магнитным полем короткого электронного импульса.
Заключение. С ростом плотности пространственного заряда пучка в системе электроны, влетающие в простран-
ство взаимодействия первыми, ускоряются сильнее, последующие электроны сильнее замедляются. При этом также
происходит увеличение расстояния, проходимого пучком. Особенно сильное ускорение наблюдается после области
виртуального катода.

Ключевые слова: электронный пучок, потенциалы Лиенара–Вихерта, сильноточная электроника, виртуальный катод,
приборы О-типа, метод крупных частиц.
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The purpose of this work is to study the dynamics of electron beams and bunches in a system with an ideally
conducting plane and a uniform magnetic field in the presence of delayed electromagnetic waves when a virtual cathode is
formed in the system and with parameters close to this state. Methods. The dynamics of a cylindrical electron beam flying
through an ideally conducting plane into a strong longitudinal magnetic field is studied by numerical simulation. Particles
are large. The study of the beam dynamics is carried out by solving the equations of motion by the 4th-order Runge–Kutta
method. The space charge field is calculated using the Lienard–Wiechert relations taking into account the delay effect. The
influence of the plane is taken into account by the method of mirror images. The time and place of virtual cathode formation
is estimated by one-dimensional model, which determines the time step of the numerical method. Results. It is shown
that during the formation of a virtual cathode in a cylindrical beam, particles passing through the virtual cathode region
are accelerated by the space charge concentrated near the conducting boundary. The electron beam energy is redistributed
between the electrons – the electrons in the tail of the beam are accelerated, the electrons in the vicinity of the entry plane
are decelerated. Similar processes also take place in the absence of a virtual cathode when a short electron pulse is injected
into a half-space with a magnetic field. Conclusion. Increasing space charge density of the beam in the system, the electrons
entering the interaction space first are accelerated more strongly, subsequent electrons slow down more strongly. In this case,
the distance traveled by the beam also increases. Especially strong acceleration is observed after the virtual cathode region.

Key words: electron beam, Lienard–Wiechert potentials, high-current electronics, virtual cathode, O-type devices, large
particle method.
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Введение

Постоянный интерес к изучению поведения электронных потоков связан с тем, что они
играют значительную роль в науке и технике как в нерелятивистской, так и в релятивистской
областях скоростей. Наличие кулоновского взаимодействия между отдельными электронами и
существование пространственного заряда в большом ансамбле частиц приводит к образованию
потенциальной ямы, которая, как и запаздывание волн пространственного заряда при реляти-
вистских скоростях существенно влияет на динамику движения электронов. Изучение таких
процессов ведется давно, начиная с работ Чайлда [1], Ленгмюра [2–4], Бурсиана [5], Богуславско-
го [6], опубликованных в начале прошлого столетия, и продолжается в настоящее время [7–11].

На структуру пучка и характер движения электронов оказывают влияние как скорости
частиц, так и плотность пространственного заряда, и плотность тока на влёте в пространство
взаимодействия.

Действие пространственного заряда на характер движения электронов, сфокусированных
продольным магнитным полем, заключается, прежде всего, в образовании виртуального катода,
который препятствует поступательному движению электронов при отсутствии внешнего ускоря-
ющего электрического поля. В работе [12] для бесконечно длинного пучка, транспортируемого в
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ограниченной в поперечном направлении цилиндрической области, получены соотношения, поз-
воляющие определить критические токи для сплошного цилиндрического и трубчатого потоков,
превышение которых препятствует дальнейшему продвижению электронов. Такие же процессы
существуют и при движении потока в неограниченной в поперечном направлении области [10].
Однако все исследования предполагают наличие электрода, ограничивающего электронный по-
ток вдоль поступательного направления движения, в связи с чем динамика и структура пучка в
процессе его движения в неограниченной области остаётся не изученной.

1. Методика анализа

Электронный поток представляется в виде ансамбля «крупных» частиц, заряд и масса ко-
торых зависят от величины тока 𝐼 и количества крупных частиц 𝑁 , влетающих в пространство
взаимодействия за шаг ∆𝑡. Заряд каждой частицы 𝑞 = 𝐼∆𝑡/𝑁 , масса 𝑚 = 𝑘𝑚𝑒, где 𝑘 = |𝑞|/𝑒 –
коэффициент укрупнения, 𝑒 – абсолютное значение заряда электрона, 𝑚𝑒 – его масса. В мгно-
венной системе отсчёта частицы представляются в виде шаров одинакового размера, параметры
которых остаются неизменными в процессе движения. Пучок цилиндрической формы 2, сфо-
кусированный магнитным полем конечной величины 𝐵⃗, вектор напряженности которого ори-
ентирован вдоль направления движения потока с заданными (рис. 1) поперечными размерами,
влетает в пространство взаимодействия, свободное от внешних электростатических полей, через
сетку 1, которая в рассматриваемой модели заменена идеально проводящей плоскостью.

Изучение динамики потока проводится на основе решения уравнений движения каждой
крупной частицы, масса, заряд и радиус которой сохраняются во все время движения. Поле про-
странственного заряда учитывается в рамках подхода «частица-частица», развитого в [13]. Для
расчета поля пространственного заряда в точке нахождения частицы в данный момент времени
используются соотношения Лиенара–Вихерта [14], которые учитывают запаздывание электро-
магнитного поля от других частиц в данной точке.

Соотношения Лиенара–Вихерта относятся к частице, движущейся в неограниченном про-
странстве, а наличие сетки нарушает это условие. Исходя из модели идеально проводящей сетки,

1

Рис. 1. Рассматриваемая система: 1 – идеально-проводящая плоскость; 2 – цилиндрический электронный пучок радиу-
сом 𝑅 с начальными скоростями электронов 𝑣⃗0, поступающий в полупространство с продольным магнитным полем 𝐵⃗

Fig. 1. The system under consideration: 1 – perfectly conductive plane; 2 – cylindrical electron beam of radius 𝑅 with initial
velocities 𝑣⃗0 entering the half-space with a longitudinal magnetic field 𝐵⃗

Шеин А.Г., Аликов С.А.
Известия вузов. ПНД, 2020, т. 28, № 5 493



для компенсации тангенциальной составляющей электромагнитного поля строятся электриче-
ские изображения. При этом траектории частиц полностью отражаются, и с учётом соотношений
Лиенара–Вихерта можно показать, что такое отражение приводит к обнулению тангенциальной
составляющей электрического поля и нормальной составляющей магнитного поля в плоскости
сетки [14].

Для решения уравнений движения крупных частиц применяется метод Рунге–Кутты 4-го
порядка точности, а определение времени запаздывания поля ведется методом сфер [14].

Если скорость электронов потока сравнительно мала (менее 0.3𝑐), для такой системы мож-
но оценить время и расстояние начала образования виртуального катода, когда первые электроны
начинают поворачивать назад. Данная оценка необходима для контроля шага численной схемы
при трёхмерном численном моделировании методом крупных частиц.

Уравнения в неограниченном с одной стороны диоде в одномерном приближении, спра-
ведливые вплоть до момента образования виртуального катода пока нет обратного тока,

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑧
=
ρ
𝜀0

,
𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑡

= − 𝑒

𝑚
,

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑡
+
ρ𝑣𝑧
𝜀0

= 0,

где ρ – объемная плотность зарядов.
Если рассматривать модель плоских листов, то поле заряженной плоскости с поверхност-

ной плотностью заряда ρ𝑑𝑧 в нерелятивистском случае, когда запаздывания нет

𝑑𝐸𝑧 =
ρ𝑑𝑧
2𝜀0

.

После интегрирования с учетом введенных изображений положительных зарядов

𝐸𝑧 =
1

2𝜀0

⎛⎝ 𝑧∫︁
0

ρ+(𝑧, 𝑡)𝑑𝑧 +
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∞∫︁
𝑧

ρ+(𝑧, 𝑡)𝑑𝑧

⎞⎠ = − 1
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𝑧

ρ(𝑧, 𝑡)𝑑𝑧,

так как
ρ−(−𝑧, 𝑡) = −ρ+(𝑧, 𝑡) = −ρ(𝑧, 𝑡).

В этом случае уравнения движения и уравнения поля допускают сведение к системе характери-
стических уравнений

𝑑𝐸𝑧
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𝑚
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Их решение

𝐸𝑧 = 𝐸𝑧0,

𝑣𝑧 = − 𝑒

𝑚
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2

2
+ 𝑣𝑧0(𝑡− 𝑡0).
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Здесь 𝐸𝑧0 = −𝑗0𝑡0/𝜀0 – поле в плоскости влёта, 𝑡 – текущее время, 𝑡0 – время влета частицы в
пространство взаимодействия, 𝑗0 – плотность тока.

Введем новые переменные: ωp=
√︀

𝑒|ρ0|/𝑚𝜀0 – плазменная частота; η=ωp𝑡, η0=ωp𝑡0 – те-
кущая и начальная фазы частицы; 𝑍=ωp𝑧/𝑣𝑧0, 𝑢=𝑣/𝑣𝑧0 – безразмерные координата и скорость.

Тогда

𝑢 = −η0(η− η0) + 1,

𝑍 = −η0
(η− η0)2

2
+ (η− η0).

Виртуальный катод при этом образуется для электрона, влетающего в пространство взаимодей-
ствия с любой начальной фазой η0 > 0. Минимум времени образования виртуального катода
определяется условием 𝑢 = 0:

η− = η0 +
1

η0
.

Очевидно, что минимум достигается при η0 = 1, η− = 2, тогда начальная координата виртуаль-
ного катода 𝑍 = 0.5, что соответствует

𝑧 =
𝑣𝑧0
2ωp

. (1)

Релятивистское обобщение данного соотношения в тех же предположениях

𝑧 =
1

ωp

𝑐2

𝑣𝑧0
√
γ0

(γ0 − 1), (2)

где γ0 – лоренц-фактор в плоскости влёта γ0 = 1/
√︀
1− 𝑣2𝑧0/𝑐

2. Первым электроном, приобре-
тающим нулевую скорость, является электрон с фазой влёта η0 =

√
γ0, время образования ВК

η− = 2
√
γ0.

2. Анализ результатов

2.1. Непрерывные потоки. На практике, как правило, наибольший интерес представля-
ют протяженные электронные потоки. Выбор параметров модели пучка обусловлен следующими
соображениями.

Величина фокусирующего магнитного поля должна обеспечивать сохранение формы и по-
перечных размеров потока при достаточно больших значениях плотности пространственного
заряда (с учетом увеличения плотности заряда в области виртуального катода) в диапазоне вы-
бранных значений скоростей (от 0.1𝑐 до 0.5𝑐). Пример внешнего вида такого длинного пучка
после прохождения области образования виртуального катода приведен на рис. 2.

В качестве базового варианта при расчетах выбраны параметры пучка с величиной плаз-
менной частоты 6 ГГц при токе 1 кА, а временной шаг расчета ∆𝑡 выбирается не более 10−12

секунды, за которое частица с максимальной скоростью проходит расстояние 0.18 мм.
На рис. 3 приведены рассчитанные по соотношениям (1) и (2) зависимости координаты

плоскости образования виртуального катода от скорости при неизменном токе (сплошная ли-
ния 4 – (1), штриховая кривая 5 – (2)) и результаты, полученные в результате численного расчета

Шеин А.Г., Аликов С.А.
Известия вузов. ПНД, 2020, т. 28, № 5 495



Рис. 2. Вид протяженного электронного потока (магнитное поле 1.0 Тл, плотность пространственного заряда
0.443 Кл/м3, 𝑣/𝑐 = 0.5, радиус пучка 5.48 мм)

Fig. 2. The shape of the long electron beam (magnetic field 1.0 T, space charge density 0.443 C/m3, 𝑣/𝑐 = 0.5, beam
radius 5.48 mm)

(точки, соединённые гладкими кривыми) для трёх вариантов расчётов. Первый вариант (резуль-
тат 1) является результатом моделирования по изложенному методу крупных частиц с соотноше-
ниями Лиенара–Вихерта для электромагнитного поля. Данный случай учитывает запаздывание.

Сравнение с результатами моделирования без запаздывания проводилось с двумя варианта-
ми расчётов. В первом случае (результат 2) для электрического поля использовались кулоновские
соотношения, а для расчётов магнитного поля – закон Био–Савара–Лапласа. Во втором случае
(результат 3) магнитное поле не учитывалось.

Как следует из рис. 3, наличие запаздывания приводит к тому, что формирование вирту-
ального катода происходит дальше от плоскости влёта, чем по расчётам без запаздывания. Также
можно отметить, что время начала формирования виртуального катода при наличии запаздыва-
ния увеличивается, а скорость частиц в хвосте потока, приобретённая за то же время, снижается.

1

2
3
4

5

Рис. 3. Зависимость изменения положения начала форми-
рования виртуального катода от скорости электронного
потока: 1 – расчёты методом крупных частиц с запазды-
ванием; 2 – расчёты методом крупных частиц без запаз-
дывания; 3 – расчёты методом крупных частиц по куло-
новским соотношениям для поля 𝐸⃗; 4 – нерелятивисткая
одномерная теория; 5 – релятивистская одномерная тео-
рия

Fig. 3. Dependence of the change in position of the beginning
of the virtual cathode formation on the electron beam
velocity: 1 – simulation by large particles method with delay
effect; 2 – simulation by large particles method without delay
effect; 3 – simulation by large particles method using Columb
law for electric field 𝐸⃗; 4 – non-relativistic one-dimensional
theory; 5 – relativistic one-dimensional theory
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Расхождение с одномерной теорией связано с двумя основными факторами. Во-первых,
модель плоских листов близка к модели цилиндрического пучка только при условии, что диа-
метр пучка много больше расстояния от плоскости влёта до виртуального катода. Расчёты прово-
дились с пучком радиусом 5.48 мм, и из рис. 3 следует, что в случае, когда наблюдается расхож-
дение, данное условие не выполняется. Во-вторых, в модели плоских листов запаздывание не
учитывается, так как выше использовались обычные соотношения для электромагнитного поля
неподвижной плоскости, что в релятивистском случае уже не справедливо.

Свой вклад в положения расчётных точек вносят и особенности метода крупных частиц.
За время образования виртуального катода в расчётах принимается время, когда одна крупная
частица приобретает скорость в отрицательном направлении оси 𝑧, именно её координаты приве-
дены на рис. 3. Но в расчётах наблюдались некоторые особенности. В частности, для отдельных
пучков отрицательную скорость приобретала не одна крупная частица, а несколько крупных
частиц одновременно. В данном случае за плоскость образования виртуального катода принима-
лась координата ближайшей из них к плоскости влёта, а расстояние между наиболее близкой к
плоскости влёта частицей и наиболее далекой росло с ростом скорости.

Параметры пучка, показанные на рис. 3, таковы: ток 𝐼 = 1 кА (плотность тока неизменна
при всех скоростях), величина объемной плотности пространственного заряда ρ изменяется от
0.059 до 0.354 Кл/м3.

Создание протяженных электронных потоков представляет собой достаточно сложную тех-
ническую задачу даже при наличии эффективной фокусировки. И связано это, как было указано
ранее, с действием пространственного заряда, заключающемся в появлении виртуального като-
да. При этом часть электронов, имеющих достаточную энергию, преодолевает потенциальный
барьер и продолжает движение.

В любом случае, в том числе и при отсутствии виртуального катода, неограниченный в
направлении движения поток находится в условиях, когда пространственный заряд не скомпен-
сирован в этом направлении, в отличие от бесконечно длинного потока. Наличие продольной
составляющей собственного поля пространственного заряда потока не меняет характер продоль-
ного движения электронов, но влияет на скорости поступательного движения, увеличивая их.
Этот процесс должен наблюдаться как в нерелятивистской, так и при релятивистской скоро-
сти, как при наличии виртуального катода, так и при его отсутствии. Для доказательства этого

Рис. 4. Фазовый портрет (одномерная модель) [15, рис. 36]

Fig. 4. Phase portrait (one-dimensional model) [15, fig. 36]

утверждения сошлемся на рис. 4, взятый
из работы [15, рис. 36], на котором пока-
зано, что даже в одномерной модели яв-
но прослеживается увеличение импульса от
𝑝𝑧/𝑚𝑐=0.5 в плоскости влета частиц до
𝑝𝑧/𝑚𝑐 = 1 на расстоянии 1 см, что соответ-
ствует изменению скорости от 0.45𝑐 до 0.71𝑐

для тех частиц, которые преодолели потен-
циальный барьер.

Похожие картины фазовых портретов
потоков показаны и в работе [16].

Иллюстрация этого процесса приведе-
на на рис. 5, где показаны фазовые портре-
ты потока при скоростях 0.1𝑐 и 0.3𝑐 с тока-
ми 𝐼 = 1.0 А и 100 A. Ускорение электро-
нов может наблюдаться в сравнительно сла-
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Рис. 5. Фазовые портреты и формы электронных пучков. Ток 𝐼 = 1.0 А, ρ ≈ 3.54 мКл/м3, 𝑣/𝑐 = 0.1 (a); 𝐼 = 1.0 А,
ρ ≈ 0.118 мКл/м3, 𝑣/𝑐 = 0.3 (b); 𝐼 = 100 А, ρ ≈ 11.8 мКл/м3, 𝑣/𝑐 = 0.3 (c)

Fig. 5. Phase portraits and the shape of the electron beams. Current 𝐼 = 1.0 A, ρ ≈ 3.54 mC/m3, 𝑣/𝑐 = 0.1 (a); 𝐼 = 1.0 A,
ρ ≈ 0.118 mC/m3, 𝑣/𝑐 = 0.3 (b); 𝐼 = 100 A, ρ ≈ 11.8 mC/m3, 𝑣/𝑐 = 0.3 (c)

боточных нерелятивистских потоках (рис. 5, b) до начала формирования минимума потенциа-
ла, но особенно четко это видно после образования виртуального катода, когда на электроны,
прошедшие дальше, действует дополнительная сила за счет большой величины заряда, сосредо-
точенного в потенциальной яме. Скорость пучка возрастает, что продемонстрировано в данных
примерах.

При дальнейшем уменьшении величины объемной плотности пространственного заряда
этот эффект исчезает.

2.2. Импульс тока. Непрерывные потоки наиболее часто применяются, и поэтому их
поведению и характеристикам уделяется большое внимание. Однако в ряде случаев интерес
могут представлять отдельные сгустки электронов (рис. 6–8), движущиеся в пространстве в
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фокусирующем магнитном поле. Особенности их поведения, в том числе и характер изменения
их формы и скорости, будут отличаться от непрерывных потоков с аналогичными величинами
объемной плотности пространственного заряда, плотности тока, скорости.

Пусть в пространство, в котором существует продольное однородное магнитное поле,
направленное вдоль направления поступательного движения частиц, инжектируется в течение
ограниченного времени цилиндрический электронный поток. Геометрическая длина электрон-
ного импульса зависит от величины скорости, объемной плотности пространственного заряда,
плотности тока. Временной интервал инжекции потока может быть выбран как из условия фор-
мирования виртуального катода в сгустке, так и при его отсутствии. Процессы, протекающие
при этом, существенно различаются.

На рис. 6 приведены картины внешнего вида короткого сгустка, при формировании ко-
торого за короткий промежуток времени не успевает сформироваться потенциальная яма.

Рис. 6. Изменение формы импульса длительностью 45 пс и его фазового портрета в процессе движения при токе
𝐼 = 100 А и начальной скорости 𝑣/𝑐 = 0.1 через: 45 пс (a); 60 пс (b); 90 пс (c)

Fig. 6. Change in the shape of an electron pulse with duration of 45 ps and its phase portrait during movement at the current
𝐼 = 100 A, and the initial speed 𝑣/𝑐 = 0.1 after: 45 ps (a); 60 ps (b); 90 ps (c)
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Для сравнения приведены графики, демонстрирующие пространственное расположение и фазо-
вые портреты импульсов с начальными скоростями 0.1𝑐 (объемная плотность пространственного
заряда ρ = 11.8 мКл/м3), а на рис. 7 – с начальной скоростью 0.3𝑐 (ρ = 33.4 мКл/м3) через 45 пс
(время формирования сгустка), 60 пс и 90 пс.

В процессе движения форма сгустка в поперечном сечении изменяется незначительно, а
геометрическая длина возрастает. Это обусловлено действием сил, растягивающих сгусток, и
появлением отрицательной скорости электронов.

Совершенно иная картина наблюдается в том случае, когда в течение формирования сгуст-
ка появляется потенциальная яма и образуется виртуальный катод. Наличие в сгустке электро-
нов, отраженных от потенциальной ямы и движущихся в обратную сторону, приводит к эффекту
«прилипания» сгустка к плоскости влета и увеличению его длины.

Рис. 7. Изменение формы импульса длительностью 45 пс и его фазового портрета в процессе движения при токе
𝐼 = 100 А, и начальной скорости 𝑣/𝑐 = 0.3 через: 45 пс (a); 60 пс (b); 90 пс (c)

Fig. 7. Change in the shape of an electron pulse with duration of 45 ps and its phase portrait during movement at the current
𝐼 = 100 A, and the initial speed 𝑣/𝑐 = 0.3 after: 45 ps (a); 60 ps (b); 90 ps (c)
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Рис. 8. Изменение формы импульса длительностью 450 пс и его фазового портрета в процессе движения при токе
𝐼 = 100 А, и начальной скорости 𝑣/𝑐 = 0.3 через: 45 пс (a); 60 пс (b); 90 пс (c)

Fig. 8. Change in the shape of an electron pulse with duration of 450 ps and its phase portrait during movement at the current
𝐼 = 100 A, and the initial speed 𝑣/𝑐 = 0.3: 45 ps (a); 60 ps (b); 90 ps (c)

На рис. 8 для тех же параметров, которые использованы при анализе процессов, пока-
занных на рис. 7, приведена картина изменения формы сгустка. В течение 450 пс формируется
сгусток, после чего электроны не поступают в пространство (рис. 8, a). В дальнейшем сгусток
не отрывается от плоскости инжекции, а отсутствие поступления электронов приводит к исчез-
новению пополнения электронов в сгусток.

Подобное явление наблюдается во всех случаях, если время формирования сгустка превы-
шает время образования виртуального катода.

Заключение

Одной из причин увеличения скорости движения электронных потоков является появление
продольной (вдоль направления движения потока) составляющей силы, вызванной ограниченно-
стью длины пучка.
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Ограниченность потока и вызванное этим влияние собственных полей пространственного
заряда приводит к изменению фазового портрета ограниченного в пространстве короткого по
времени электронного сгустка, увеличению его геометрической длины в процессе движения.

Существенную роль в поведении ограниченного сгустка играет время его образования, по-
скольку при появлении отраженных электронов ограничение инжекции электронов не позволяет
организовать отдельный самостоятельный сгусток, перемещающийся в пространстве.
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