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Аннотация. Тема работы – странные аттракторы многомерных отображений и потоков. Странные аттракторы мож-
но разделить на две группы: настоящие аттракторы, которые сохраняют свою хаотичность при малых возмущени-
ях, и квазиаттракторы (по Афраймовичу–Шильникову), внутри которых при малых возмущениях могут возникать
устойчивые периодические траектории. Основная цель настоящей работы – это построение эффективных критериев,
позволяющих различать такие аттракторы, а также проверка этих критериев с помощью численных экспериментов.
В качестве «настоящих» аттракторов мы рассматриваем так называемые псевдогиперболические аттракторы. В ра-
боте дается их определение и описываются характеристические свойства, на основании которых строятся два вида
численных методов, позволяющих проверить принципиально важное свойство псевдогиперболических аттракторов:
непрерывность полей сильно сжимающих пространств и пространств, где есть растяжение объемов. В качестве при-
меров, на которых протестированы численные методы проверки псевдогиперболичности, рассматриваются класси-
ческое отображение Эно, сингулярно-гиперболическое отображение Лози, аносовский диффеоморфизм двумерного
тора, классические системы Лоренца и Шимицу–Мориока, а также трехмерное отображение Эно.

Ключевые слова: хаотический аттрактор, псевдогиперболичность, квазиаттрактор, показатели Ляпунова, аттрактор
Лоренца, отображение Эно.
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Abstract. The topic of the paper is strange attractors of multidimensional maps and flows. Strange attractors can be divided
into two groups: genuine attractors, that keep their chaoticity under small perturbations, and quasi-attractors (according to
Afraimovich–Shilnikov), inside which stable periodic orbits can arise under small perturbations. Main goal of this work is
to construct effective criteria that make it possible to distinguish such attractors, as well as to verify these criteria by means
of numerical experiments. Under «genuine» attractors, we mean the so-called pseudohyperbolic attractors. We give their
definition and describe characteristic properties, on the basis of which two numerical methods are constructed, which allow
to check the principally important property of pseudohyperbolic attractors: the continuity of strong contracting subspaces
and subspaces where volumes are expanded. As examples on which numerical methods for checking pseudohyperbolicity
have been tested, we consider the classical Hénon map, the singularly hyperbolic Lozi map, the Anosov diffeomorphism of
two-dimensional torus, the classical Lorenz and Shimizu–Morioka systems, as well as a three-dimensional Hénon-like maps.
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Введение

В теории динамического хаоса особый интерес представляют странные аттракторы, ко-
торые демонстрируют устойчивое хаотическое поведение при изменении параметров системы.
Примеров таких настоящих странных аттракторов до недавнего времени было совсем немного:
гиперболические аттракторы [1] и аттракторы Лоренца [2–4].

Напомним, гиперболичность аттрактора в случае системы дифференциальных уравнений
означает, что на траекториях аттрактора имеет место инвариантное относительно линеаризован-
ной системы разложение в прямую сумму 𝐸𝑠 ⊕𝐸0 ⊕𝐸𝑢 трех линейных подпространств, непре-
рывно зависящих от точки фазового пространства. Здесь 𝐸0 всегда направлено по касательной
к траектории, и вдоль него вектор в среднем не сжимается и не растягивается (ляпуновский
показатель на 𝐸0 равен нулю); все векторы в 𝐸𝑠 экспоненциально сжимаются, а в 𝐸𝑢 – растя-
гиваются (все ляпуновские показатели на 𝐸𝑠 отрицательны, а на 𝐸𝑢 положительны). В случае
отображений имеет место разложение 𝐸𝑠 ⊕ 𝐸𝑢 без нейтрального подпространства.

Эти условия гиперболичности с математической точки зрения выглядят вполне естествен-
ными и простыми, поэтому примеры гиперболических аттракторов, такие как соленоиды Смейла–
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Вильямса, аттракторы Аносова, DA-аттракторы, появились уже в 1960-х годах, чуть позже по-
явился аттрактор Плыкина [5]. Но все это были чисто математические модели, а их примеры
в приложениях никак не хотели появляться. Как писал Д.В. Аносов в своей работе [6]: «Такое
впечатление, что Господь Бог предпочитает пойти на некоторое ослабление гиперболичности,
нежели возиться с ограничениями на топологию, возникающими при его настоящей (полной и
равномерной) гиперболичности...».

Такое «ослабление гиперболичности» предложено в работе [7], где заложены основы тео-
рии псевдогиперболических аттракторов и геометрически построен пример такого аттрактора
для четырехмерного потока. Это хорошо известный сейчас дикий спиральный аттрактор, для
которого выполняются условия «слабой гиперболичности», состоящие в том, что в окрестности
аттрактора существует пара непрерывных инвариантных линейных подпространств 𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢,
трансверсальных друг другу, со следующими свойствами: в 𝐸𝑠𝑠 все векторы экспоненциально
сжимаются, а в 𝐸𝑐𝑢 экспоненциально растягиваются объемы. Это свойство было названо в [7]
псевдогиперболичностью (точное определение дано в [7, 8], см. также определение 1 настоящей
работы).

Соответствующее свойство, очевидно, гораздо слабее гиперболичности, и поэтому может
выполняться для более широкого класса систем. Так, гиперболический аттрактор всегда являет-
ся грубым, структурно устойчивым, а псевдогиперболический – вполне может быть негрубым,
и, более того, системы с псевдогиперболическими аттракторами могут принадлежать областям
Ньюхауса, то есть открытым областям в пространстве динамических систем, в которых плотны
системы с гомоклиническими касаниями. Такие аттракторы были названы в [7] дикими гипер-
болическими.

Заметим, кстати, что классический аттрактор Лоренца не является гиперболическим, он
псевдогиперболический. В его точках касательное пространство раскладывается в прямую сум-
му подпространств 𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢, где 𝐸𝑠𝑠(𝑥) одномерно и 𝐸𝑐𝑢(𝑥) двумерно для каждой точки 𝑥
аттрактора. В частности, для состояния равновесия 𝑂 подпространства 𝐸𝑠𝑠(𝑂) и 𝐸𝑐𝑢(𝑂) опре-
деляются явно: пусть λ1 > 0 > λ2 > λ3 – собственные значения равновесия 𝑂, а ℓ⃗1, ℓ⃗2, ℓ⃗3 – их
собственные векторы. Тогда 𝐸𝑠𝑠(𝑂) – это прямая с направляющим вектором ℓ⃗3, а 𝐸𝑐𝑢(𝑂) – это
плоскость, натянутая на векторы ℓ⃗1 и ℓ⃗2. Аттрактор Лоренца – негрубый [4, 9], но гомоклиниче-
ских касаний он не допускает, то есть не является диким. В то же время спиральный аттрактор
из [7] является псевдогиперболическим, с dim𝐸𝑠𝑠(𝑥) = 1 и dim𝐸𝑐𝑢(𝑥) = 3, и диким, благодаря
присутствию в нем шильниковского седло-фокуса [10, 11].

Что касается гиперболических аттракторов, то они все-таки появились в приложениях.
И прежде всего этим своим достижением нелинейная динамика обязана С.П. Кузнецову. Начи-
ная с его первой статьи на эту тему [12], он опубликовал целую серию работ о гиперболических
аттракторах в физических системах и монографию 2013 г. [13] на эту тему, в которой можно
найти также соответствующие ссылки. После монографии С.П. Кузнецов опубликовал еще ряд
работ на тему гиперболических аттракторов. Так, одна из его последних работ [14] была посвя-
щена системам связанных осцилляторов с гиперболическими хаотическими аттракторами. Ха-
отическая динамика в трехмерных системах дифференциальных уравнений на сегодня изучена
достаточно подробно, а вот принципиально новых результатов о хаосе в размерности четыре и
выше (так сказать, гиперхаосе) известно сравнительно мало. Мы считаем, что открытие Кузнецо-
вым гиперболических аттракторов в многомерных системах, отвечающих реальным физическим
приложениям, явилось одним из важнейших вкладов в формирующуюся теорию гиперхаоса.

Один из первых вопросов в теории гиперболических и псевдогиперболических аттрак-
торов и их приложений – нахождение условий, позволяющих надежно отличить их от часто
наблюдаемых в экспериментах «ненастоящих» странных аттракторов, так называемых квазиат-
тракторов [15, 16].
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Последние могут выглядеть вполне хаотическими, но только «с физической точки зре-
ния», так как теория говорит, что внутри них при сколь угодно малых возмущениях появляются
устойчивые периодические траектории с достаточно узкими областями притяжения, так что их
легко не заметить в обычных численных экспериментах, см., например, [17]. Окна устойчиво-
сти – хорошо известное свойство хаотической динамики. Хотя большинство из них практически
невозможно обнаружить, сам факт их наличия говорит о том, что наблюдаемый хаос может
отвечать, «на самом деле», очень длинному переходному процессу, и непонятно, можно ли в
таких случаях доверять численно определенным показателям Ляпунова, и т.д., и вообще неяс-
но, как здесь теоретически интерпретировать наблюдаемую динамику. Псевдогиперболичность
исключает существование окон устойчивости и, по-видимому, является также и необходимым
условием хаотичности, устойчивой к малым возмущениям системы.1 При этом, как мы объясня-
ем в данной статье, псевдогиперболичность допускает достаточно легкую проверку, давая таким
образом эффективный метод решения (трудной) задачи о существовании или несуществовании
окон устойчивости.

Главное в проверке (псевдо)гиперболичности – проверка непрерывной зависимости под-
пространств 𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢 от точки фазового пространства. В настоящей работе мы рассматриваем
на примере различных моделей два подхода. Первый, основанный на диаграммах непрерывно-
сти, был предложен нами в [8, 18–20], другой, основанный на измерении углов между 𝐸𝑠𝑠 и
𝐸𝑐𝑢, разрабатывался группой С.П. Кузнецова [21–25]. Мы показываем, что оба метода хорошо
дополняют друг друга.

Статья организована следующим образом. В разделе 1 приведено определение псевдоги-
перболических аттракторов. В разделе 2 дано описание методов проверки аттракторов на псев-
догиперболичность, а в разделе 3 мы применяем эти методы к различным моделям (как потокам,
так и отображениям). Дискуссия и выводы приведены в Заключении.

1. Определение псевдогиперболичности

Гиперболические системы являются грубыми (структурно-устойчивыми) и, соответствен-
но, структурно-устойчивым является демонстрируемое ими хаотическое поведение.

Как мы отмечали во Введении, гиперболические странные аттракторы в физических мо-
делях были открыты С.П. Кузнецовым. Как для физиков, так и для математиков такие моде-
ли представляют большой интерес, но все равно их мало, и обнаружение новых гиперболиче-
ских аттракторов в задачах из приложений всегда является большим достижением. Большинство
странных аттракторов, наблюдаемых в экспериментах, не являются гиперболическими. Тем не
менее, несмотря на это, многие из них могут демонстрировать устойчивое хаотическое поведе-
ние траекторий. Однако здесь устойчивость понимается уже не в смысле грубости или струк-
турной устойчивости, а, например, как открытость следующего свойства: у каждой траектории
аттрактора максимальный показатель Ляпунова положителен. Открытость здесь означает, что
данное свойство выполняется для всех близких систем.

Таким свойством обладают, например, аттракторы Лоренца, которые не являются гипер-
болическими. Их относят к классу, по разной терминологии, квазигиперболических (Синай) или
сингулярно-гиперболических (Пасифико–Моралес–Сатаев) аттракторов. В более широком смыс-
ле, аттракторы Лоренца являются специфическими представителями так называемых псевдоги-
перболических аттракторов [7].

Напомним соответствующее определение, следуя работе [8] (см. также [26] и [27]).

1Это предположение было сформулировано в [8] в форме «P/Q гипотезы»: все аттракторы делятся на два типа –
псевдогиперболические аттракторы и квазиаттракторы.
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Определение 1. Пусть 𝒜 является положительно инвариантным множеством 𝑛-мерного
𝐶𝑟-гладкого потока 𝐹 (то есть, 𝐹𝑡(𝒜) ⊂ 𝒜 для 𝑡 > 0). Множество 𝒜 называется псевдо-

гиперболическим, если оно обладает следующими свойствами.
a) Для любой точки 𝑥 ∈ 𝒜 существует два непрерывно зависящих от 𝑥 линейных подпро-

странства, 𝐸1(𝑥) и 𝐸2(𝑥), где dim𝐸1 = 𝑘 и dim𝐸2 = 𝑛 − 𝑘, которые инвариантны
относительно дифференциала 𝐷𝐹 потока,

𝐷𝐹𝑡𝐸1(𝑥) = 𝐸1(𝐹𝑡(𝑥)), 𝐷𝐹𝑡𝐸2(𝑥) = 𝐸2(𝐹𝑡(𝑥)),

для любых 𝑡 > 0.
b) Разложение на 𝐸1 и 𝐸2 является доминирующим, то есть существуют константы 𝐶1>0

и β > 0 такие, что
‖𝐷𝐹𝑡(𝑥)|𝐸2‖ · ‖(𝐷𝐹𝑡(𝑥)|𝐸1)−1‖ 6 𝐶1𝑒

−β𝑡

для любых 𝑡 > 0 и 𝑥 ∈ 𝒜. Это означает, что любое возможное сжатие в 𝐸1(𝑥) равно-
мерно слабее, чем сжатие в 𝐸2(𝑥), и любое возможное растяжение в 𝐸1(𝑥) равномерно
сильнее любого возможного растяжения в 𝐸2(𝑥).

c) Линеаризованный поток 𝐷𝐹 на 𝐸1 экспоненциально растягивает любые 𝑘-мерные объе-
мы, то есть существуют константы 𝐶2 > 0 и σ > 0 такие, что

𝑑𝑒𝑡(𝐷𝐹𝑡(𝑥)|𝐸1) > 𝐶2𝑒
σ𝑡

для любых 𝑡 > 0 и 𝑥 ∈ 𝒜.

Если псевдогиперболическое множество 𝒜 является аттрактором, мы называем его псев-
догиперболическим аттрактором. Заметим, что определение 1 является обобщением соответ-
ствующего определения из работы [7].

Аналогичное определение можно дать для диффеоморфизмов. Для этого нужно просто
считать, что время 𝑡 принимает дискретные значения, то есть 𝑡 ∈ Z и заменить 𝐹𝑡 в приведенном
выше определении на итерацию диффеоморфизма 𝑓 , то есть 𝐹𝑡 = 𝑓 𝑡.

Замечание 1. В случае диффеоморфизмов, если условия (b) и (c) этого определения заменить на
более строгие условия:
b’) дифференциал 𝐷𝐹 экспоненциально сжимает любые векторы в 𝐸2, то есть существуют

константы 𝐵1 > 0 и σ1 > 0 такие, что

‖𝐷𝐹𝑡(𝑥)|𝐸2‖ 6 𝐵1𝑒
−σ1𝑡

для любых 𝑡 > 0 и 𝑥 ∈ 𝒜,
c’) 𝐷𝐹 экспоненциально растягивает любые векторы в 𝐸1, то есть существуют константы

𝐵2 > 0 и σ2 > 0 такие, что

‖(𝐷𝐹𝑡(𝑥)|𝐸1)−1‖ 6 𝐵2𝑒
−σ2𝑡

для любых 𝑡 > 0 и 𝑥 ∈ 𝒜,
то мы получим определение гиперболического множества. В случае гиперболических потоков
в каждой точке 𝑥 ∈ 𝒜 существует разложение на 3 подпространства. Помимо подпространств
сжатия и растяжения направлений 𝐸2 и 𝐸1, на которых выполняются такие же оценки, как в
условиях (b’) и (c’), здесь также выделяется нейтральное, касательное к траектории подпро-
странство 𝐸0.

В этой работе мы рассматриваем только примеры, в которых имеется равномерное сжа-
тие в подпространствах 𝐸2(𝑥). Таким образом, используя стандартные обозначения теории нор-
мальной гиперболичности, мы будем называть 𝐸2(𝑥) сильно сжимающими подпространствами и
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обозначать их через 𝐸𝑠𝑠(𝑥); центрально-неустойчивые подпространства 𝐸1(𝑥) будем обозначать
через 𝐸𝑐𝑢(𝑥).

Теперь, чтобы проверить псевдогиперболичность аттрактора, используя определение 1,
первое и самое простое, что можно сделать, это вычислить спектр его показателей Ляпунова
Λ1 > Λ2 > . . . > Λ𝑛. Тогда из условия (c) определения 1 вытекает, что

Λ1 + · · · + Λ𝑘 > 0, (1)

а из условия (b), что
Λ𝑘 > Λ𝑘+1. (2)

Отметим, что эти условия должны выполняться для всех траекторий на аттракторе. Эф-
фективный способ проверить это – взять только одну, достаточно длинную «репрезентативную»
траекторию на аттракторе, поделить ее на множество относительно коротких частей, а затем
проверить условия (1) и (2) для каждой части, вычислив так называемые «короткие» (finite-time)
ляпуновские показатели [25, 28].

Однако даже если оба этих условия выполняются, то это все еще не свидетельствует о
псевдогиперболичности аттрактора. Дело в том, что можно легко пропустить маленькие «дыр-
ки», содержащие, например, устойчивые периодические траектории. Вообще говоря, эти «дыр-
ки» могут быть настолько маленькими, что их невозможно обнаружить при стандартных вы-
числениях [17]. Соответственно, нужен метод, позволяющий убедиться как можно увереннее,
что таких дырок нет. Такой метод состоит в том, чтобы кроме условий (b) и (c) определения 1
проверять еще и условие (a). Для этого нужно убедиться, что разбиение на пару инвариантных
подпространств непрерывно зависит от точки на аттракторе. Это требует построения и анали-
за инвариантных подпространств 𝐸𝑠𝑠(𝑥), соответствующих показателям Ляпунова Λ1, . . . ,Λ𝑘 и
𝐸𝑐𝑢(𝑥), соответствующих показателям Λ𝑘+1, . . . ,Λ𝑛.

2. О методах проверки псевдогиперболичности

Когда условие гиперболичности или псевдогиперболичности для какого-то класса систем
удается записать в явной форме,2 это всегда является большой удачей. Такие условия дают воз-
можность разработать основанные на интервальной арифметике методы строгого доказательства
(псевдо)гиперболичности некоторых аттракторов, наблюдаемых в конкретных системах. Такого
рода методы близки по духу методам доказательных вычислений, разработанных Такером для
доказательства хаотичности классического аттрактора Лоренца [30]. Высокая трудоемкость та-
ких вычислений обуславливает потребность в разработке менее строгих, а за счет этого более
быстрых, но все же надежных численных методов проверки псевдогиперболичности.

Такой подход был предложен в наших недавних работах [19, 20, 31]. В его основе лежит
главным образом проверка свойства непрерывной зависимости подпространств 𝐸𝑠𝑠(𝑥) и 𝐸𝑐𝑢(𝑥)
от точки аттрактора. Проверка только неравенств (1) и (2) в ряде случаев показывает положи-
тельный результат, тогда как проверка непрерывности подпространств разрушает иллюзию псев-
догиперболичности [20, 25–27]. Таким образом, надежность выявления псевдогиперболичности
резко повышается.

Далее, следуя [8], более подробно опишем соответствующий алгоритм. Мы берем длин-
ную траекторию системы, отбрасываем достаточно длинный начальный сегмент, отвечающий
переходному процессу, чтобы быть уверенным, что оставшаяся часть траектории дает хорошую
аппроксимацию аттрактора. Далее мы вычисляем спектр показателей Ляпунова для этой тра-
ектории вместе с соответствующими ляпуновскими ковариантными векторами (см. подробнее

2См., например, условия (*) из [3] или (1.1) из [4] для аттракторов Лоренца, лемму 1 из [29] для их периодических
возмущений, или теорему 5 из [7] для дикого спирального аттрактора.
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о ляпуновском анализе в работах [25, 32–34]). При таком подходе подпространства 𝐸𝑠𝑠(𝑥) и
𝐸𝑐𝑢(𝑥) вычисляются автоматически, а проверка условия (a) сводится к проверке непрерывной
зависимости полученных подпространств от точки 𝑥 на аттракторе.

В нашей работе [8] это делается следующим образом. Мы строим график функции рас-
стояния между 𝐸𝑠𝑠(𝑥) и 𝐸𝑠𝑠(𝑦) в зависимости от расстояния между соответствующими точками
аттрактора 𝑥 и 𝑦 (на участке траектории, которая используется как аппроксимация аттрактора).
Если dist (𝐸𝑠𝑠(𝑥), 𝐸𝑠𝑠(𝑦)) → 0 при dist (𝑥, 𝑦) → 0, то делается вывод, что 𝐸𝑠𝑠(𝑥) непрерывно
зависит от точки на аттракторе. Важно отметить, что по построению мы снабжаем полученное
численно подпространство 𝐸𝑠𝑠(𝑥) ориентацией, инвариантной относительно линеаризованной
системы. Как следствие, мы измеряем расстояние между ориентированными подпространствами
𝐸𝑠𝑠(𝑥) и 𝐸𝑠𝑠(𝑦). Таким образом, метод из работы [8] позволяет проверять больше, чем тре-
буется по условию (a) определения 1. А именно, он позволяет устанавливать существование и
непрерывность ориентируемого поля подпространств 𝐸𝑠𝑠(𝑥). Такое поле может существовать
не для всех псевдогиперболических аттракторов (например, неориентируемый аттрактор Лорен-
ца [4, 35] не обладает таким полем). Оно всегда существует, если поглощающая область 𝒟 (на
которую распространяется свойство псевдогиперболичности аттрактора) односвязная. Однако
в случае общей топологии аттрактора ориентация 𝐸𝑠𝑠(𝑥) может изменяться при продолжении
по нестягиваемой петле. Это несколько сужает класс аттракторов, для которых наш метод при-
меним непосредственно. Для анализа псевдогиперболичности аттракторов с неориентируемым
полем 𝐸𝑠𝑠(𝑥) необходимо дополнительное исследование.

Аналогичная проверка непрерывности делается и для подпространства 𝐸𝑐𝑢(𝑥), также на-
деленного инвариантной ориентацией. Если оба поля 𝐸𝑐𝑢(𝑥) и 𝐸𝑠𝑠(𝑥) непрерывны, то можно
сделать вывод о псевдогиперболичности аттрактора.

В данной статье рассматриваются только случаи, когда пространства сильного сжатия
𝐸𝑠𝑠(𝑥) одномерны и, следовательно, подпространства 𝐸𝑐𝑢(𝑥) имеют коразмерность 1. Соответ-
ственно, непрерывность 𝐸𝑐𝑢(𝑥) эквивалентна непрерывности поля нормалей 𝑁 𝑐𝑢(𝑥) к гипер-
плоскостям 𝐸𝑐𝑢(𝑥). По определению 𝐸𝑠𝑠(𝑥) и 𝑁 𝑐𝑢(𝑥) – поля прямых линий, а введение ори-
ентации делает их векторными полями. Далее опишем процедуру построения векторных полей
𝐸⃗𝑠𝑠(𝑥) и 𝑁⃗ 𝑐𝑢(𝑥).

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

𝑥̇ = 𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛. (3)

Возьмем некоторую траекторию этой системы и вычислим для нее ляпуновские показатели
Λ1, . . . ,Λ𝑛. Проверим условия (1), (2), которые в нашем случае принимают вид

Λ1 + · · · + Λ𝑛−1 > 0, (4)

Λ𝑛−1 > Λ𝑛. (5)

Пусть {𝑥1, ..., 𝑥𝑚} – дискретизация (конечная последовательность точек) рассматриваемой
траектории. Возьмем произвольный единичный вектор 𝑢𝑚 в точке 𝑥𝑚 и определим последова-
тельность единичных векторов 𝑢𝑠 в точках 𝑥𝑠, 𝑠 = 1, . . . ,𝑚, с помощью следующей индуктив-
ной процедуры: если 𝑢𝑠 – вектор, полученный на (𝑚𝑠)-й итерации, то 𝑢𝑠−1 определяется как
𝑢𝑠−1 = 𝑈𝑠−1/‖𝑈𝑠−1‖, где 𝑈𝑠−1 – решение при 𝑡 = 𝑡𝑠−1 следующего уравнения в вариациях

𝑈̇ = 𝐷𝐹 (𝑥(𝑡)) 𝑈 (6)

с начальным условием 𝑈(𝑡𝑠) = 𝑢𝑠; здесь 𝐷𝐹 – матрица производных от 𝐹 , а 𝑥(𝑡) – решение (3)
с начальным условием 𝑥(𝑡𝑠) = 𝑥𝑠. Подчеркнем, что уравнения (3) и (6) решаются в обратном
времени (от 𝑡 = 𝑡𝑠 до 𝑡 = 𝑡1). Чтобы подавить неустойчивость при проходе по траектории в
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обратном времени, на каждом шаге в качестве начального условия используется предварительно
сохраненное значение 𝑥𝑠, которое вычислено интегрированием (3) в прямом времени. По усло-
вию (5) последовательность единичных векторов 𝑢𝑠 экспоненциально сходится к ковариантному
ляпуновскому вектору, соответствующему минимальному ляпуновскому показателю Λ𝑛 почти
для всех начальных условий 𝑢𝑚. Таким образом, если 𝑚1, 𝑚2 и 𝑚 достаточно велики, то сег-
мент траектории для 𝑠 ∈ [𝑚1,𝑚−𝑚2] дает хорошую аппроксимацию аттрактора, а векторы 𝑢𝑠 –
аппроксимацию поля 𝐸⃗𝑠𝑠(𝑥𝑠).

Аналогичную процедуру мы используем для нахождения векторов 𝑁⃗ 𝑐𝑢(𝑥𝑠) = 𝑤𝑠. Начнем
с единичного вектора 𝑤0 и определим индуктивно 𝑤𝑠+1 = 𝑊𝑠+1/‖𝑊𝑠+1‖, где 𝑊𝑠+1 является
решением в точке 𝑡 = 𝑡𝑠+1 сопряженного уравнения в вариациях

𝑊̇ = −[𝐷𝐹 (𝑥(𝑡))]⊤ 𝑊 (7)

с начальным условием 𝑊 (𝑡𝑠) = 𝑤𝑠. Очевидно, что если 𝑢(𝑡) является решением (6), а 𝑤(𝑡)
решением (7), то скалярное произведение (𝑢(𝑡), 𝑤(𝑡)) остается постоянным, так как

𝑑

𝑑𝑡
(𝑢,𝑤) = (𝐴𝑢,𝑤) − (𝑢,𝐴⊤𝑤) = 0

(здесь мы обозначили 𝐴(𝑡) = 𝐷𝐹 (𝑥(𝑡))). Следовательно, для любого подпространства кораз-
мерности 1, ортогонального 𝑤0, последовательность его итераций по уравнению в вариациях
(6) останется ортогональной 𝑊𝑠 при 𝑡 = 𝑡𝑠. Поскольку при типичном выборе такого подпро-
странства его итерации экспоненциально сходятся к 𝐸𝑐𝑢, отсюда следует, что векторы 𝑊𝑠 дают
хорошее приближение поля направлений 𝑁⃗ 𝑐𝑢(𝑥𝑠) (ортогонального 𝐸𝑐𝑢) для всех достаточно
больших 𝑠.

Описанная процедура также применима для проверки псевдогиперболичности аттракто-
ров дискретных динамических систем (отображений). Рассмотрим диффеоморфизм 𝑥 ↦→ 𝐹 (𝑥) и
возьмем его траекторию 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, где 𝑥𝑠+1 = 𝐹 (𝑥𝑠). Тогда векторы 𝑢𝑠 и 𝑤𝑠 определяются по
правилу

𝑢𝑠−1 =
𝐷𝐹 (𝑥𝑠)

−1𝑢𝑠
‖𝐷𝐹 (𝑥𝑠)−1𝑢𝑠‖

, 𝑤𝑠+1 =
[𝐷𝐹 (𝑥𝑠)

⊤]−1𝑤𝑠

‖𝐷𝐹 (𝑥𝑠)⊤]−1𝑤𝑠‖
.

Стоит отметить, что аттрактор отображения 𝐹 может иметь ориентируемые поля подпро-
странств 𝐸⃗𝑠𝑠 и 𝑁⃗ 𝑐𝑢, но их ориентация может меняться с каждой итерацией 𝐹 . Чтобы этого
избежать, можно удалить из последовательности (𝑥𝑠, 𝑢𝑠, 𝑤𝑠) каждый второй элемент.

Наконец, как только траектория 𝑥𝑠, 𝑠 ∈ [𝑚1,𝑚 − 𝑚2] и векторы 𝑢𝑠 и 𝑤𝑠 вычислены, мы
строим диаграммы непрерывности для 𝐸⃗𝑠𝑠 и 𝑁⃗ 𝑐𝑢 – графики на плоскости (ρ,3), где для каждой
пары точек (𝑥𝑖, 𝑥𝑗), 𝑚1 6 𝑖 < 𝑗 6 𝑚 − 𝑚2 отображается точка с координатами (ρ, 3), где
ρ – расстояние между 𝑥𝑖 и 𝑥𝑗 , а 3 – угол между соответствующими векторами 𝑢𝑖 и 𝑢𝑗 (для
диаграммы непрерывности 𝐸⃗𝑠𝑠) или угол между 𝑤𝑖 и 𝑤𝑗 (для 𝑁⃗ 𝑐𝑢).

Эти диаграммы выглядят как два облака точек на плоскости (ρ,3). Если каждое из этих
облаков 𝐸⃗𝑠𝑠 или 𝑁⃗ 𝑐𝑢 касается оси ρ = 0 только лишь в начале координат (ρ,3) = (0, 0), тогда
можно считать поля направлений 𝐸𝑠𝑠 и 𝑁 𝑐𝑢 непрерывными и, следовательно, аттрактор псевдо-
гиперболическим.

С другой стороны, если одно из облаков касается оси 3 в точках, отличных от нуля, или
между облаком и осью 3 нет видимого промежутка, то соответствующее поле подпространств не
может считаться непрерывным. Поэтому рассматриваемый аттрактор либо непсевдогиперболи-
ческий, либо неориентируемый (точнее, поле 𝐸𝑠𝑠(𝑥) неориентируемо на аттракторе). Последний
случай возможен, если одно из облаков касается оси ρ = 0 только в двух точках 3 = 0 и 3 = π.
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В этом случае требуется дополнительный анализ для доказательства псевдогиперболичности ат-
трактора [36], например, методом углов Купцова–Кузнецова [22, 25].

Метод Купцова–Кузнецова – это другой метод проверки непрерывности подпространств
𝐸𝑠𝑠(𝑥) и 𝐸𝑐𝑢(𝑥). Изначально он был предложен для проверки гиперболичности [22], а в работе
[25] был обобщен на случай псевдогиперболических аттракторов. Метод основан на наблюдении,
что, если 𝐸𝑠𝑠(𝑥) и 𝐸𝑐𝑢(𝑥) непрерывно зависят от 𝑥, то угол между ними отделен от нуля (в ‘си-
лу свойства компактности аттрактора). Искомый угол α𝑠 вычисляется в каждой точке рассмат-
риваемой достаточно длинной траектории по формуле α𝑠 = π/2 − arccos ((𝑢𝑠, 𝑤𝑠)/(|𝑢𝑠||𝑤𝑠|)).
Результатом работы этого метода является гистограмма углов на плоскости (α, 𝑓), где 𝑓(α) –
аппроксимация плотности распределения угла между подпространствами. Отсутствие близких к
нулю углов на такой гистограмме свидетельствует об отсутствии касаний между 𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢, что
служит подтверждением псевдогиперболичности.

3. Проверка псевдогиперболичности аттракторов различных моделей

Для начала протестируем описанный выше метод на примерах странных аттракторов в
таких классических моделях, как отображения Эно и Лози, возмущенный диффеоморфизм Ано-
сова, система Лоренца, а затем рассмотрим странные аттракторы в менее известном трехмерном
отображении Эно.

3.1. Двумерные отображения. Псевдогиперболичность аттрактора двумерного отобра-
жения эквивалентна равномерной гиперболичности. Поэтому необходимо уметь отличать равно-
мерно-гиперболические аттракторы от неравномерно-гиперболических (таких как, например, ат-
трактор Бенедикса–Карлесона [37–39]).

Ncuss

Рис. 1. Аттрактор отображения Эно (8) при 𝑏=0.1, 𝑀=1.7 (a);
гистограмма углов между 𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢 (b); 𝐸⃗𝑠𝑠- и 𝑁⃗𝑐𝑢-диаграммы
непрерывности для рассматриваемого аттрактора (c, d)

Fig. 1. An attractor in the Hénon map (8) at 𝑏 = 0.1, 𝑀 = 1.7 (a);
the histogram of angles between 𝐸𝑠𝑠 and 𝐸𝑐𝑢 (b); 𝐸⃗𝑠𝑠- and 𝐸⃗𝑐𝑢-
continuity diagrams for the attractor under consideration (c, d)

Сначала рассмотрим двумерное
отображение Эно

𝑥̄ = 𝑦,
𝑦 = 𝑀 − 𝑏𝑥− 𝑦2.

(8)

На рис. 1 показаны численные ре-
зультаты проверки псевдогиперболич-
ности аттрактора Эно при значениях па-
раметров 𝑏 = 0.1, 𝑀 = 1.7. Портрет ат-
трактора показан на рис. 1, a. Поглоща-
ющая область аттрактора односвязная,
поэтому в случае равномерной гипер-
боличности соответствующие линейные
поля 𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢 должны быть ориен-
тируемыми. Однако поскольку аттрак-
тор Эно содержит седловую неподвиж-
ную точку с отрицательными мульти-
пликаторами, на каждой итерации отоб-
ражение будет менять ориентацию. Сле-
довательно, при построении диаграмм
непрерывности нужно учитывать только
каждую вторую итерацию отображения.

Диаграммы непрерывности пока-
заны на рис. 1, c и 1, d. Наличие на этих
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графиках точек, близких к (0,3), с 3, отделенным от нуля, указывает на отсутствие непрерыв-
ности векторных полей 𝐸⃗𝑠𝑠 и 𝑁⃗ 𝑐𝑢. Кроме того, гистограмма углов между подпространствами
𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢, изображенная на рис. 1, d, показывает, что эти подпространства могут касаться. Эти
результаты согласуются с хорошо известным фактом [5], что сжимающие площадь диффеомор-
физмы плоскости, в частности отображение Эно, не могут иметь равномерно-гиперболических
странных аттракторов (то есть любой странный аттрактор в отображении Эно должен быть ква-
зиаттрактором в соответствии с нашей P/Q гипотезой [8]).

На рис. 2 аналогичные результаты представлены при значениях параметров 𝑏 = −0.3,
𝑀=1.4. Обе диаграммы рис. 2, с и d, а также гистограмма углов рис. 2, b, подтверждают отсут-
ствие непрерывности подпространств 𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢 и наличие касаний между ними, соответственно.

Следующий пример – это отображение Лози

𝑥̄ = 1 + 𝑦 −𝑀 |𝑥|,
𝑦 = 𝑏𝑥.

(9)

Хорошо известно, что в этом отображении имеется сингулярно-гиперболический аттрак-
тор при некоторых значениях параметров 𝑀 и 𝑏 (например, при 𝑏 = 0.5 и 𝑀 = 1.7, см. портрет
аттрактора при этих параметрах на рис. 3, a. Легко видеть, что при 𝑥 = 0 производная рассмат-
риваемого отображения претерпевает разрыв. Таким образом, нарушается непрерывность 𝐸𝑠𝑠

и 𝐸𝑐𝑢. Однако, поскольку отображение является кусочно-непрерывным, скачок вдоль направле-
ний 𝐸⃗𝑠𝑠 и 𝑁⃗ 𝑐𝑢 в точках разрыва должен образовывать некоторое дискретное множество. Этот
факт подтверждается рис. 3, c и d, где диаграммы непрерывности 𝐸⃗𝑠𝑠 и 𝑁⃗ 𝑐𝑢 образованы гори-
зонтальными линиями, которые касаются линии ρ = 0 на дискретном множестве значений 3.

Рис. 2. Аттрактор отображения Эно (8) при 𝑏 = −0.3, 𝑀 = 1.4 (a); гистограмма углов между 𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢 (b); 𝐸⃗𝑠𝑠-
и 𝑁⃗𝑐𝑢-диаграммы непрерывности для аттрактора (c, d)

Fig. 2. An attractor in the Hénon map (8) at 𝑏 = −0.3, 𝑀 = 1.4 (a); the histogram of angles between 𝐸𝑠𝑠 and 𝐸𝑐𝑢 (b);
𝐸⃗𝑠𝑠- and 𝐸⃗𝑐𝑢-continuity diagrams for the attractor (c, d)
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Рис. 3. Аттрактор Лози в отображении (9) при 𝑏 = 0.5, 𝑀 = 1.7 (a); гистограмма углов между 𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢 (b);
𝐸⃗𝑠𝑠- и 𝑁⃗𝑐𝑢-диаграммы непрерывности для аттрактора (c, d)

Fig. 3. The Lozi attractor in map (9) at 𝑏 = 0.5, 𝑀 = 1.7 (a); the histogram of angles between 𝐸𝑠𝑠 and 𝐸𝑐𝑢 (b); 𝐸⃗𝑠𝑠- and
𝐸⃗𝑐𝑢-continuity diagrams for the attractor (c, d)

Распределение углов между подпространствами 𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢, изображенное на рис. 3, c, подтвер-
ждает сингулярную гиперболичность рассмотренного аттрактора.

Далее рассмотрим аносовские диффеоморфизмы тора. По определению эти отображения
равномерно гиперболические, а значит и псевдогиперболические. Классический их пример за-
дается линейным отображением,

𝑥̄ = 2𝑥 + 𝑦 (mod 1),

𝑦 = 𝑥 + 𝑦 (mod 1).
(10)

Для этого отображения все точки на диаграммах непрерывности 𝐸⃗𝑠𝑠 и 𝑁⃗ 𝑐𝑢 ожидаемо ложатся
на горизонтальную прямую 3 = 0. Небольшие возмущения не разрушают гиперболичность
отображения (10). Далее рассмотрим в качестве примера двумерное возмущенное аносовское
отображение, предложенное в [40]:

𝑥̄ = 𝑀𝜀(2𝑥 + 𝑦) (mod 1),
𝑦 = 𝑥 + 𝑦 (mod 1),

(11)

где 𝑀𝜀(𝑥) – одномерное отображение Мёбиуса:

𝑥 → 1

2π
arctan

(︂
(1 − 𝜀2) sin(2π𝑥)

2𝜀 + (1 + 𝜀2) cos(2π𝑥)

)︂
.

Заметим, что при 𝜀 = 0 отображение (11) совпадает с отображением (10).
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Рис. 4. Аттрактор возмущенного отображения Аносова (11) при 𝜀 = 0.6 (a); гистограмма углов между 𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢 (b);
𝐸⃗𝑠𝑠- и 𝑁⃗𝑐𝑢-диаграммы непрерывности для аттрактора (c, d)

Fig. 4. An attractor in the perturbed Anosov map (11) at 𝜀 = 0.6 (a); the histogram of angles between 𝐸𝑠𝑠 and 𝐸𝑐𝑢 (b);
𝐸⃗𝑠𝑠- and 𝐸⃗𝑐𝑢-continuity diagrams for the attractor (c, d)

Портрет аттрактора, соответствующие диаграммы непрерывности подпространств 𝐸⃗𝑠𝑠 и
𝑁⃗ 𝑐𝑢, а также гистограмма распределения углов между 𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢 (при фиксированном 𝜀 = 0.6)
представлены на рис. 4. Эксперименты наглядно подтверждают псевдогиперболичность отобра-
жения (11).

3.2. Классическая модель Лоренца. Одним из самых наглядных примеров трехмерных
потоков, демонстрирующих псевдогиперболический аттрактор на открытом множестве значений
параметров, является модель Лоренца⎧⎨⎩ 𝑥̇ = σ(𝑦 − 𝑥),

𝑦̇ = 𝑥(𝑟 − 𝑧) − 𝑦,
𝑧̇ = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧,

(12)

где σ, 𝑟 и 𝑏 – параметры.
С помощью методов доказательных вычислений Такером в работе [30] было показано, что

в этой системе при классических значениях параметров (σ = 10, 𝑟 = 28, 𝑏 = 8/3), существу-
ет аттрактор Лоренца. Из результатов Такера следует, что эта система удовлетворяет условиям
геометрической модели Афраймовича–Быкова–Шильникова [3, 4].

Это означает, что аттрактор системы Лоренца (12) при указанных значениях параметров яв-
ляется псевдогиперболическим. Таким образом, существует инвариантная поглощающая область
𝒟, внутри которой находится аттрактор Лоренца; в каждой точке 𝒟 есть пара таких линейных
подпространств 𝐸1 = 𝐸𝑐𝑢 и 𝐸2 = 𝐸𝑠𝑠 (dim𝐸𝑠𝑠 = 1 и dim𝐸𝑐𝑢 = 2), для которых выполняются
условия определения 1.

Так как свойство псевдогиперболичности является открытым (грубым), система Лорен-
ца обладает псевдогиперболическим аттрактором также в некоторой окрестности этих значений
параметров. Численно область 𝐿𝐴 на плоскости параметров (σ, 𝑟), где существует псевдоги-
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перболический аттрактора Лоренца при фиксированном значении 𝑏 = 8/3, была определена в
работах [41, 42]. Левая граница области 𝐿𝐴 (см. рис. 5, a) определяется кривой 𝑙2, на которой
неустойчивые сепаратрисы седлового состояния равновесия 𝑂(0, 0, 0) ложатся на устойчивые
многообразия некоторых седловых предельных циклов 𝐿1 и 𝐿2. Эти циклы рождаются из гомо-
клинической восьмерки бабочки седла 𝑂, которая образуется при параметрах (σ, 𝑟), лежащих на
бифуркационной кривой 𝑙1. Когда гомоклиническая бабочка расщепляется, вместе с седловыми
циклами 𝐿1,2 также рождается непритягивающее гиперболическое множество. Далее, при пере-
сечении кривой 𝑙2 это множество становится притягивающим (образуется аттрактор Лоренца),
а его бассейн притяжения ограничивается устойчивыми многообразиями седловых циклов 𝐿1 и
𝐿2. Слева от кривой 𝑙2 сепаратрисы 𝑂 стремятся к устойчивым состояниям равновесия 𝑂1 и 𝑂2,
а справа от этой кривой – к аттрактору Лоренца. Однако изначально аттрактор Лоренца сосуще-
ствует с устойчивыми состояниями равновесия 𝑂1 и 𝑂2, которые теряют устойчивость на кривой
𝑙3, соответствующей субкритической бифуркации Андронова–Хопфа [43]. В момент бифуркации
предельные циклы 𝐿1 и 𝐿2 сливаются с состояниями равновесия 𝑂1 и 𝑂2 (при 𝑟 = 𝑟3 ≃ 24.74,
если зафиксировать 𝑏 = 8/3 и σ = 10). Справа от кривой 𝑙3 состояния равновесия 𝑂1 и 𝑂2 ста-
новятся седло-фокусами с двумерными неустойчивыми многообразиями, а аттрактор Лоренца
становится единственным аттрактором системы; см. более подробную информацию в [4, 44] и
пятой главе [45].

Правая граница 𝑙𝐴=0 области 𝐿𝐴 соответствует появлению «крючков» в отображении Пу-
анкаре, см. рис. 5, c. Плоскость Π : {𝑧 = 𝑟 − 1} является сечением системы (12). Отображение

a

b

c
Рис. 5. Область 𝐿𝐴 на плоскости параметров (σ, 𝑟) (при 𝑏 = 8/3), где существует псевдогиперболический аттрактор
Лоренца (a); кривые 𝑙1, 𝑙2 и 𝑙3, описанные в [44], кривая 𝑙𝐴=0, впервые вычисленная в [41] и изученная более детально
в [42]. Отображения Пуанкаре 𝑇 на секущей Π (секущая 𝑧 = 𝑟 − 1 в модели Лоренца) при значениях параметров в
области 𝐿𝐴, когда существует аттрактор Лоренца (b) и справа от 𝑙𝐴=0 (c)

Fig. 5. The domain 𝐿𝐴 on (σ, 𝑟)-parameter plane (for 𝑏 = 8/3) where the pseudohyperbolic Lorenz attractor exists (a);
the curves 𝑙1, 𝑙2 and 𝑙3 were described in [44], the curve 𝑙𝐴=0 was calculated first in [41] and studied in details in [42]. The
Poincaré maps 𝑇 in the cross-section Π (the section 𝑧 = 𝑟 − 1 for the Lorenz model) at values of the parameters from the
domain 𝐿𝐴 where the Lorenz attractor exists (b); and from a domain to the right of 𝑙𝐴=0 (c)
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Пуанкаре 𝑇 разрывно на линии Π0, соответствующей пересечению Π с двумерным устойчивым
многообразием седла 𝑂. Эта линия делит сечение на две части: Π+ и Π−. Образы площадок
𝑇 (Π+) и 𝑇 (Π−) имеют треугольную форму с вершинами в точках 𝑀− и 𝑀+, где неустойчи-
вые сепаратрисы седла 𝑂 пересекают Π в первый раз. Стоит отметить, что треугольники ста-
новятся бесконечно тонкими вблизи точек 𝑀±. В области существования аттрактора Лоренца
отображение Пуанкаре 𝑇 является (сингулярно) гиперболическим (гиперболичность отображе-
ния Пуанкаре здесь эквивалентна псевдогиперболичности потока). Из гиперболичности следует
существование гладкого инвариантного слоения 𝐹 𝑠𝑠, вдоль которого отображение 𝑇 является
сжимающим, см. рис. 5, b. Можно предположить, что это слоение все еще существует на гра-
нице 𝑙𝐴=0, и эта граница соответствует касанию слоения остриями 𝑀± треугольников 𝑇 (Π±).
При пересечении границы гиперболичность отображения 𝑇 разрушается. Правдоподобная гипо-
теза, объясняющая такое разрушение, состоит в том, что кривая 𝑙𝐴=0 плотно заполнена точками,
соответствующими существованию гомоклинических петель к 𝑂 со значением сепаратрисы 𝐴,
равным нулю. Бифуркации таких петель приводят к возникновению устойчивых предельных
циклов [46]. Следовательно, граница 𝑙𝐴=0 отделяет область псевдогиперболичности аттрактора
Лоренца от области, в которой он становится квазиаттрактором.

Мы построили диаграммы непрерывности 𝐸⃗𝑠𝑠 и 𝑁⃗ 𝑐𝑢 в системе Лоренца для значений
параметров слева и справа от кривой 𝑙𝐴=0, см. рис. 6. Приведенные диаграммы подтвержда-

cu

cu

Рис. 6. Два различных аттрактора системы Лоренца (первый столбец), соответствующие им диаграммы непрерыв-
ности для 𝐸⃗𝑠𝑠(𝑥) (второй столбец) и для 𝑁⃗𝑐𝑢(𝑥) (третий столбец), а также гистограмма углов между 𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢

(четвертый столбец) при значениях параметров: (верхняя строка) 𝑟 = 28, σ = 10, 𝑏 = 8/3, когда аттрактор псевдо-
гиперболический, и (нижняя строка) 𝑟 = 35, σ = 10, 𝑏 = 8/3, когда нарушается условие 1 псевдогиперболичности
(см., определение 1). Стоит отметить, что визуальной разницы между формой этих двух аттракторов практически нет,
несмотря на различие в динамике

Fig. 6. Two different attractors of the Lorenz system (first column), the corresponding continuity diagrams for 𝐸⃗𝑠𝑠(𝑥)

(second column) and for 𝑁⃗𝑐𝑢(𝑥) (third column), and also the histogram of angles between 𝐸𝑠𝑠 and 𝐸𝑐𝑢 (fourth column) for
the following parameter values: (top row) 𝑟 = 28, σ = 10, 𝑏 = 8/3, when the attractor is pseudohyperbolic, and (bottom
row) 𝑟 = 35, σ = 10, 𝑏 = 8/3 when the pseudohyperbolicity condition 1 is violated (see, Definition 1). It should be noted
that there is practically no visual difference between the shape of these two attractors, despite the difference in dynamics
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Рис. 7. Неориентируемый псевдогиперболический аттрактор Лоренца в системе Шимицу–Мориока при (α, λ) =

= (0.565, 0.61631369): портрет аттрактора и его увеличенный фрагмент вблизи точки 𝑂(0, 0, 0) (a); 𝐸⃗𝑠𝑠- и 𝑁⃗𝑐𝑢-
диаграммы непрерывности для рассматриваемого аттрактора (b, c); гистограмма углов между 𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢 (d)

Fig. 7. A nonorientable pseudohyperbolic Lorenz attractor in the Shimizu–Morioka system for (α, λ) = (0.565, 0.61631369):
the attractor portrait and its enlarged fragment near the point 𝑂(0, 0, 0) (a); 𝐸⃗𝑠𝑠- and 𝑁⃗𝑐𝑢-continuity diagrams for the
attractor (b, c); the hystogram of angles between 𝐸𝑠𝑠 and 𝐸𝑐𝑢 (d)

ют псевдогиперболичность аттрактора Лоренца в области LA и потерю псевдогиперболической
структуры при пересечении границы этой области.

Отметим также, что для аттрактора справа от кривой 𝑙𝐴=0 соответствующие диаграммы
непрерывности для 𝐸⃗𝑠𝑠 и 𝑁⃗ 𝑐𝑢 касаются линии ρ = 0 только при 3 = 0 и 3 = π. Как напи-
сано в разделе 2, это означает либо отсутствие непрерывности соответствующих полей 𝐸𝑠𝑠 и
𝑁 𝑐𝑢, либо их неориентируемость. От последней возможности сразу отказаться нельзя, так как
окрестность аттрактора неодносвязна (это шар вокруг седлового состояния равновесия 𝑂 и две
ручки вокруг двух неустойчивых сепаратрис 𝑂). Более того, известно, что бифуркации пары
симметричных гомоклинических петель с нулевой сепаратрисной величиной 𝐴 могут привести
к рождению неориентируемого аттрактора Лоренца [35, 47, 48] – такие пары должны существо-
вать для значений параметров на границе кривой 𝑙𝐴=0, поэтому мы можем предсказать суще-
ствование «тонких» неориентируемых псевдогиперболических аттракторов Лоренца вне обла-
сти LA для значений параметров внутри так называемых «шильниковских сполохов» («Shilnikov
flames») [49]. Однако, как показывает гистограмма углов, приведенная на рис. 6, h, в рассмат-
риваемом случае аттрактор все же не является псевдогиперболическим из-за наличия касаний
между подпространствами 𝐸𝑠𝑠 и 𝐸𝑐𝑢.

Более того, нам не удалось найти неориентируемые псевдогиперболические аттракторы
Лоренца в системе (12). По-видимому, их там нет, что должно вытекать из бифуркационного
анализа, проведенного в работе [41]. Совсем другая картина наблюдается с неориентируемыми
аттракторами Лоренца в трехмерной системе Шимицу–Мориока⎧⎨⎩

𝑥̇ = 𝑦,
𝑦̇ = 𝑥− λ𝑦,
𝑧̇ = −α𝑧 + 𝑥2,

(13)

зависящей от двух параметров α и λ. Здесь мы фиксируем параметры (α, λ) = (0.565, 0.61631369)
внутри некоторого шильниковского сполоха вблизи кривой 𝑙𝐴=0 в области, где аттрактор системы
(13) является неориентируемым, и проверяем его псевдогиперболичность. Результаты соответ-
ствующих экспериментов приведены на рис. 7. Как и для неориентируемого аттрактора системы
(12), диаграммы непрерывности для 𝐸⃗𝑠𝑠 и 𝑁⃗ 𝑐𝑢 касаются линии ρ = 0 только при 3 = 0 и 3 = π.
Однако при этом углы между этими подпространствами хоть и оказываются малыми, но все же
отделены от нуля, см. рис. 7, d.
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3.3. Аттракторы лоренцевского типа в трехмерных отображениях. В работе [29] по-
казано, что добавление небольшого периодического по времени возмущения к системе с псев-
догиперболическим аттрактором не разрушает его псевдогиперболичность.3 В частности, отоб-
ражение Пуанкаре (отображение за период возмущения) для малого периодического по времени
возмущения системы с аттрактором Лоренца будет демонстрировать дискретный аттрактор
Лоренца – псевдогиперболический аттрактор, похожий по форме на аттрактор Лоренца в по-
токе [18]. Одним из следствий этого является тот факт, что дискретные аттракторы Лоренца
возникают при локальных бифуркациях периодических траекторий в системах произвольной
природы. Действительно, в [35] было показано, что нормальная форма бифуркации предельно-
го цикла с триплетом мультипликаторов (−1,−1, 1) описывается отображением, каждая вторая
итерация которого является отображением Пуанкаре малого периодического по времени возму-
щения системы Шимицу–Мориока [51]. Эта система обладает аттрактором Лоренца в некоторой
области значений параметров [52, 53] (строгое доказательство этого факта с помощью методов
доказательных вычислений дано в работе [54]). Следовательно, бифуркация коразмерности 3 пе-
риодической траектории с триплетом мультипликаторов (−1,−1, 1) может, при дополнительных
предположениях [35, 55], приводить к рождению дискретного аттрактора Лоренца.4

Пример такой бифуркации рассмотрен в работе [18], где были найдены дискретные ат-
тракторы лоренцевского типа в трехмерном отображении Эно

𝑥̄ = 𝑦, 𝑦 = 𝑧, 𝑧 = 𝑀1 + 𝐵𝑥 + 𝑀2𝑦 − 𝑧2, (14)

в некоторой области значений параметров 𝑀1, 𝑀2 и 𝐵, примыкающей к точке (𝑀1 = 1/4,

𝑀2 = 1, 𝐵 = 1). При этих параметрах неподвижная точка отображения имеет триплет мульти-
пликаторов (−1,−1, 1). В работе [18] показано, что нормальная форма такой бифуркации в этом
отображении удовлетворяет условиям рождения аттрактора Лоренца. Как следствие, здесь подра-
зумевается существование псевдогиперболического аттрактора в области значений параметров,
достаточно близких к этой точке, см. [54]. Однако визуально похожие на аттрактор Лоренца в
системе Шимицу–Мориока аттракторы отображения (14) были также обнаружены достаточно
далеко от точки бифуркации. Псевдогиперболичность таких аттракторов не очевидна и требует
проверки.

На рис. 8 показаны примеры дискретных аттракторов лоренцевского типа для отображения
(14) при 𝐵 = 0.7. Диаграммы непрерывности вычислялись для каждой второй итерации отоб-
ражения (рассматриваемое отображение обращает ориентацию на 𝐸𝑠𝑠, поскольку наименьшее,
то есть сильно устойчивое собственное значение неподвижной точки является отрицательным).
Аттракторы на рис. 8, a и 8, e обладают непрерывностью поля подпространств 𝐸𝑠𝑠(𝑥) и 𝐸𝑐𝑢(𝑥),
поэтому можно сделать вывод об их псевдогиперболичности, см. также [27] (необходимые усло-
вия Λ1 + Λ2 > 0 и Λ2 > Λ3 проверены в [18]).

В свою очередь, аттрактор на рис. 8, i хоть и имеет положительный максимальный ляпу-
новский показатель (см. численные результаты в [18]), но не является псевдогиперболическим
(поля подпространств 𝐸𝑠𝑠(𝑥) и 𝐸𝑐𝑢(𝑥) не являются непрерывными, см. рис. 8, j–k, а сами под-

3Отметим также, что в работе [50] было показано, что при таких возмущениях в аттракторе не появляются устой-
чивые периодические траектории.

4Этот факт был использован в [56–60], чтобы показать, что дискретные аттракторы лоренцевского типа мо-
гут возникать при глобальных бифуркациях многомерных диффеоморфизмов с гомоклиническими касаниями и с
нетрансверсальными гетероклиническими циклами. Более общие универсальные сценарии бифуркаций, приводящие
к дискретным аттракторам лоренцевского типа, были предложены в [19]. Такие сценарии реализуются в трехмерных
отображениях Эно [20, 31, 36] и в неголономных моделях кельтского камня [61, 62].
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Рис. 8. Дискретные аттракторы лоренцевского типа в отображении (14) (первый столбец), соответствующие им диа-
граммы непрерывности 𝐸⃗𝑠𝑠 (второй столбец) и 𝑁⃗𝑐𝑢 (третий столбец), а также гистограммы углов между 𝐸𝑠𝑠 и
𝐸𝑐𝑢 (четвертый столбец). Значения параметров: (первая строка) 𝑀1 = 0.044, 𝑀2 = 0.77, 𝐵 = 0.7; (вторая строка)
𝑀1 = 0.0275, 𝑀2 = 0.8, 𝐵 = 0.7; и (третья строка) 𝑀1 = 0, 𝑀2 = 0.85, 𝐵 = 0.7. Аттрактор, показанный на i, не
является псевдогиперболическим

Fig. 8. Discrete Lorenz-like attractors in map (14) (first column), the corresponding continuity diagrams for 𝐸⃗𝑠𝑠 (second
column) and 𝑁⃗𝑐𝑢 (third column), and the histograms of angles between 𝐸𝑠𝑠 and 𝐸𝑐𝑢 (fourth column). The parameter values:
(first line) 𝑀1 = 0.044, 𝑀2 = 0.77, 𝐵 = 0.7; (second line) 𝑀1 = 0.0275, 𝑀2 = 0.8, 𝐵 = 0.7; and (third line) 𝑀1 = 0,
𝑀2 = 0.85, 𝐵 = 0.7. The attractor shown in Fig.(i) is not pseudohyperbolic

пространства 𝐸𝑠𝑠(𝑥) и 𝐸𝑐𝑢(𝑥) касаются в некоторых точках, см. рис. 8, l). Фактически можно
показать, что при некоторых значениях параметров существует устойчивая периодическая тра-
ектория, то есть видимый «хаотический аттрактор», представленный на рис. 8, i, является скорее
результатом (артефактом) очень малого численного шума, связанного с округлением.5

Кроме того, убедиться в отсутствии псевдогиперболичности аттрактора, приведенного на
рис. 6, i, можно с помощью проверки условий (1) и (2) для коротких показателей Ляпунова.
Соответствующие гистограммы распределения таких показателей изображены на рис. 9 (нижний
ряд). Среди достаточно коротких кусков длинной траектории всегда есть такие, для которых
не выполняется условие растяжения площадей (1) (см. четвертый столбец). Отметим, что для

5Как нам сообщил Жорди Фигуерас, он обнаружил внутри аттрактора рис. 8, i устойчивую точку периода 80,
размеры области притяжения которой имеют порядок 10−40.
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Рис. 9. Гистограммы распределения коротких показателей Ляпунова для траекторий отображения (14), состоящих из
1 млн. точек, порезанных на куски длины 100 (синий цвет) и 200 (оранжевый цвет). Первая строка – для аттрактора,
изображенного на рис. 8, a, вторая строка – для аттрактора с рис. 8, e, третья строка – для аттрактора с рис. 8, i.
Первый столбец – распределение максимального показателя λ1, второй столбец – распределение λ2, третий столбец –
распределение λ3 и четвертый столбец – распределение λ1 + λ2

Fig. 9. Histograms of distribution of short Lyapunov exponents for orbits of map (14) consisting of 1 million points cutting
into pieces of length 100 (blue color) and 200 (orange color). The first line is for the attractor shown in Fig. 8, a, the second
line is for the attractor shown in Fig. 8, e, the third line is for the attractor shown in Fig. 8, i. The first three columns show
the distribution for the maximum exponent λ1, for λ2 and for λ3, respectively, and the fourth column shows the distribution
for λ1 + λ2

аттракторов, приведенных на рис. 9, a и 9, e, условия (1) и (2) для коротких показателей Ляпунова
выполняются.

Заключение

Мы рассмотрели в работе два метода проверки псевдогиперболичности, которые можно
условно назвать «методом диаграмм непрерывности» и «методом углов». Оба эти метода до-
пускают естественную и несложную реализацию в виде численных алгоритмов, основанных на
ляпуновском анализе. По своей структуре эти методы являются независимыми и дополняют друг
друга, и они, вместе со стандартным расчетом показателей Ляпунова, позволяют проверить все
три условия псевдогиперболичности из определения (1).

Мы провели обзор некоторых моделей отображений и потоков, для которых проверили
псевдогиперболичность при помощи данных методов. Мы также приводим новый результат:
в системе Шимицу–Мориока (13) найден пример неориентируемого аттрактора Лоренца (см.
рис. 7, а), для которого установлена псевдогиперболичность. Отметим, что этот аттрактор лежит
в очень узкой области, так называемом шильниковском сполохе, и поэтому «запас» его псевдо-
гиперболичности очень маленький, что наглядно демонстрирует диаграмма углов, приведенная
на рис. 7, d, в то же время неориентируемость этого аттрактора подтверждается его диаграммой
непрерывности, см. рис. 7, b и 7, c.
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Мы считаем псевдогиперболичность важнейшим свойством, отличающим настоящие ха-
отические аттракторы от квазиаттракторов. Подход, обсуждаемый в данной работе, позволяет
достаточно надежно и быстро установить или опровергнуть устойчивость хаотического пове-
дения по отношению к малым возмущениям системы. По нашему мнению, это как раз то, что
нужно делать в первую очередь при исследовании хаоса в конкретных прикладных моделях.
Поэтому проверка псевдогиперболичности, в том числе методами, представленными в нашей
статье, должна стать частью стандартного инструментария численного исследования нелиней-
ной динамики.
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sional generalized Hénon maps // Physica D. 2016. Vol. 337. P. 43–57.
DOI: 10.1016/j.physd.2016.07.006.

21. Kuznetsov S.P., Sataev I.R. Hyperbolic attractor in a system of coupled non-autonomous van
der Pol oscillators: Numerical test for expanding and contracting cones // Phys. Lett. A. 2007.
Vol. 365, no. 1–2. P. 97–104. DOI: 10.1016/j.physleta.2006.12.071.

22. Kuptsov P.V. Fast numerical test of hyperbolic chaos // Phys. Rev. E. 2012. Vol. 85, no. 1.
P. 015203. DOI: 10.1103/PhysRevE.85.015203.

23. Круглов В.П. Методика и результаты численной проверки гиперболической природы ат-
тракторов для редуцированных моделей распределенных систем // Известия вузов. ПНД.
2014. Т. 22, № 6. С. 79–93. DOI: 10.18500/0869-6632-2014-22-6-79-93.

24. Kuznetsov S.P., Kruglov V.P. Verification of hyperbolicity for attractors of some mechanical
systems with chaotic dynamics // Regular and Chaotic Dynamics. 2016. Vol. 21, no. 2.
P. 160–174. DOI: 10.1134/S1560354716020027.

25. Kuptsov P.V., Kuznetsov S.P. Numerical test for hyperbolicity in chaotic systems with multiple
time delays // Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation. 2018. Vol. 56,
no. 3. P. 227–239. DOI: 10.1016/j.cnsns.2017.08.016.

26. Гонченко А.С., Гонченко С.В., Казаков А.О., Козлов А.Д. Математическая теория динами-
ческого хаоса и её приложения: Обзор. Часть 1. Псевдогиперболические аттракторы //
Известия вузов. ПНД. 2017. Т. 25, № 2. С. 4–36. DOI: 10.18500/0869-6632-2017-25-2-4-36.

27. Gonchenko A.S., Gonchenko S.V., Kazakov A.O., Kozlov A.D. Elements of contemporary theory
of dynamical chaos: A tutorial. Part I. Pseudohyperbolic attractors // International Journal of
Bifurcation and Chaos. 2018. Vol. 28, no. 11. P. 1830036. DOI: 10.1142/S0218127418300367.

28. Kuptsov P.V., Politi A. Large-deviation approach to space-time chaos // Phys. Rev. Lett. 2011.
Vol. 107, no. 11. P. 114101. DOI: 10.1103/PhysRevLett.107.114101.

29. Тураев Д.В., Шильников Л.П. Псевдогиперболичность и задача о периодическом возмуще-
нии аттракторов лоренцевского типа // ДАН. 2008. Т. 418, № 1. С. 23–27.

30. Tucker W. The Lorenz attractor exists // Comptes Rendus de l’Académie des Sciences - Series I
- Mathematics. 1999. Vol. 328, no. 12. P. 1197–1202. DOI: 10.1016/S0764-4442(99)80439-X.

31. Gonchenko A.S., Gonchenko S.V., Kazakov A.O., Turaev D.V. Simple scenarios of onset of chaos
in three-dimensional maps // International Journal of Bifurcation and Chaos. 2014. Vol. 24, no. 8.
P. 1440005. DOI: 10.1142/S0218127414400057.
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tors in Hénon-like maps // Mathematical Modelling of Natural Phenomena. 2013. Vol. 8, no. 5.
P. 48–70. DOI: 10.1051/mmnp/20138504.

56. Gonchenko S.V., Meiss J.D., Ovsyannikov I.I. Chaotic dynamics of three-dimensional Hénon
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