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Аннотация. Цель настоящей работы заключалась в исследовании характерной для реакционно-диффузионных си-
стем с глобальной связью неустойчивости однородного состояния, приводящей к формированию двухдоменных
пространственно-временных структур. Методы. Линейная стадия неустойчивости проанализирована на основе ме-
тода разделения переменных для одномерной двухкомпонентой системы общего вида, заданной на конечном интер-
вале с граничными условиями Неймана. Развитие неустойчивости на нелинейной стадии моделировалось численно
с помощью метода прямых для конкретных систем. Результаты. Показано, что введение глобальной связи может
приводить к потере устойчивости изначально стабильных однородных состояний. Определены критерии неустой-
чивости для двухкомпонентных систем общего вида. Выделен случай, когда даже в длинных средах наибольший
инкремент имеет пространственная мода с длиной волны, равной удвоенному размеру системы, что может приводить
к формированию характерных двухдоменных структур в результате развития неустойчивости на нелинейной стадии.
При этом междоменная граница может быть как неподвижной, так и совершать колебания, а соответствующие режи-
мы могут быть проинтерпретированы как волны переключения с нулевой или переменной скоростью. Такая интер-
претация позволила аналитически оценить установившиеся размеры доменов в распределённой системе ФитцХью–
Нагумо, а также сконструировать простые примеры систем, в которых междоменная граница совершает гармониче-
ские колебания с произвольной амплитудой или хаотические колебания, аналогичные движениям системы Рёсслера.
Заключение. Исследованная неустойчивость однородного состояния присуща широкому классу систем и отличается
от хорошо известных неустойчивостей диффузионного типа (в частности, тьюринговской неустойчивости), в кото-
рых пространственный масштаб нарастающих возмущений в пределе длинных сред определяется исключительно
локальными свойствами системы, но не её размерами.
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тойчивость, волновая неустойчивость, глобальная связь, система ФитцХью–Нагумо, система Рёсслера, волны пере-
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Abstract. The purpose of this work was to study the typical instability of a homogeneous state resulting in two-domain
spatiotemporal patterns in reaction-diffusion systems with global coupling. Methods. The linear stage of instability was
analyzed based on the method of separation of variables for a one-dimensional two-component system of general form
on a finite interval with Neumann boundary conditions. The development of instability at the nonlinear stage was simulated
numerically using the method of lines for specific systems. Results. It was shown that the introduction of a global coupling can
lead to a loss of stability of initially stable homogeneous states. The instability criteria are determined for the two-component
systems in general case. A case is singled out when, even in long media, the spatial mode with a wavelength equal to twice
the size of the system has the largest growth rate, which can lead to the formation of distinctive two-domain patterns as a
result of the instability developing at the nonlinear stage. In this case, the interdomain boundary can both be stationary or
oscillate, and the corresponding dynamical regimes can be interpreted as trigger waves with zero or alternating velocity. This
interpretation made it possible to analytically estimate the steady-state sizes of domains in the distributed FitzHugh–Nagumo
system, as well as to construct simple examples of systems in which the interdomain boundary oscillates harmonically with
arbitrary amplitude or chaotically in way similar to the motion of the Rössler system. Conclusion. The investigated instability
of a homogeneous state exists in a wide range of systems and differs from the well-known diffusion-driven instabilities
(in particular, the Turing instability), where the spatial scale of growing disturbances in the long-medium limit is determined
exclusively by the local properties of the system, but not by its dimensions.
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Введение

Реакционно-диффузионные системы с дополнительными существенно нелокальными или
глобальными связями исследуются в различных задачах физики, химии, биологии и других на-
ук при описании явлений самоорганизации и формирования неоднородных пространственно-
временных структур (см., например, обзоры [1–7] и ссылки в этих работах). Часто такие си-
стемы возникают при рассмотрении и упрощении систем с выраженной иерархией волн, когда
присутствуют механизмы быстрого и медленного распространения сигналов в среде. Харак-
терным примером таких систем с несколькими масштабами скоростей являются реакционно-
диффузионные системы с потоком, в исследование которых значительный вклад внёс С.П. Куз-
нецов. Для системы «брюсселятор» с гидродинамическим сносом С.П. Кузнецовым и коллегами
были исследованы тьюринговская и волновая неустойчивости, решён вопрос об их абсолют-
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ном или конвективном характере и выделены связанные с ними новые механизмы формиро-
вания пространственно-временных структур [8–12]. Обычно медленное распространение носит
реакционно-диффузионный характер, а быстрые сигналы могут иметь различную природу. При
этом если скорость распространения быстрого сигнала намного превосходит скорость распро-
странения медленных волн, то она может считаться бесконечной, что во многих случаях при-
водит к реакционно-диффузионным системам с нелокальной или глобальной связью. Например,
быстрые волны могут быть обусловлены связью с более сильными процессами переноса (диф-
фузией или конвекцией), как в случае химических реакций, идущих на границе раздела газовой
и твердотельной сред, таких как каталитическое окисление угарного газа CO на поверхности
платины Pt [2, 13–19]. Нередко быстрое распространение сигналов вызвано связью с гиперболи-
ческими волнами, в частности электромагнитными или упругими. Примеры систем, в которых
быстрое распространение имеет электромагнитное происхождение, возникают при исследова-
нии процессов пробоя газовых и твердотельных сред в сверхвысокочастотном поле [5–7, 20],
моделировании электрических цепей, последовательно соединяющих одинаковые нелинейные
ячейки, [7] и при рассмотрении внутриклеточной кинетики ионов кальция Ca2+ [21]. Волны
механической природы ответственны за быстрое распространение сигнала в моделях электро-
механической активности возбудимых сред (в частности, сердечной мыщцы) [22–30] и биоло-
гического морфогенеза (в частности, формирования биологических мембран и стенок) [31–33].
Реакционно-диффузионные системы с глобальными и нелокальными связями также возникают
в задачах популяционной динамики с нелокальным потреблением ресурсов и соответствующих
моделях эволюционного ветвления [3, 34–39]. Наконец, глобальные и нелокальные связи могут
намеренно вводиться при экспериментальной реализации реакционно-диффузионных процессов
с помощью специальных управляющих систем, например, для фоточувствительной химической
реакции такое управление может осуществляться посредством облучения реактора светом, ин-
тенсивность которого зависит от некоторой интегральной характеристики [1, 2, 40–44]. Многие
общие свойства реакционно-диффузионных систем с глобальными связями исследуются на осно-
ве феноменологических или парадигматических моделей, основанных на уравнении Гинзбурга–
Ландау, распределённой системы ФитцХью–Нагумо и некоторых других [7, 15, 45–50].

К настоящему времени обнаружено множество различных пространственно-временных
структур и динамических режимов, обусловленных введением глобальной или нелокальной свя-
зи в конкретные реакционно-диффузионные системы. Такие режимы включают кластеризован-
ные автоколебания, различные взаимодействия волн возбуждения и переключения (например,
отражения от границ и друг от друга), специальные виды спиральноволновой активности (напри-
мер, с притягивающими областями для спиральных ядер и химероподобные состояния с ограни-
ченной областью спиральноволнового беспорядка), а также характерные переходные процессы.
Эти результаты по большей части основаны на численном решении конкретных уравнений в
ограниченной области пространства. Достижения в математических исследованиях реакционно-
диффузионных систем с нелокальными связями главным образом касаются анализа устойчи-
вости однородных режимов и соответствующего бифуркационного анализа в конкретных систе-
мах [7,13–15,21,25,30–32,37,45,46]. Ряд результатов связан с получением упрощенных уравнений
для дрейфа ядер спиральных волн или иных локализованных структур [24,39,42,49]. Также были
рассмотрены однокомпонентные системы достаточно общего вида, для которых были доказаны
строгие утверждения о существовании и устойчивости динамических режимов [34,35]. При этом
обычно мало внимания уделяется эффектам, связанным с размерами среды, в частности эффек-
там, связанным с дискретностью набора мод при линейном анализе устойчивости. В то же время
уже в базовой работе Тьюринга [51], посвящённой классическим реакционно-диффузионным си-
стемам без глобальных связей, рассматривались системы конечного размера и анализировалась
устойчивость дискретного набора линейных мод, см. также обзор [52].
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В настоящей работе мы исследуем характерную для реакционно-диффузионных систем с
глобальной связью неустойчивость однородного состояния, в результате развития которой фор-
мируются двухдоменные пространственно-временные структуры и для которой эффекты размера
системы играют определяющую роль. В разделе 1 статьи рассматривается одномерная двухком-
понентная система с глобальной связью общего вида и проводится линейный анализ устойчи-
вости. Аналитически определяются критерии неустойчивости однородного состояния и инкре-
менты неустойчивых мод, а также приводится полная классификация типов неустойчивости в
зависимости от того, какая мода имеет наибольший инкремент в длинных средах. В разделе 2 по-
лученные общие критерии применяются к распределённой системы ФитцХью–Нагумо с глобаль-
ными связями двух типов. В разделе 3 для этих систем численно исследуется нелинейная стадия
неустойчивости и выделяются характерные двухдоменные режимы с неподвижной или совер-
шающей автоколебания междоменной границей. На основе интерпретации таких двухдоменных
режимов как волн переключения конструируются простые примеры реакционно-диффузионных
систем, в которых междоменная стенка совершает гармонические или хаотические колебания.

1. Линейный анализ устойчивости. Общий случай

Рассмотрим одномерную двухкомпонентную реакционно-диффузионную систему с гло-
бальной связью общего вида

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= σ𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝐹 (𝑢, 𝑣, 𝑢̄, 𝑣), (1)

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= σ𝑣

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+ 𝐺(𝑢, 𝑣, 𝑢̄, 𝑣), (2)

где 𝑡 – время, 𝑥 ∈ [0, 𝐿] – пространственная координата, 𝐿 > 0 – размер (длина) среды, 𝑢(𝑥, 𝑡)
и 𝑣(𝑥, 𝑡) – локальные концентрации компонент, σ𝑢 > 0 и σ𝑣 > 0 – постоянные коэффициенты
диффузии, 𝐹 и 𝐺 – функции, определяющие кинетику реакции, черта над символом обозначает
усреднение по пространственной координате,

𝑢̄(𝑡) =
1

𝐿

∫︁ 𝐿

0
𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥, 𝑣(𝑡) =

1

𝐿

∫︁ 𝐿

0
𝑣(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥.

На краях среды ставятся граничные условия Неймана

𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

=
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿

= 0,
𝜕𝑣

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

=
𝜕𝑣

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿

= 0.

Пусть 𝑢 = 𝑈 , 𝑣 = 𝑉 – однородное состояние равновесия системы, то есть 𝐹 (𝑈, 𝑉, 𝑈, 𝑉 ) = 0
и 𝐺(𝑈, 𝑉, 𝑈, 𝑉 ) = 0. Считаем, что функции 𝐹 и 𝐺 дважды непрерывно дифференцируемы в
окрестности точки (𝑢, 𝑣, 𝑢̄, 𝑣) = (𝑈, 𝑉, 𝑈, 𝑉 ).

Проведём линейный анализ устойчивости состояния равновесия 𝑢 = 𝑈 , 𝑣 = 𝑉 . Пусть
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑈 + ξ(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑉 + η(𝑥, 𝑡), где ξ и η – возмущения концентраций компонент.
С учётом граничных условий Неймана возмущение можно представить в виде ряда Фурье[︂

ξ(𝑥, 𝑡)
η(𝑥, 𝑡)

]︂
=

∞∑︁
𝑛=0

[︂
ξ𝑛(𝑡)
η𝑛(𝑡)

]︂
cos 𝑘𝑛𝑥,

где ξ𝑛(𝑡) и η𝑛(𝑡) – пространственные амплитуды компонент в моде Фурье с номером 𝑛,
𝑘𝑛 = π𝑛/𝐿 – волновое число моды. При этом линеаризованная система представляет собой
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набор независимых пар обыкновенных дифференциальных уравнений для амплитуд каждой про-
странственной моды,

𝜕

𝜕𝑡

[︂
ξ𝑛(𝑡)
η𝑛(𝑡)

]︂
= P𝑛

[︂
ξ𝑛(𝑡)
η𝑛(𝑡)

]︂
, P𝑛 = A𝑛 + B + δ𝑛0C,

A𝑛 = −𝑘2𝑛

[︂
σ𝑢 0
0 σ𝑣

]︂
, B =

[︂
𝐹𝑢 𝐹𝑣

𝐺𝑢 𝐺𝑣

]︂
, C =

[︂
𝐹𝑢̄ 𝐹𝑣

𝐺𝑢̄ 𝐺𝑣

]︂
,

где δ𝑛0 – символ Кронекера, 𝐹 и 𝐺 с нижними индексами обозначают соответствующие част-
ные производные в точке (𝑢, 𝑣, 𝑢̄, 𝑣) = (𝑈, 𝑉, 𝑈, 𝑉 ). Если для всех 𝑛 = 0, 1, 2, . . . выполняются
неравенства

0 > trP𝑛 =

{︃
𝐹𝑢 + 𝐹𝑢̄ + 𝐺𝑣 + 𝐺𝑣, 𝑛 = 0,

𝐹𝑢 + 𝐺𝑣 − (σ𝑢 + σ𝑣)𝑘2𝑛, 𝑛 > 0

и

0 < detP𝑛 =

{︃
(𝐹𝑢 + 𝐹𝑢̄)(𝐺𝑣 + 𝐺𝑣) − (𝐹𝑣 + 𝐹𝑣)(𝐺𝑢 + 𝐺𝑢̄), 𝑛 = 0,

𝐹𝑢𝐺𝑣 − 𝐹𝑣𝐺𝑢 − (σ𝑢𝐺𝑣 + σ𝑣𝐹𝑢)𝑘2𝑛 + σ𝑢σ𝑣𝑘4𝑛, 𝑛 > 0,

то однородное состояние асимптотически устойчиво; если же существует 𝑛 такое, что trP𝑛 > 0
или detP𝑛 < 0, то однородное состояние неустойчиво. Значения инкрементов мод

γ𝑛 = Re

(︃
trP𝑛

2
+

√︂
tr2P𝑛

4
− detP𝑛

)︃
всегда ограничены сверху, и существует точная верхняя грань γ = sup𝑛∈N∪{0} γ𝑛. Указанное вы-
ше условие неустойчивости, таким образом, можно переформулировать как γ > 0. Для краткости
ниже случай γ 6 0 обозначается как устойчивый, хотя при γ = 0 могут иметься моды с нулевым
инкрементом и линейного анализа недостаточно для окончательного вывода об устойчивости.

Теперь рассмотрим, какой вид принимают эти условия в зависимости от локальных свойств
среды (характеризуемых коэффициентами диффузии σ𝑢,𝑣 и матрицами B и C). Во-первых, если
tr(B + C) > 0 или det(B + C) < 0, то матрица самой реакционной подсистемы P0 = B + C
имеет собственное число с положительной действительной частью и γ0 > 0, то есть имеет место
неустойчивость относительно однородных возмущений. Этот случай наименее интересен, так
как в сущности неустойчивость не связана с локальной диффузионной или глобальной инте-
гральной связью, и никакие диффузионные или глобальные связи, не меняющие само равновес-
ное состояние, не могут его стабилизировать (хотя и могут привести к тому, что неоднородные
возмущения будут возрастать быстрее однородных). Поэтому ниже будем считать, что состояние
равновесия устойчиво относительно однородных возмущений tr(B + C) 6 0 и det(B + C) 6 0.

Дальнейшее рассмотрение основано на определении диапазонов значений волновых чисел
𝑘, при которых матрица B− 𝑘2A обладает собственным числом с положительной действитель-
ной частью, и в целом аналогично исследованию диффузионной неустойчивости [51–53] с той
разницей, что теперь нулевое значение 𝑘 = 0 исключено из рассмотрения, так как устойчивость
относительно однородных возмущений определяется матрицей B+C и уже гарантирована (схо-
же с ситуацией, исследованной в [15]). Если выполняются условия

𝐹𝑢 + 𝐺𝑣 6 0, (3)

𝐹𝑢𝐺𝑣 − 𝐹𝑣𝐺𝑢 > 0, (4)

σ𝑢𝐺𝑣 + σ𝑣𝐹𝑢 6 2
√︀
σ𝑢σ𝑣(𝐹𝑢𝐺𝑣 − 𝐹𝑣𝐺𝑢), (5)
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то для всех 𝑘 > 0 матрица B − 𝑘2A не имеет собственных чисел в правой полуплоскости и
однородное состояние равновесия устойчиво для любых длин среды 𝐿. Если же хотя бы одно
из условий (3) – (5) нарушено, то множество 𝑀 значений 𝐿, для которых однородное состояние
равновесия неустойчиво относительно неоднородных возмущений, не пусто. Далее рассмотрим
эту ситуацию отдельно для случаев положительной диффузии двух компонент (σ𝑢 > 0, σ𝑣 > 0)
и для случая положительной диффузии только одной компоненты (σ𝑢 > 0, σ𝑣 = 0).

1. При положительной диффузии обеих компонент имеем lim𝑛→∞ γ𝑛 = −∞, и если хотя
бы одно из трёх условий (3)–(5) не выполнено, то однородное состояние может быть как
устойчивым, так и неустойчивым в зависимости от 𝐿. Иными словами, множества 𝑀 и
(0,+∞) ∖ 𝑀 оба не пусты. При этом если нарушается условие (3), то 𝑘2tr > 0 и след
матрицы P𝑛 может оказаться положительным: tr(B− 𝑘2A) > 0 при 𝑘2 < 𝑘2tr, где

𝑘tr =

√︂
𝐹𝑢 + 𝐺𝑣

σ𝑢 + σ𝑣
.

А если нарушается одно из условий (4) и (5), то 𝑘2+ > 0 и детерминант матрицы P𝑛 может
оказаться отрицательным: det(B− 𝑘2A) < 0 при 𝑘2− < 𝑘2 < 𝑘2+, где

𝑘± =

⎯⎸⎸⎷σ𝑢𝐺𝑣 + σ𝑣𝐹𝑢 ±
√︁

(σ𝑢𝐺𝑣 − σ𝑣𝐹𝑢)2 + 4σ𝑢σ𝑣𝐹𝑣𝐺𝑢

2σ𝑢σ𝑣
.

Таким образом, матрица P𝑛 с 𝑛 > 1 имеет корни в правой полуплоскости, если 𝑘𝑛 < Re 𝑘tr
или Re 𝑘− < 𝑘𝑛 < Re 𝑘+. Однородное состояние оказывается неустойчивым относительно
неоднородных возмущений, если эти неравенства выполняются хотя бы для одного 𝑛 > 1.
Переписав их для длины 𝐿, получим, что множество 𝑀 представляет собой объединение
𝑚 непересекающихся интервалов,

𝑀 =
𝑚−1⋃︁
𝑗=1

(︂
𝑗π
𝑘+

,
𝑗π
𝑘−

)︂
∪
(︂

π
max {Re 𝑘+/𝑚, Re 𝑘tr}

,+∞
)︂
,

где

𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, Re 𝑘− < max

{︁
Re 𝑘+

2 , Re 𝑘tr

}︁
,⌊︁

𝑘+
𝑘+−𝑘−

⌋︁
, Re 𝑘+

2 6 Re 𝑘− < Re 𝑘+ − Re 𝑘tr,⌊︁
𝑘−
𝑘tr

⌋︁
+ 1, Re 𝑘− > max {Re 𝑘tr, Re 𝑘+ − Re 𝑘tr} .

Таким образом, однородное состояние устойчиво для всех

𝐿 6 𝐿𝑐 =
π

max{Re 𝑘+, Re 𝑘tr}
и неустойчиво для всех

𝐿 >
π

max{Re 𝑘+/𝑚, Re 𝑘tr}
.

При любом конкретном значении 𝐿 количество неустойчивых мод конечно, однако это ко-
личество неограниченно возрастает в пределе «длинных» сред, при 𝐿 → ∞. Все моды с
номерами, бо́льшими или равными ⌈𝐿/𝐿𝑐⌉, устойчивы. Зависимость действительных ча-
стей γ̃ собственных чисел матрицы B−𝑘2A от 𝑘2 на плоскости (𝑘2, γ̃) образует гиперболу
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(в вырожденных случаях переходящую в пару пересекающихся или параллельных пря-
мых) и, возможно, отрезок прямой, соединяющий точки с вертикальными касательными на
двух ветвях гиперболы (в случае, когда такие точки существуют). При этом обе асимптоты
гиперболы имеют отрицательный наклон. Рассмотрев различные варианты расположения
этих гипербол относительно координатных осей, можно различить три типа зависимости
инкремента неустойчивой моды от номера в «длинных» средах.
1a. Если 𝐹𝑣𝐺𝑢 > 0, или (σ𝑢 − σ𝑣)(σ𝑢𝐺𝑣 − σ𝑣𝐹𝑢) 6 2|σ𝑢 − σ𝑣|

√−σ𝑢σ𝑣𝐹𝑣𝐺𝑢, или
(σ𝑢 − σ𝑣)(𝐺𝑣 − 𝐹𝑢) > |σ2𝑢 − σ2𝑣|

√︀
−𝐹𝑣𝐺𝑢/σ𝑢σ𝑣, то инкременты неустойчивых мод

строго убывают с увеличением номера моды при любых 𝐿 ∈ 𝑀 = (𝐿𝑐,+∞) (в этом
случае всегда 𝑚 = 1). Таким образом, мода с 𝑛 = 1 всегда имеет наибольший ин-
кремент. Неустойчивыми являются все моды с 0 < 𝑛 < ⌈𝐿/𝐿𝑐⌉, остальные моды
устойчивы. По сути, данный случай исключает вариант, когда ветви гиперболы на
плоскости (𝑘2, γ̃) имеют вертикальные касательные и хотя бы одна из двух точек
гиперболы с горизонтальными касательными находится в первом квадранте.

1b. Если 𝐹𝑣𝐺𝑢<0, (σ𝑢−σ𝑣)(σ𝑢𝐺𝑣−σ𝑣𝐹𝑢)>2|σ𝑢 − σ𝑣|
√−σ𝑢σ𝑣𝐹𝑣𝐺𝑢 и (σ𝑢−σ𝑣)(𝐺𝑣−𝐹𝑢)<

< 4|σ𝑢 − σ𝑣|
√−σ𝑢σ𝑣𝐹𝑣𝐺𝑢/(σ𝑢 + σ𝑣), то инкременты неустойчивых мод меняют-

ся немонотонно с ростом номера моды для всех 𝐿, бо́льших некоторого критиче-
ского значения. При этом в достаточно длинных средах, в частности при 𝐿2 >
> π2(σ2𝑢 − σ2𝑣)/[(𝐹𝑢 − 𝐺𝑣)(σ𝑢 + σ𝑣) + 4 sign(σ𝑢 − σ𝑣)

√−σ𝑢σ𝑣𝐹𝑣𝐺𝑢], мода с 𝑛 = 1
имеет наибольший инкремент так же, как и в предыдущем случае. Данный вариант
соответствует ситуации, когда ветви гиперболы имеют вертикальные касательные, а
одна из точек с горизонтальными касательными лежит в первом квадранте и распо-
ложена ниже, чем верхняя точка пересечения оси ординат и гиперболы либо отрезка
прямой, соединяющего точки с вертикальными касательными.

1c. Если 𝐹𝑣𝐺𝑢 < 0, (σ𝑢 − σ𝑣)(σ𝑢𝐺𝑣 − σ𝑣𝐹𝑢) > 2|σ𝑢 − σ𝑣|
√−σ𝑢σ𝑣𝐹𝑣𝐺𝑢

и 4|σ𝑢−σ𝑣|
√−σ𝑢σ𝑣𝐹𝑣𝐺𝑢/(σ𝑢 +σ𝑣) 6 (σ𝑢−σ𝑣)(𝐺𝑣−𝐹𝑢) < |σ2𝑢−σ2𝑣|

√︀
−𝐹𝑣𝐺𝑢/σ𝑢σ𝑣,

то инкременты неустойчивых мод меняются немонотонно с ростом номера моды для
всех 𝐿, бо́льших некоторого критического значения, как и в предыдущем случае.
При этом в достаточно длинных средах наибольший инкремент имеет мода с 𝑛 > 1.
В этом случае ветви гиперболы имеют вертикальные касательные, а одна из точек
с горизонтальными касательными лежит в первом квадранте и расположена не ни-
же, чем верхняя точка пересечения оси ординат и гиперболы либо отрезка прямой,
соединяющего точки с вертикальными касательными.

2. При положительной диффузии лишь одной (первой) компоненты, σ𝑣 = 0, имеем
lim𝑛→∞ γ𝑛 = 𝐺𝑣, и если хотя бы одно из трёх условий (3)–(5) не выполнено, то однород-
ное состояние устойчиво при 𝐿 6 𝐿̃𝑐 и неустойчиво при 𝐿 > 𝐿̃𝑐, то есть 𝑀 = (𝐿̃𝑐,+∞),
где критическая длина 𝐿̃𝑐 определяется выражением

𝐿̃𝑐 =

{︃
0, 𝐺𝑣 > 0 или 𝐺𝑣 = 0, 𝐹𝑣𝐺𝑢 > 0,

π
max{Re 𝑘tr,Re 𝑘det} , 𝐺𝑣 < 0 или 𝐺𝑣 = 0, 𝐹𝑣𝐺𝑢 6 0,

𝑘det =

√︂
𝐹𝑢𝐺𝑣 − 𝐹𝑣𝐺𝑢

σ𝑢𝐺𝑣
.

Таким образом, в отличие от случая положительной диффузии обеих компонент возможна
ситуация, когда 𝐿̃𝑐 = 0 и однородное состояние неустойчиво при любых длинах 𝐿. Если
𝐿̃𝑐 = 0, то неустойчиво бесконечное число мод, в частности неустойчивы все моды с номе-
ром, бо́льшим некоторого критического значения. Если 𝐿̃𝑐 > 0, то неустойчивы все моды
с 0 < 𝑛 < ⌈𝐿/𝐿̃𝑐⌉, а все остальные моды устойчивы. Так же, как и в случае σ𝑣>0, можно
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различить три типа зависимости инкремента неустойчивой моды от номера в «длинных»
средах. Отличие от случая 1 состоит в том, что одна из асимптот гиперболы на плоскости
(𝑘2, γ̃) горизонтальна.
2a. Если 𝐹𝑣𝐺𝑢 > 0 или 𝐺𝑣 6 0, то инкременты неустойчивых мод строго убывают с

увеличением номера моды при любых 𝐿 ∈ 𝑀 = (𝐿̃𝑐,+∞). Мода с 𝑛 = 1 всегда
имеет наибольший инкремент.

2b. Если 𝐹𝑣𝐺𝑢 < 0 и 0 < 𝐺𝑣 < 𝐹𝑢, то инкременты неустойчивых мод возрастают или
меняются немонотонно с ростом номера моды при любых 𝐿. При этом в достаточ-
но длинных средах, в частности при 𝐿 > π

√︀
σ𝑢/(𝐹𝑢 −𝐺𝑣), мода с 𝑛 = 1 имеет

наибольший инкремент.
2c. Если 𝐹𝑣𝐺𝑢 < 0, 𝐺𝑣 > 0 и 𝐺𝑣 > 0, то инкременты неустойчивых мод возрастают или

меняются немонотонно с ростом номера моды при любых 𝐿. Имеет место коротко-
волновая неустойчивость, то есть наибольшие инкременты имеют моды с большими
номерами (с ростом номера инкременты приближаются снизу к 𝐺𝑣).

Обобщая перечисленные варианты, можно различить два класса неустойчивых систем.
Первый соответствует выполнению условий

𝐹𝑣𝐺𝑢 < 0, (6)

(σ𝑢 − σ𝑣)(σ𝑢𝐺𝑣 − σ𝑣𝐹𝑢) > 2|σ𝑢 − σ𝑣|
√︀
−σ𝑢σ𝑣𝐹𝑣𝐺𝑢, (7)

(σ2𝑢 − σ2𝑣)(𝐺𝑣 − 𝐹𝑢) > 4|σ𝑢 − σ𝑣|
√︀
−σ𝑢σ𝑣𝐹𝑣𝐺𝑢, (8)

√
σ𝑢σ𝑣 (σ𝑢 − σ𝑣)(𝐺𝑣 − 𝐹𝑢) < |σ2𝑢 − σ2𝑣|

√︀
−𝐹𝑣𝐺𝑢, (9)

то есть реализации варианта 1c или 2c. При этом в пределе «длинных» сред, 𝐿 → ∞, масштаб
(длина волны) наиболее быстро растущих возмущений λ стремится к некоторому значению λdiff ,
определяемому исключительно локальными свойствами среды, но не её размерами: lim𝐿→∞ λ→
λdiff и lim𝐿→∞ γ→ γdiff , где

λdiff = 2π

√︃ √
σ𝑢σ𝑣 (σ𝑢 − σ𝑣)√

σ𝑢σ𝑣 (𝐹𝑢 −𝐺𝑣) + sign(σ𝑢 − σ𝑣)(σ𝑢 + σ𝑣)
√−𝐹𝑣𝐺𝑢

,

γdiff =
σ𝑢𝐺𝑣 − σ𝑣𝐹𝑢 − 2 sign(σ𝑢 − σ𝑣)

√−σ𝑢σ𝑣𝐹𝑣𝐺𝑢

σ𝑢 − σ𝑣
.

Таким образом, ситуация схожа с недлинноволновой диффузионной тьюринговской неустойчи-
востью, приводящей к формированию пространственно неоднородных структур [51].

Если же хотя бы одно из четырёх условий (6)–(9) не выполнено и при этом нарушается
хотя бы одно из условий (3)–(5), то реализуется один из вариантов 1a, 1b, 2a или 2b. В пределе
«длинных» сред λ = 2𝐿, то есть масштаб наиболее быстро растущих возмущений определяется
исключительно размером среды 𝐿, и

lim
𝐿→∞

γ = Re

(︃
𝐹𝑢 + 𝐺𝑣

2
+

√︂
(𝐹𝑢 −𝐺𝑣)2

4
+ 𝐹𝑣𝐺𝑢

)︃
.

Формально условия возникновения такой ситуации схожи с условиями длинноволновой диффу-
зионной неустойчивости, однако в отличие от неё здесь мода с 𝑛 = 0 гарантированно устойчива,
и поэтому даже в очень длинных средах наиболее быстро растущей оказывается мода с 𝑛 = 1.
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2. Устойчивость однородного состояния
в распределённой системе ФитцХью–Нагумо с глобальной связью

В качестве примера рассмотрим распределённую систему ФитцХью–Нагумо с локаль-
ной диффузионной и глобальной интегральной связями через первую компоненту (активатор)
системы,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= σ𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑢(𝑢− 1)(𝑢− 𝑎) − 𝑣 + 𝑔(𝑢̄− 𝑢), (10)

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 𝜀(κ𝑢− 𝑣), (11)

где 𝑎, κ, 𝜀 – параметры системы ФитцХью–Нагумо и 𝑔 – сила глобальной связи. Будем считать,
что при отсутствии глобальной связи (𝑔 = 0) равновесное состояние 𝑢 = 0, 𝑣 = 0 асимптоти-
чески устойчиво, что верно при 𝜀 > 0, 𝑎 + 𝜀 > 0 и 𝑎 + κ > 0. Так как σ𝑣 = 0 и 𝐺𝑣 = −𝜀 < 0,
то неустойчивость при ненулевом 𝑔 может реализоваться лишь в случае 2a, и для того чтобы
получить критерии неустойчивости, достаточно проверить матрицу P1 на наличие собственных
чисел в правой полуплоскости. Состояние 𝑢 = 0, 𝑣 = 0 оказывается неустойчивым, если

𝑔 < 𝑔𝑐 = −π
2σ𝑢
𝐿2

− 𝑎− min{𝜀, κ}, (12)

при этом наибольший инкремент имеет мода с 𝑛 = 1 и

γ = γ1 = −1

2

(︂
𝑎 + 𝜀 + 𝑔 +

π2σ𝑢
𝐿2

)︂
+ Re

√︃
1

4

(︂
𝑎− 𝜀 + 𝑔 +

π2σ𝑢
𝐿2

)︂2

− 𝜀κ.

Обратим внимание, что критерий неустойчивости (12) линейным образом связывает силы ло-
кальной диффузионной и глобальной интегральной связей, отражая конкуренцию их влияния на
устойчивость однородного состояния. Заметим также, что при (𝑎− 𝜀+ 𝑔+π2σ𝑢/𝐿2)2 < 4𝜀κ мат-
рица P1 имеет два комплексно сопряжённых собственных числа с ненулевой мнимой частью, и
неустойчивость (если наличествует) носит волновой, а не тьюринговский характер. Таким обра-
зом, система (10) и (11) служит примером того, что обусловленная глобальной связью неустойчи-
вость может быть волнового типа уже в двухкомпонентной системе, в отличие от диффузионной
неустойчивости, где волновой тип возможен только при числе компонент, не меньшем трёх [53].

Для схожей системы с глобальной связью иного вида (через среднее поле второй компо-
ненты, ингибитора)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= σ𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑢(𝑢− 1)(𝑢− 𝑎) − 𝑣 +

𝑔

κ
(𝑣 − 𝑣), (13)

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 𝜀(κ𝑢− 𝑣) (14)

аналогично получаем, что состояние 𝑢 = 0, 𝑣 = 0 оказывается неустойчивым, если

𝑔 < 𝑔𝑐 = −π
2σ𝑢
𝐿2

− 𝑎− κ.

Наибольший инкремент также имеет мода с 𝑛 = 1 и

γ = γ1 = −1

2

(︂
𝑎 + 𝜀 +

π2σ𝑢
𝐿2

)︂
+

√︃
1

4

(︂
𝑎− 𝜀 +

π2σ𝑢
𝐿2

)︂2

− 𝜀(κ+ 𝑔).
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3. Нелинейная стадия неустойчивости

Теперь исследуем нелинейную стадию развития рассмотренной неустойчивости на при-
мере систем (10), (11) и (13), (14). Как обсуждалось выше, для этих систем реализуется харак-
терный случай обусловленной глобальной связью неустойчивости, когда наибольший инкремент
имеет мода с 𝑛 = 1 и длиной волны, равной удвоенному размеру системы. Таким образом, на
линейной стадии начинает формироваться двухдоменная (или, как ещё можно назвать, двухкла-
стерная) структура. Для того чтобы определить варианты её дальнейшей эволюции, реакционно-
диффузионные уравнения решались численно с помощью метода прямых (выбиралась экви-
дистантная сетка значений координаты 𝑥 с крайними значениями, отстоящими на полшага от
границ 𝑥 = 0, 𝐿). Интегрирование систем обыкновенных дифференциальных уравнений произ-
водилось с помощью классического метода Рунге–Кутты четвёртого порядка. Значения парамет-
ров системы ФитцХью–Нагумо выбирались так, чтобы при нулевой глобальной связи состояние
𝑢 = 0, 𝑣 = 0 было устойчивым и на его фоне могли распространяться волны возбуждения:
𝑎 = 0.02, 𝜀 = 0.01 и κ = 0.5. В расчётах использовались различные значения σ𝑢 и 𝐿 и шага
дискретизации по 𝑥; представленным ниже рисункам соответствует σ𝑢 = 20, 𝐿 = 100 и шаг
дискретизации, равный 0.25 (при этом эффекты дискретизации несущественны и незаметны на
рисунках). Начальные условия задавались в виде слабого локализованного возмущения с широ-
ким спектром вблизи одной из границ:

𝑢(𝑥, 0) =

⎧⎨⎩𝑢𝑖 cos2 π(𝑥−𝑥𝑖)
2𝑑 , |𝑥− 𝑥𝑖| < 𝑑,

0, |𝑥− 𝑥𝑖| > 𝑑,
(15)

𝑣(𝑥, 0) = 0 (16)

с 𝑥𝑖 = 0, 𝑑 = 5 и 𝑢1 = 0.001.
Результаты численного решения систем (10), (11) и (13), (14) представлены на рис. 1 в

виде пространственно-временных карт значений первой переменной 𝑢 для различных значений
𝑔 < 𝑔𝑐, при которых имеет место неустойчивость. В системе (10), (11) вблизи порога неустой-
чивости 𝑔 . 𝑔𝑐 ≈ −0.0497 периодически возникают волны возбуждения, распространяющиеся
от одной границы к другой. Эти волны могут всегда начинаться вблизи одной из границ (режим
ведущего центра или пейсмекера, рис. 1, a) либо чередовать правую и левую границы (режим
отражения волн от границы с запаздыванием, рис. 1, b). С удалением от порога (при увеличении
|𝑔|) остаётся только режим пейсмекера, причём скорость волны возрастает и можно говорить
о формировании двухкластерной автоколебательной структуры, где в кластерах (или доменах)
колебания практически синфазны (рис. 1, c). При дальнейшем увеличении |𝑔| система симмет-
ризуется, и противоположные края системы совершают колебания в противофазе (со сдвигом на
полпериода), при этом возникает двухдоменная структура, в которой периодически происходят
переключения и домены меняются местами (рис. 1, d). С ростом |𝑔| период возрастает, и междо-
менная граница начинает совершать колебательные движения между переключениями доменов
(рис. 1, e и d). Количество переколебаний междоменной стенки между переключениями возрас-
тает с увеличением |𝑔|, и локальная динамика начинает носить пачечный характер (рис. 1, g–i).
При дальнейшем увеличении |𝑔| количество осцилляций в пачке начинает расти очень быстро,
и переключения доменов перестают наблюдаться, таким образом, формируется двухдоменная
структура с междоменной границей, совершающей автоколебания (рис. 1, j). Амплитуда этих
автоколебаний уменьшается с ростом |𝑔|, и после перехода через некоторое критическое значе-
ние наблюдается стационарный двухдоменный режим с неподвижной междоменной границей
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(рис. 1, k). Следует отметить, что дискретизация по 𝑥 при численном решении методом пря-
мых может сильно занижать это критическое значение, стабилизируя двухдоменные структуры
с неподвижной междоменной границей при значениях |𝑔|, меньших критического значения для
непрерывного случая. На критические значения 𝑔, соответствующие переходам между устано-
вившимися режимами, также могут влиять длина 𝐿 и коэффициент диффузии σ𝑢.

При тех же значениях параметров системы ФитцХью–Нагумо, коэффициента диффузии и
длины среды в системе (13), (14) с иным типом глобальной связи наблюдались лишь двухдо-
менные структуры с неподвижной междоменной границей (рис. 1, l). При этом вдали от порога
неустойчивости 𝑔𝑐 ≈ −0.540 время формирования установившегося режима оказывается зна-
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Рис. 1. Пространственно-временные карты значений переменной-активатора 𝑢(𝑥, 𝑡), полученные в результате числен-
ного решения реакционно-диффузионных уравнений ФитцХью–Нагумо с глобальной связью (10), (11) (подрисунки
a–k) и (13), (14) (подрисунок l). Значения параметров системы ФитцХью–Нагумо: 𝑎 = 0.02, κ = 0.5 и 𝜀 = 0.01, ко-
эффициент диффузии: σ𝑢 = 20, сила глобальной связи 𝑔 = −0.06 (a), −0.08 (b), −0.2 (c), −0.4 (d), −1 (e), −1.2 (f ),
−1.45 (g), −1.47 (h), −1.49 (i), −2 (j), −15 (k и l). Начальные условия (15) и (16) соответствуют локализованному
вблизи левой границы слабому возмущению однородного равновесного состояния

Fig. 1. Spatiotemporal maps of activator variable 𝑢(𝑥, 𝑡) obtained from numerical solution of reaction-diffusion
FitzHugh–Nagumo equations with global coupling, Eqs. (10), (11) (panels a–k) and (13), (14) (panel l). The
parameters of the FitzHugh–Nagumo system are 𝑎 = 0.02, κ = 0.5 и 𝜀 = 0.01; the diffusion coefficient
is σ𝑢 = 20; the global coupling constant is 𝑔 = −0.06 (a), −0.08 (b), −0.2 (c), −0.4 (d), −1 (e),
−1.2 (f ), −1.45 (g), −1.47 (h), −1.49 (i), −2 (j), −15 (k and l). The initial conditions (15) and (16) correspond to
the weak perturbation of homogeneous equilibrium state; the perturbation is localized near the left boundary
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чительно больше, чем в системе (10), (11) при близких значениях силы глобальной связи, ср.
подрисунки k и l на рис. 1.

В пределе 𝐿/
√
σ𝑢 → ∞ профиль описанных выше стационарных двухдоменных структур

и положение междоменной границы можно найти аналитически. В самом деле, в стационарном
случае средние поля 𝑢̄ и 𝑣 можно рассматривать как постоянные параметры, и, таким образом,
стационарные решения систем (10), (11) и (13), (14) являются стационарными решениями систе-
мы ФитцХью–Нагумо без глобальной связи, но с иной кубической зависимостью от 𝑢 в правой
части первого уравнения. При этом в пределе бесконечно длинных сред такие стационарные
решения являются не чем иным, как остановившимися волнами переключения, то есть волнами
переключения с нулевой скоростью, и соответствуют гетероклиническим траекториям обыкно-
венного дифференциального уравнения, описывающего стационарные неоднородные состояния
системы ФитцХью–Нагумо. Это уравнение представляет собой, в сущности, уравнение движе-
ния материальной точки в потенциале, являющемся полиномом четвёртой степени положения
частицы. Условие существования гетероклинической траектории для такого уравнения заключа-
ется в наличии трёх состояний равновесия: двух сёдел и одного центра, расположенного ровно
посередине между сёдлами. Таким образом, средние поля в стационарном решении принимают
такие значения, что результирующая система ФитцХью–Нагумо имеет три однородных состоя-
ния равновесия, причём одно из них является средним арифметическим двух других. Применив
это условие к системам (10), (11) и (13), (14), находим

𝑢̄ → ξ
(︀
ξ2 − ∆2

)︀
𝑔

=
1 + 𝑎

3𝑔

[︂
𝑎 + κ+ 𝑔 − 2

9
(1 + 𝑎)2

]︂
, 𝑣 = κ𝑢̄,

𝑢 ∼ ξ± ∆ tanh
∆ (𝑥−𝑋)√

2σ𝑢
, 𝑣 = 𝑘𝑢,

при 𝐿/
√
σ𝑢 → ∞, где

ξ =
1 + 𝑎

3
,

∆ =

√︂
(1 + 𝑎)2

3
− 𝑎− κ− 𝑔 .

Положение междоменной границы 𝑋 находится из условий самосогласования 𝐿𝑢̄ =
∫︀ 𝐿
0 𝑢 𝑑𝑥 или

𝐿𝑣 =
∫︀ 𝐿
0 𝑣 𝑑𝑥,

𝑋 ∼ 𝐿

(︂
1

2
∓ 𝑢̄− ξ
∆

)︂
= 𝐿

(︃
1

2
∓ (1 + 𝑎)[𝑎 + κ− 2(1 + 𝑎)2/9]

3𝑔
√︀

(1 + 𝑎)2/3 − 𝑎− κ− 𝑔

)︃
.

Естественно, существование стационарного двухдоменного профиля не гарантирует его устойчи-
вости, и найденные профили вполне могут оказаться неустойчивыми, как происходит, например,
в случае, изображённом на рис. 1, j, где междоменная граница совершает автоколебания.

К сожалению, исследовать такой автоколебательный режим в рассмотренных системах
ФитцХью–Нагумо аналитически тем же способом, что и стационарный, затруднительно, так как
для выбранного вида глобальной связи предельные значения в бегущей волне переключения за-
висят от значения среднего поля (поэтому колебания среднего поля приводят также к колебаниям
уровня поля внутри домена, что можно видеть на рис. 1, j). Однако можно сконструировать бо-
лее простые системы, в которых междоменная граница может двигаться по желаемому закону,
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в том числе совершать автоколебания. В качестве основы удобно взять уравнение Зельдовича–
Франк-Каменецкого, для которого есть аналитическое выражение для скорости волны переклю-
чения [54, 55],

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= σ𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ (1 − 𝑢2)(𝑢− 𝑏). (17)

При постоянном значении 𝑏 и |𝑏| < 1 это уравнение имеет устойчивое решение в виде волны
переключения, равномерно движущейся со скоростью 𝑉 = 𝑏

√
2σ𝑢 (знак этой скорости опреде-

ляется по отношению к направлению возрастания функции 𝑢),

𝑢 = tanh

(︂
−𝑏𝑡± 𝑥− 𝑥0√

2σ𝑢

)︂
,

где 𝑥0 – некоторая константа. Путём прямой подстановки в уравнение (17) убеждаемся, что
в случае зависящего от времени параметра 𝑏(𝑡) уравнение (17) допускает схожее по форме
решение

𝑢 = tanh

(︂
𝑥−𝑋(𝑡)√

2σ𝑢

)︂
(18)

в виде неравномерно движущейся волны переключения, где 𝑋(𝑡) – первообразная функции
𝑏(𝑡)

√
2σ𝑢, 𝑏 = 𝑋̇/

√
2σ𝑢, точка над символом обозначает производную по 𝑡. В случае зада-

чи Неймана на конечном интервале 𝑥 ∈ [0, 𝐿] решение (18) деформируется, однако при 𝑋(𝑡),
𝐿−𝑋(𝑡) ≫ √

2σ𝑢 эту деформацию можно считать малой и пренебречь влиянием краёв на реше-
ние. Тогда 𝑢̄ ≈ 1 − 2𝑋/𝐿 и, связав 𝑏 и 𝑢̄ посредством определённого фильтра, можно получить
систему, в которой положение междоменной стенки подчиняется заданному дифференциальному
уравнению.

Например, если

𝑏̇ = α𝑢̄, (19)

где α > 0 – постоянный параметр, то среднее поле удовлетворяет уравнению гармонического
осциллятора

𝑑2𝑢̄

𝑑𝑡2
+

2
√

2σ𝑢 α
𝐿

𝑢̄ = 0,

и междоменная граница может совершать колебания около середины среды 𝑥 = 𝐿/2 с частотой
Ω =

√︀
2
√

2σ𝑢 α/𝐿 и различными амплитудами. Заметим, что система (17), (19) является частным
случаем системы (1), (2) с 𝑣 = 𝑏, причём 𝑢 = 0, 𝑏 = 0 является её неустойчивым однородным
состоянием с

γ0 =
1

2
+ Re

√︂
1

4
− α, γ𝑛 = 1 − σ𝑢

(︁π𝑛
𝐿

)︁2
, 𝑛 > 0.

Это однородное состояние, таким образом, всегда неустойчиво относительно однородных воз-
мущений, однако при π2σ𝑢/𝐿2 < 1/2 и α > π2σ𝑢/𝐿2−π4σ2𝑢/𝐿4 мода с 𝑛 = 1 имеет наибольший
инкремент среди всех мод, включая моду с 𝑛 = 0. При этом в результате развития неустойчи-
вости могут формироваться упомянутые выше двухдоменные структуры с гармонически осцил-
лирующей или неподвижной междоменной границей. Рис. 2 показывает найденные численно
пространственно-временные карты значений переменной 𝑢 для этой и других систем на основе
уравнения Зельдовича–Франк-Каменецкого. В частности, рис. 2, a и b, демонстрируют результа-
ты решения уравнений (17) и (19) при σ𝑢 = 20 и α = 0.5 с начальными условиями (15) и 𝑏 = 0
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Рис. 2. Полученные численно пространственно-временные карты значений переменной 𝑢(𝑥, 𝑡) уравнения Зельдовича–
Франк-Каменецкого с глобальной связью различного типа. Подрисунок a: решение уравнений (17) и (19) с σ𝑢 = 20,
α = 0.5 и начальными условиями (15), 𝑏 = 0 с 𝑑 = 5, 𝑢𝑖 = 0.001 и 𝑥𝑖 = 0. Подрисунок b: то же, что и на подри-
сунке a, но для других начальных условий, 𝑥𝑖 = 100/3. Подрисунок c: решение уравнений (17) и (20) с β = 0.3 и
ν = 0.1; остальные параметры те же, что и на подрисунке a. Подрисунок d: решение уравнений (21)–(23) с σ𝑢 = 20,
𝐴 = 0.2, 𝐵 = 0.2, 𝐶 = 5.7, 𝐷 = 20, 𝐸 =

√
10/8 и начальными условиями (15), 𝑣 = 0, 𝑤 = 𝐵/𝐶 с 𝑑 = 5, 𝑢𝑖 = 0.001

и 𝑥𝑖 = 0

Fig. 2. Numerically-found spatiotemporal maps of variable 𝑢(𝑥, 𝑡) of the Zeldovich–Frank-Kamenetskii equation with
different kinds of global coupling. Panel a: solution of Eqs. (17) and (19) with σ𝑢 = 20, α = 0.5 and the initial
conditions (15), 𝑏 = 0 with 𝑑 = 5, 𝑢𝑖 = 0.001, and 𝑥𝑖 = 0. Panel b: the same as in panel a, but for different initial
conditions, 𝑥𝑖 = 100/3. Panel c: solution of Eqs. (17) and (20) with β = 0.3 and ν = 0.1; the rest of parameters are the
same as in panel a. Panel d: solution of Eqs. (21)–(23) with σ𝑢 = 20, 𝐴 = 0.2, 𝐵 = 0.2, 𝐶 = 5.7, 𝐷 = 20, 𝐸 =

√
10/8

and initial conditions (15), 𝑣 = 0, 𝑤 = 𝐵/𝐶 with 𝑑 = 5, 𝑢𝑖 = 0.001, and 𝑥𝑖 = 0

с 𝑑 = 5, 𝑢𝑖 = 0.001 и 𝑥𝑖 = 0 (рис. 2, a) или 𝐿/3 (рис. 2, b). Как видно, различные слабые
начальные возмущения развиваются в двухдоменные режимы с отличающимися амплитудами
колебаний междоменной границы.

Модификация

𝑏̇ = α𝑢̄ + ν𝑏(β2 − 𝑢̄2) (20)

уравнения (19) соответствует уравнению ван дер Поля для среднего поля,

𝑑2𝑢̄

𝑑𝑡2
− ν(β2 − 𝑢̄2)

𝑑𝑢̄

𝑑𝑡
+Ω2𝑢̄ = 0,

где ν > 0 и 0 < β < 1 – постоянные параметры. Рис. 2, c, показывает решение уравнений (17) и
(20) для тех же параметров и начальных условий, что и рис. 2, a, и ν = 0.1, β = 0.3. В установив-
шемся режиме междоменная граница совершает автоколебания, амплитуда которых не зависит
от начальных условий.

Наконец построим систему, в которой междоменная граница совершает хаотические ко-
лебания. Для этого запишем систему уравнений Рёсслера [56] для среднего поля 𝑢̄ в качестве
первой переменной:

𝑑𝑢̄

𝑑𝑡
= −𝑣 + 𝑤

𝐷
,

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝐷𝑢̄ + 𝐴𝑣, (21)

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= 𝐵 + 𝑤(𝐷𝑢̄− 𝐶), (22)
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где 𝑣 и 𝑤 – вторая и третья переменные системы Рёсслера, 𝐴, 𝐵 и 𝐶 – её параметры, 𝐷 – нор-
мировочный коэффициент, показывающий, во сколько раз первая переменная системы Рёсслера
в классическом определении больше 𝑢̄. Уравнение для переменной 𝑢 при этом примет вид

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= σ𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ (1 − 𝑢2)[𝑢− 𝐸(𝑣 + 𝑤)], (23)

где 𝐸 = 𝐿/2
√

2σ𝑢𝐷. На рис. 2, d, представлено решение уравнений (21)–(23) с начальными
условиями (15), 𝑣 = 0, 𝑤 = 𝐵/𝐶 для σ𝑢 = 20, 𝐴 = 0.2, 𝐵 = 0.2, 𝐶 = 5.7, 𝐷 = 20, 𝑥𝑖 = 0, 𝑑 = 5
и 𝑢𝑖 = 0.001. Как можно видеть, междоменная граница действительно совершает беспорядочные
колебательные движения.

Заключение

Исследована неустойчивость однородного состояния в реакционно-диффузионных систе-
мах с глобальной связью через среднее поле. Для одномерных двухкомпонентных систем об-
щего вида аналитически определены критерии нестабильности и проведена классификация её
типов. Выделен особый тип неустойчивости, обусловленной наличием глобальной связи, в ко-
тором для размеров среды, бо́льших некоторой критической длины, масштаб наиболее быстро
растущих возмущений (длина волны) оказывается равным удвоенному размеру среды. Это су-
щественно отличается от диффузионных неустойчивостей в системах без глобальной связи, где
для достаточно длинных сред масштаб наиболее быстро растущих возмущений определяется
локальными свойствами среды. Таким образом, на линейной стадии развития неустойчивости
формируется двухдоменная структура, которая может сохраняться и развиваться и на нелиней-
ной стадии. Это было проиллюстрировано с помощью численного решения распределённых си-
стем ФитцХью–Нагумо с глобальными связями двух видов. Среди различных режимов, которые
могут формироваться в результате развития неустойчивости, следует выделить двухдоменные ре-
жимы с неподвижной или осциллирующей междоменной границей. Эти режимы, по всей види-
мости, достаточно характерны для реакционно-диффузионных систем с глобальной связью и мо-
гут рассматриваться как остановившиеся или неравномерно движущиеся волны переключения.
Для распределённой системы ФитцХью–Нагумо с глобальной связью такая интерпретация двух-
доменной структуры с неподвижной междоменной границей позволила аналитически найти фор-
му стационарного профиля и определить положение междоменной границы. Также с помощью
этой интерпретации на основе уравнения Зельдовича–Франк-Каменецкого были предложены
простые системы, в которых междоменная граница может совершать гармонические колебания
с различными амплитудами, автоколебания, аналогичные колебаниям осциллятора ван дер Поля,
или хаотические движения, подобные движениям осциллятора Рёсслера. Полученные результаты
позволяют также ожидать потерю устойчивости в эволюционирующих средах с изменяющимся
размером (как в одномерных, так и в двумерных и трёхмерных) или сетях с переменным числом
элементов (где роль размера среды играет количество элементов) при достижении средой кри-
тического размера, например, в растущих нейронных сетях, где подобные эффекты могут иметь
решающее значение для динамики.
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