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Аннотация. Цель настоящего исследования – определение влияния запаздывающих сил в упругости и демпфиро-
вания на динамику смешанных вынужденных, параметрических и автоколебаний в системе с ограниченным воз-
буждением. В качестве модели использована механическая фрикционная автоколебательная система, приводимая
в движение двигателем ограниченной мощности. Методы. В данной работе для решения нелинейных дифферен-
циальных уравнений движения рассматриваемой системы используется метод прямой линеаризации (МПЛ), отли-
чающийся от известных методов нелинейной механики простотой применения и весьма малыми затратами тру-
да и времени. Это особенно важно с точки зрения проведения расчетов при проектировании реальных устройств.
Результаты. Представленная полиномиальной функцией общего вида характеристика силы трения, вызывающего
автоколебания, линеаризована с помощью метода прямой линеаризации нелинейностей. С использованием этого же
метода построены решения дифференциальных уравнений движения системы, получены уравнения для определения
нестационарных значений амплитуды, фазы колебаний и скорости источника энергии. Рассмотрены стационарные
движения, а также их устойчивость посредством критериев Рауса–Гурвица. Выполнены расчеты для получения ин-
формации о влиянии запаздываний на динамику системы. Заключение. Как показали расчеты, запаздывания сдвигают
кривые амплитуд вправо-влево, вверх-вниз на амплитудно-частотной плоскости, изменяют их форму, оказывают вли-
яние на устойчивость движения.
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Abstract. The purpose of this study is to determine the effect of retarded forces in elasticity and damping on the dynamics
of mixed forced, parametric, and self-oscillations in a system with limited excitation. A mechanical frictional self-oscillating
system driven by a limited-power engine was used as a model. Methods. In this work, to solve the nonlinear differential
equations of motion of the system under consideration, the method of direct linearization is used, which differs from the
known methods of nonlinear mechanics in ease of use and very low labor and time costs. This is especially important
from the point of view of calculations when designing real devices. Results. The characteristic of the friction force that
causes self-oscillations, represented by a general polynomial function, is linearized using the method of direct linearization
of nonlinearities. Using the same method, solutions of the differential equations of motion of the system are constructed,
equations are obtained for determining the nonstationary values of the amplitude, phase of oscillations and the speed of the
energy source. Stationary motions are considered, as well as their stability by means of the Routh–Hurwitz criteria. Performed
calculations obtained information about the effect of delays on the dynamics of the system. Conclusion. Calculations have
shown that delays shift the amplitude curves to the right and left, up and down on the amplitude–frequency plane, change
their shape, and affect the stability of motion.
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Введение

В связи с проблемами экологии, влиянием используемой энергии на климатические из-
менения и истощением энергоресурсов вопрос потребления энергии вышел во всем мире на
передний план. Некоторый вклад в решение этих проблем может вносить известная теория ко-
лебательных систем, взаимодействующих с источниками энергии. Она впервые последовательно
изложена в основополагающей монографии В. О. Кононенко [1]. С помощью данной теории
можно более обоснованно выбрать источник энергии с нужными характеристиками, и она бы-
ла развита последователями В. О. Кононенко во всем мире (известной автору последней моно-
графией в этом направлении является [2]). В монографии [3] описано сильное динамическое
взаимодействие колебательной системы и источника энергии при увеличении колебательной на-
грузки, а в [4] – значительная связь между колебаниями и уровнем потребляемой энергии при
функционировании деталей и точностью их обработки.

В теории колебательных систем с ограниченным возбуждением основным методом ис-
следования является метод усреднения [5], несмотря на то, что для анализа нелинейных коле-
бательных систем существует ряд и других методов нелинейной механики [6–10]. Использо-
вание всех этих приближенных методов связано со значительными трудовыми и временными
затратами. От них принципиально отличается метод прямой линеаризации (МПЛ), изложенный
в [11–16] и др. Он содержит влияющий на точность решения параметр точности линеаризации,
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отсутствующий в описанных в [17, 18] способах линеаризации. Преимущества МПЛ в сравне-
нии с известными методами нелинейной механики следующие: на несколько порядков меньше
затраты труда и времени; отсутствие трудоемких и сложных приближений различных порядков и
простота применения; возможность получения конечных расчетных соотношений независимо от
степени нелинейности. Сравнение известных методов нелинейной механики и МПЛ приведено
в ряде работ автора, в частности, [12, 14]. Некоторое сравнение приводится далее и в настоя-
щей работе.

Широкое распространение в технике получили системы с запаздыванием, которое явля-
ется причиной колебаний во многих случаях. В [19] указаны объекты техники со ссылкой на
ряд работ в этом направлении. В дополнение отметим следующее. В автономных и телеуправ-
ляемых системах (подвижные роботы [20], манипуляторы и др.) источником запаздывания явля-
ется канал передачи данных, пренебрежение им может привести к существенным ошибкам при
управлении группой роботов. В монографии [21] описаны новые данные о закономерностях пла-
стического деформирования металлов при проявлении запаздывания текучести и прерывистого
деформирования.

Как известно из классификации колебаний по механизму возбуждения, существуют 4 ти-
па колебаний, отличающихся по своим особенностям (характеристикам) и образующих также
4 вида смешанных (комбинация типов) колебаний [3, 6] и др. С учетом свойств источника энер-
гии и различных запаздываний (по упругости, демпфированию, автоколебательному механизму
возбуждения) в работах [19, 22–25] рассмотрены смешанные:

� вынужденные и автоколебания при запаздывании в автоколебательном механизме и упру-
гости [22];

� параметрические и автоколебания при запаздывании в автоколебательном механизме [23];
� параметрические и автоколебания при запаздываниях в автоколебательном механизме и

упругости [24];
� вынужденные, параметрические и автоколебания при запаздывании в упругости [19];
� вынужденные, параметрические и автоколебания при запаздывании в автоколебательном

механизме [25].

Целью работы является рассмотрение с использованием МПЛ смешанных вынужденных,
параметрических и автоколебаний при ограниченной мощности источника энергии и наличии
запаздываний в силах упругости и демпфирования.

1. Модель и уравнения движения

 

Рис. 1. Модель системы

Fig. 1. Model of system

Представленная на рис. 1 модель фрик-
ционной автоколебательной системы хорошо
описывает автоколебания под действием тре-
ния, которые могут возникать в целом ряде
объектов машиностроения [23–32]. Зависящая
от относительной скорости 𝑈 = 𝑉 − 𝑥̇, 𝑉 =
= 𝑟03̇ сила трения 𝑇 (𝑈), возникающая между
телом 1 с массой 𝑚 и приводимой в движе-
ние двигателем лентой, на которой оно лежит,
может привести к возникновению автоколеба-
ний. Тело находится под действием парамет-
рического возбуждения (𝑐 + 𝑏 cos ν𝑡)𝑥 и вы-
нуждающей силы λ 𝑠 in ν1 𝑡.
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Движения системы описываются уравнениями

𝑚𝑥̈+ 𝑘0 𝑥̇+ 𝑐0𝑥 = λ sin ν1 𝑡− 𝑏𝑥 cos ν𝑡+ 𝑇 (𝑈)− 𝑘η 𝑥̇η − 𝑐τ𝑥τ,

𝐼 3̈ = 𝑀(3̇)− 𝑟0𝑇 (𝑈), (1)

где 𝑚 – масса тела, лежащего на ленте, 𝑘0 = const и 𝑐0 = const – соответственно коэффици-
енты демпфирования и жесткости демпфера 3 и пружины 2, λ = const, 𝑏 = const, ν1 = const,
ν = const – соответственно амплитуды и частоты вынуждающей силы и параметрического воз-
буждения, η и τ – постоянные временные факторы запаздывания в силах демпфирования и упру-
гости, 𝑘η = const, 𝑐τ = const, 𝑀(3̇) и 3̇ – моментная характеристика и скорость вращения
ротора двигателя, 𝐼 – суммарный момент инерции вращающихся частей, 𝑟0 = const – радиус
шкива, вращающего ленту.

Широкое распространение в реальных условиях, включая космические [33], получила фор-
ма характеристики силы трения

𝑇 (𝑈) = 𝑇0 (sgn𝑈 − α1𝑈 + α3𝑈3), (2)

где 𝑇0 – сила нормальной реакции, α1, α3 – положительные постоянные, sgn𝑈 = 1 при 𝑈 > 0,
sgn𝑈 = −1 при 𝑈 < 0 и в случае относительного покоя 𝑈 = 0 имеет место −𝑇0 ⩽ 𝑇 (0) ⩽ 𝑇0.

Характеристика 𝑇 (𝑈), являющаяся, как правило, нелинейной и неизвестной на практике,
описывается обычно полиномиальной функцией. Представим ее в более общем виде

𝑇 (𝑈) = 𝑇0 [sgn𝑈 + 𝑓(𝑥̇)] , 𝑓(𝑥̇) =
∑︁
𝑛 ⩾ 0

δ𝑛𝑥̇𝑛, (3)

где

δ0 = α1𝑉 + α2𝑉 2 + α3𝑉 3 + α4𝑉 4 + α5𝑉 5, δ1 = −(α1 + 2α2𝑉 + 3α3𝑉 2 + 4α4𝑉 3 + 5α5𝑉 4),

δ2 = α2 + 3α3𝑉 + 6α4𝑉 2 + 10α5𝑉 3, δ3 = −(α3 + 4α4𝑉 + 10α5𝑉 2),

δ4 = α4 + 5α5𝑉, δ5 = −α5.
Заменим [11–16] теперь нелинейную функцию 𝑓(𝑥̇) линейной по МПЛ

𝑓*(𝑥̇) = 𝐵𝑓 + 𝑘𝑓 𝑥̇. (4)

            
 

Рис. 2. Графики численных коэффициентов методом усреднения (кривые 1) и МПЛ (кривые 2)

Fig. 2. Graphs of the numerical coefficients of the averaging method (curves 1) and MDL (curves 2)
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Коэффициенты линеаризации 𝐵𝑓 и 𝑘𝑓 определяются выражениями 𝐵𝑓 =
∑︀

𝑛 α𝑛𝑁𝑛υ𝑛,
𝑛 = 0, 2, 4, . . . (𝑛 – четное), 𝑘𝑓 =

∑︀
𝑛 α𝑛𝑁̄𝑛υ𝑛 −1, 𝑛 = 1, 3, 5, . . . (𝑛 – нечетное), где υ = max |𝑥̇|,

𝑁𝑛 = (2𝑟 + 1)/(2𝑟 + 1 + 𝑛), 𝑁̄𝑛 = (2𝑟 + 3)/(2𝑟 + 2 + 𝑛).
Символ 𝑟 представляет собой параметр точности линеаризации. Как показано в [11], его

можно выбрать в интервале (0, 2), но он не ограничен.
На рис. 2 показано сравнение численных коэффициентов 𝑁̄𝑛 (𝑟 = 1.85) и 𝑁𝑛 (𝑟 = 0.65) с

численными коэффициентами, полученными асимптотическим методом усреднения Боголюбова–
Митропольского для различных значений степени нелинейности 𝑛. Кривые 1 соответствуют ме-
тоду усреднения, кривые 2 – МПЛ. Из графиков видна достаточная близость результатов обоих
методов.

С учетом (3) и (4) уравнения (1) принимают вид

𝑚𝑥̈+ 𝑘 𝑥̇+ 𝑐0𝑥 = 𝑇0 (sgn𝑈 +𝐵𝑓 ) + λ sin ν1𝑡− 𝑏𝑥 cos ν𝑡− 𝑘η 𝑥̇η − 𝑐τ𝑥τ,

𝐼3̈ = 𝑀(3̇) − 𝑟0𝑇0 (sgn𝑈 +𝐵𝑓 + 𝑘𝑓 𝑥̇), (5)

где 𝑘 = 𝑘0 − 𝑇0 𝑘𝑓 .

2. Решение уравнений

Решения (5) можно строить методом замены переменных с усреднением [11] и проце-
дуры для расчета взаимодействия колебательных систем с источниками энергии ограниченной
мощности [14–16]. Так как характеры решений для 𝑥 и 𝑥̇ при условиях 𝑈 > 0 и 𝑈 < 0 прин-
ципиально различны [3], то соответственно рассмотрим отдельно случаи 𝑢 ⩾ 𝑎ω0 и 𝑢 < 𝑎ω0,
введя 𝑢 = 𝑟0Ω, ω20 = 𝑐0/𝑚, где Ω – усредненная скорость источника энергии. На практике глав-
ный интерес представляют основные резонансы, когда ω ≈ ν1 и ω ≈ ν/2. Определим значения
амплитуды 𝑎, фазы ξ колебаний и скорости источника энергии Ω для этих резонансов на основе
𝑥 = 𝑎 cosψ, 𝑥̇ = −𝑎𝑝 sin ψ, 3̇ = Ω, ψ = 𝑝 𝑡+ ξ, υ = 𝑎𝑝, 𝑝 = ν/2. В результате имеем

a) 𝑢 ⩾ 𝑎ω0
𝑑𝑎

𝑑𝑡
= − 1

4𝑝𝑚
[2𝑎𝐴+ 2λ cos ξ− 𝑏𝑎 sin 2ξ] ,

𝑑ξ
𝑑𝑡

=
1

4𝑝𝑚𝑎
[2𝑎𝐸 + 2λ sin ξ+ 𝑎𝑏 cos 2ξ] ,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝑟0
𝐽

[︂
𝑀

(︂
𝑢

𝑟0

)︂
− 𝑟0𝑇0 (1 +𝐵𝑓 )

]︂
,

(6a)

b) 𝑢 < 𝑎ω0
𝑑𝑎

𝑑𝑡
= − 1

4𝑝𝑚

[︂
2𝑎𝐴+ 2λ cos ξ− 𝑏𝑎 sin 2ξ− 8𝑇0

π𝑎𝑝

√︀
𝑎2𝑝2 − 𝑢2

]︂
,

𝑑ξ
𝑑𝑡

=
1

4𝑝𝑚𝑎
[2𝑎𝐸 + 2λ sin ξ+ 𝑎𝑏 cos 2ξ] ,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝑟0
𝐽

[︂
𝑀

(︂
𝑢

𝑟0

)︂
− 𝑟0𝑇0 (1 +𝐵𝑓 )−

𝑟0𝑇0

π
(3π− 2ψ*)

]︂
,

(6b)

где

𝐴 = 𝑝(𝑘0 + 𝑘η cos 𝑝η − 𝑇0𝑘𝑓 )− 𝑐τ sin 𝑝τ, 𝐸 = 𝑚(ω20 − 𝑝2) + 𝑐τ cos 𝑝τ,

ω20 = 𝑐0/𝑚, 𝑢 = 𝑟0Ω, ψ* = 2π− arcsin(𝑢/𝑎𝑝).

Так как в области резонанса ω0 ≈ 𝑝, то примем (ω20 − 𝑝2)
⧸︀
2𝑝 ≈ 2ω0(ω0 − 𝑝).
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Из условий 𝑎̇ = 0, ξ̇ = 0, 𝑢̇ = 0 получим при 𝑢 ⩾ 𝑎ω0 следующие соотношения для
определения стационарных значений амплитуды и фазы колебаний:

(𝑎2𝐺− 2λ2)2 − 4λ2(λ2 + 2𝑏𝐷𝑎2) = 0, tg ξ = 𝑅(𝑏𝑎𝑅− λ)/𝑎𝐴,

где
𝐷 = 𝑏+ 2𝐸, 𝐺 = 4𝐴2 +𝐷2 − 2𝑏𝐷, 𝑅 = (λ±

√︀
λ2 + 2𝑏𝑎2𝐷)

⧸︁
2𝑎𝑏.

В случае 𝑢 < 𝑎ω0 амплитуда стационарных колебаний определяется приближенной за-
висимостью 𝑎ω ≈ 𝑢. Из третьего уравнения (6a) находим нагрузку 𝑆(𝑢) на источник энергии,
которая при 𝑢 ⩾ 𝑎ω0 определяется выражением

𝑆(𝑢) = 𝑟0𝑇0 (1 +𝐵𝑓 ).

Уравнение
𝑀(𝑢/𝑟0)− 𝑆(𝑢) = 0 (7)

позволяет определить стационарные значения скорости 𝑢, которые можно найти также точкой
пересечения кривых 𝑀(𝑢/𝑟0) и 𝑆(𝑢).

Уравнение (7) имеет место также при 𝑢 < 𝑎ω0, но с учетом 𝑎ω ≈ 𝑢 в выражении 𝑆(𝑢).

3. Устойчивость стационарных движений

Составив уравнения в вариациях для (7) и используя критерии Рауса–Гурвица, получим
следующие условия устойчивости стационарных колебаний:

𝐷1 > 0, 𝐷3 > 0, 𝐷1𝐷2 −𝐷3 > 0, (8)

где
𝐷1 = −(𝑏11 + 𝑏22 + 𝑏33), 𝐷2 = 𝑏11𝑏33 + 𝑏11𝑏22 + 𝑏22𝑏33 − 𝑏23𝑏32 − 𝑏12𝑏21,

𝐷3 = 𝑏11𝑏23𝑏32 + 𝑏12𝑏21𝑏33 − 𝑏11𝑏22𝑏33.

В случае скоростей 𝑢 ⩾ 𝑎𝑝 имеем выражения

𝑏11 =
𝑟0
𝐽

(︂
𝑄− 𝑟0𝑇0

𝜕𝐵𝑓

𝜕𝑢

)︂
, 𝑏12 = −𝑟20𝑇0

𝐽

𝜕𝐵𝑓

𝜕𝑎
, 𝑏21 =

𝑎𝑇0

2𝑚

𝜕𝑘𝑓
𝜕𝑢

,

𝑏22 = − 1

4𝑝𝑚

[︂
2

(︂
𝐴+ 𝑎

𝜕𝐴

𝜕𝑎

)︂
− 𝑏 sin 2ξ

]︂
, 𝑏23 =

1

2𝑚𝑝
(λ sin ξ+ 𝑎𝑏 cos 2ξ),

𝑏32 = − λ
2𝑝𝑚𝑎2

sin ξ, 𝑏33 = − 1

2𝑝𝑚𝑎
[λ cos ξ+2𝑎𝐴 ] ,

а при 𝑢 < 𝑎𝑝 изменяются лишь коэффициенты

𝑏11 =
𝑟0
𝐽

[︃
𝑄− 𝑟0𝑇0

𝜕𝐵𝑓

𝜕𝑢
− 2𝑟0𝑇0

π
√︀

𝑎2𝑝2 − 𝑢2

]︃
, 𝑏12 = −𝑟20𝑇0

𝐽

[︃
𝜕𝐵𝑓

𝜕𝑎
+

2𝑢

π𝑎
√︀
𝑎2𝑝2 − 𝑢2

]︃
,

𝑏21=
𝑎𝑇0

2𝑚

[︃
𝜕𝑘𝑓
𝜕𝑢

+
4𝑢

π𝑎2𝑝2
√︀
𝑎2𝑝2−𝑢2

]︃
, 𝑏22=− 1

4𝑝𝑚

[︂
2

(︂
𝐴+𝑎

𝜕𝐴

𝜕𝑎

)︂
−𝑏 sin 2ξ

]︂
− 4𝑇0𝑢

2

2π𝑚𝑎2𝑝2
√︀
𝑎2𝑝2−𝑢2

,

где 𝑄 =
𝑑

𝑑𝑢
𝑀
(︁𝑢
𝑟

)︁
.
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Характеристика (3) доставляет выражения

𝜕𝐵𝑓

𝜕𝑢
=

𝜕δ0
𝜕𝑢

+𝑁2 (𝑎𝑝)
2𝜕δ2
𝜕𝑢

+𝑁4 (𝑎𝑝)
4𝜕δ4
𝜕𝑢

,
𝜕𝑘𝑓
𝜕𝑢

= 𝑁̄1
𝜕δ1
𝜕𝑢

+ 𝑁̄3 (𝑎𝑝)
2𝜕δ3
𝜕𝑢

+ 𝑁̄5 (𝑎𝑝)
4𝜕δ5
𝜕𝑢

,

𝜕𝐵𝑓

𝜕𝑎
= 2𝑎𝑝2(𝑁2δ2 + 2𝑁4δ4𝑎2𝑝2),

𝜕𝑘𝑓
𝜕𝑎

= 2𝑎𝑝2(𝑁̄3δ3 + 2𝑁̄5δ5𝑎2𝑝2),

𝜕𝐴

𝜕𝑎
= −𝑝𝑇0

𝜕𝑘𝑓
𝜕𝑎

, 𝐴+ 𝑎
𝜕𝐴

𝜕𝑎
= 𝐴− 𝑎𝑝𝑇0

𝜕𝑘𝑓
𝜕𝑎

,

𝜕δ0
𝜕𝑢

= α1 + 2α2𝑢+ 3α3𝑢2 + 4α4𝑢3 + 5α5𝑢4,
𝜕δ1
𝜕𝑢

= − 2 (α2 + 3α3𝑢+ 6α4𝑢2 + 10α5𝑢3),

𝜕δ2
𝜕𝑢

= 3 (α3 + 4α4𝑢+ 10α5𝑢2),
𝜕δ3
𝜕𝑢

= −4(α4 + 5α5𝑢),
𝜕δ4
𝜕𝑢

= 5α5,
𝜕δ5
𝜕𝑢

= 0,

из которых для функции (2) следуют

𝜕𝐵𝑓

𝜕𝑢
= δ0 − 3 δ3𝑁2𝑎

2𝑝2,
𝜕𝑘𝑓
𝜕𝑢

= 6 δ3𝑢,
𝜕𝐵𝑓

𝜕𝑎
= −6𝑁2δ3𝑢𝑎𝑝2,

𝜕𝑘𝑓
𝜕𝑎

= 2𝑁̄3δ3𝑎𝑝2,

𝐴+ 𝑎
𝜕𝐴

𝜕𝑎
= 𝑝(𝑘0 + 𝑘η cos 𝑝η) − 𝑐τ sin 𝑝τ+ 𝑝α3𝑁̄3𝑇0(3𝑎

2𝑝2 − ℎ) ,

ℎ = 3 (𝑢20 − 𝑢2)/𝑁̄3, 𝑢20 = α1/3α3,

где δ0 и δ3определяются выражениями, приведенными в (3).
В случае идеального источника энергии условиями устойчивости являются

𝐷1 = − (𝑏22 + 𝑏33) > 0, 𝐷2 = 𝑏22𝑏33 − 𝑏23𝑏32 > 0

и амплитуда на границе области устойчивости определяется на основе условия 𝐷1 > 0, которое
дает

𝐹 ≡ 2𝐴− 𝑎𝑊 = 0, (9)

где 𝑊 = 𝑝𝑇0
𝜕𝑘𝑓
𝜕𝑎 или 𝑊 = 2𝑇0𝑎𝑝

3(𝑁̄3δ3 + 2𝑁̄5δ5𝑎2𝑝2).

4. Расчеты

Для получения информации о влиянии запаздывания на систему проводились расчеты с
использованием следующих параметров: ω = 1 c−1, 𝑚 = 1 кгс·с2·см−1, 𝑏 = 0.07 кгс·см−1,
λ = 0.02 кгс, 𝑘 = 0.02 кгс·c·см−1, 𝑘η = 0.02 кгс·с·см−1, 𝑐τ = 0.05 кгс·см−1, 𝑟0 = 1 см,
𝐽 = 1 кгс·с·см2. С учетом (4) характеристика трения 𝑇 (𝑈) была принята в форме (2) с па-
раметрами 𝑇0 = 0.5 кгс, α1 = 0.84 с·см−1, α3 = 0.18 с3·см−3.

Показанные на рис. 3 амплитудно-частотные кривые 𝑎(ν) получены для 𝑢 = 1.2 при ли-
нейной характеристике силы упругости. Для проведения расчетов амплитуды был использован
параметр точности линеаризации 𝑟 = 1.5 и соответственно 𝑁̄3 = 3/4. Так как число 3/4 по-
лучается также при методе усреднения, то имеет место одинаковость всех результатов расчета
амплитуды по МПЛ и методу усреднения. Отметим, что четные степени нелинейности, которой
в данном случае является 𝑇 (𝑈), не влияют на амплитуду, но влияют на устойчивость (в расче-
тах устойчивости для 𝑁2 использован параметр точности линеаризации 𝑟 = 0.65). Сплошная
кривая 1 на всех рисунках соответствует полному отсутствию запаздываний (𝑘η = 0, 𝑐τ = 0)

Алифов А. А.
Известия вузов. ПНД, 2021, т. 29, № 5 745



Рис. 3. Зависимости амплитуды от частоты при различных значениях τ: 0 (а), π/2 (b), π (c), 3π/2 (d)

Fig. 3. Dependences of the amplitude on the frequency at different τ: 0 (а), π/2 (b), π (c), 3π/2 (d)

и приведена для сравнения, штриховая 2 – η = π/2, двухпунктирная 3 – η = π. Поскольку
скорость 𝑢 = 1.2 и действует приближенное равенство ω ≈ 𝑢, представленное горизонтальной
прямой 𝑎 = 1.2 (ω = 1), то штриховая и пунктирная кривые при η = π/2 показаны условно, без
учета этого равенства. Колебания могут быть устойчивыми, если крутизна 𝑄 – характеристика
источника энергии – будет находиться в пределах заштрихованного сектора. Кривая 2 с весьма
малыми амплитудами на рис. 3, b неустойчива полностью. Прямые 𝐹1,2 = 0, 𝐹3 = 0 отражают
(9) в соответствии с обозначением амплитудных кривых в зависимости от η.

Заключение

Запаздывания смещают амплитудную кривую вверх-вниз, вправо-влево, изменяют ее фор-
му. Наличие запаздываний обуславливает в системе эффекты, аналогичные тем, что возникают и
при отсутствии запаздываний. Останавливаться на них не будем, ибо результаты анализа (1) при
отсутствии запаздывания и целый ряд сильно зависящих от свойств источника энергии явлений
детально описаны в [3].
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