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Аннотация. Цель настоящей работы – изучить влияние различных локальных моделей в уравнениях диффузии–
адвекции–реакции на пространственные процессы сосуществования хищников и жертв в условиях неоднородного
распределения ресурса жертвы. Рассматривается система нелинейных уравнений параболического типа, учитываю-
щая диффузию, таксис и локальное взаимодействие хищника и жертвы на одномерном ареале. Методы. Исследование
системы проводится с помощью анализа динамических систем на фазовой плоскости, а также вычислительного экс-
перимента на основе метода прямых и схемы смещённых сеток. Результаты. Изучено поведение системы хищник–
жертва при различных вариантах описания локального взаимодействия, учитывающих гиперболический закон роста
жертвы и эффект Холлинга II рода при неравномерности распределения пищевого ресурса для жертвы. Установлены
парадоксальные сценарии взаимодействия жертвы и хищника для ряда вариантов трофической функции. Проанали-
зировано формирование стационарных и нестационарных решений при учёте диффузии и направленной миграции
видов. Заключение. Предложена учитывающая неоднородность ресурса трофическая функция, которая не приводит к
парадоксальной динамике.
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Abstract. The purpose of this work is to study the influence of various local models in the equations of diffusion–advection–
reaction on the spatial processes of coexistence of predators and prey under conditions of a nonuniform distribution of the
carrying capacity. We consider a system of nonlinear parabolic equations to describe diffusion, taxis, and local interaction of a
predator and prey in a one-dimensional habitat. Methods. We carried out the study of the system using the dynamical systems
approach and a computational experiment based on the method of lines and a scheme of staggered grids. Results. The behavior
of the predator – prey system has been studied for various scenarios of local interaction, taking into account the hyperbolic
law of prey growth and the Holling effect with nonuniform carrying capacity. We have established paradoxical scenarios of
interaction between prey and predator for several modifications of the trophic function. Stationary and nonstationary solutions
are analyzed considering diffusion and directed migration of species. Conclusion. The trophic function that considers the
heterogeneity of the resource is proposed, which does not lead to paradoxical dynamics.
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Введение

Моделирование систем типа хищник – жертва или хозяин – паразит является важным для
математической биологии, современной экологии, и актуально при решении проблем медицины,
пищевой промышленности, борьбы с вредителями и пр. [1, 2]. Первые математические модели
базировались на обыкновенных дифференциальных уравнениях, описывающих локальное взаи-
модействие – усреднённую реакцию конкурирующих или антагонистических видов друг на дру-
га. Для учёта пространственного распределения видов далее стали применяться уравнения диф-
фузии, благодаря которым появилась возможность моделировать миграционные процессы [3, 4].
К настоящему времени предложено большое число систем, относящихся к классу уравнений
«диффузия–адвекция–реакция», в которых рассматриваются различные эффекты популяционно-
го взаимодействия [5, 6].

Актуальным является построение моделей, учитывающих неоднородность среды обита-
ния. В условиях сильной диффузии и/или адвекции влияние пространственной неоднородности
ареала мало заметно и в большинстве задач не учитывается [7]. В случае миграционных потоков
малой интенсивности важен корректный учёт членов реакции [8]. Неоднородность ресурса, как
правило, учитывается только при описании локального роста жертвы и не входит в трофическую
функцию (функциональный отклик хищника), см. [9–13].

Это, как будет показано далее, приводит к парадоксальным ситуациям. Так, например, на
некоторых участках ареала жертва оказывается «индифферентной» к распределению своего ре-
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сурса, а хищник может отсутствовать в местах, где жертвы «достаточно» много. Между тем,
данные полевых наблюдений показывают [1], что между видами всегда имеется корреляция в
распределении вдоль ареала даже при малых потоках. Действительно, хищнику не обязательно
совершать много хаотических движений в поисках жертвы (сильная диффузия) или преследо-
вать её по запаху через весь ареал (быстрый таксис), достаточно затаиться и ждать в местах с
большим количеством ресурса жертвы, куда она неизбежно придёт. Конечно, эта стратегия не
является единственной, но учёт тенденции к такого рода поведению хищника, на наш взгляд,
является вполне разумным.

В настоящей работе рассматриваются различные варианты описания локального взаимо-
действия с использованием трофической функции Холлинга II рода [14] и учётом неоднородно-
сти ресурса жертвы. На основе бифуркационного анализа локальной модели (миграция и диф-
фузия отсутствуют) и численного анализа полной модели установлен вид трофической функции,
не приводящий к парадоксальным ситуациям при малых миграционных потоках.

1. Уравнения динамики хищника и жертвы на неоднородном ареале

Математическая модель пространственно–временного взаимодействия жертвы с плотно-
стью 𝑢(𝑥, 𝑡) и хищника с плотностью 𝑣(𝑥, 𝑡) может быть записана в виде системы уравнений [1,4]

𝑢̇ = −𝜕𝑞1
𝜕𝑥

+ 𝑢𝐹1, 𝑣̇ = −𝜕𝑞2
𝜕𝑥

+ 𝑣𝐹2, (1)

где точка обозначает дифференцирование по времени 𝑡, а функции 𝑞𝑖 и 𝐹𝑖 описывают соответ-
ственно миграционные потоки и локальное взаимодействие (реакцию) видов. Потоки 𝑞𝑖 задаются
следующим образом [5, 6]:

𝑞1 = −𝑘1
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑢

𝜕31
𝜕𝑥

, 𝑞2 = −𝑘2
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕32
𝜕𝑥

. (2)

Здесь первое слагаемое характеризует диффузию, а второе слагаемое отвечает за направленную
миграцию – таксис, определяемый с помощью функций 3𝑖, которые могут быть выражены в
виде [15, 16]

31 = α𝑝− β11𝑢− β12𝑣, 32 = β21𝑢− β22𝑣. (3)

Функция 31 состоит из трёх частей, которые определяют различные виды направленной мигра-
ции: таксис жертвы на ресурс 𝑝 = 𝑝(𝑥) и от мест с избыточным скоплением особей своего вида
(−β11𝑢), а также от хищника (−β12𝑣). Функция 32 состоит из двух частей: β21𝑢 – это таксис
хищника, направленный на жертву, (−β22𝑣) – таксис, направленный от мест, где охотятся другие
хищники.

В уравнениях (2) и (3) коэффициенты 𝑘𝑖, α, β𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2) являются постоянными по-
ложительными величинами, значения которых определяются из данных наблюдения. Функция
𝑝(𝑥) > 0 описывает неравномерное распределение ресурса жертвы вдоль ареала. Локальное
взаимодействие видов выражается следующим образом [4, 11]

𝐹1 = 𝑎1𝑓(𝑢)−
𝑏1𝑣

1 + 𝐶𝑢
, 𝐹2 = −𝑎2 +

𝑏2𝑢

1 + 𝐶𝑢
. (4)

Первое слагаемое в 𝐹1 задаёт рост популяции жертвы, причём функция 𝑓(𝑢) имеет вид [3]

𝑓 (𝑢) = (δ0 + δ1𝑢)
(︂
1− 𝑢

𝑝

)︂
, 0 ⩽ δ0, δ1 ⩽ 1 (5)
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и характеризует закон роста (δ0, δ1 – константы). Так, при δ0 = 1, δ1 = 0 будем иметь логис-
тический, а при δ0 = 0, δ1 = 1 – гиперболический закон роста, возможны также и их ком-
бинированные варианты [10]. Первое слагаемое в функции 𝐹2 отвечает за естественную убыль
хищника. Оба вторых слагаемых в (4) описывают эффект хищничества с помощью трофиче-
ской функции Холлинга II рода [11, 14]. Положительные коэффициенты 𝑏1 и 𝑏2 характеризуют
соответственно убыль жертвы и прирост хищника в результате их контакта. Неотрицательный
параметр 𝐶 позволяет учесть инертность хищника, проявляемую им при поиске, поглощении и
переработке жертвы [11]. В случае 𝐶 = 0 трофическая функция приобретает классический вид
Лотки–Вольтерры.

В уравнениях (1)–(4) все коэффициенты могут быть функциями от 𝑥 и 𝑡, но в данной рабо-
те предполагается только пространственная зависимость коэффициентов трофической функции
хищника 𝑏2 и 𝐶, причём эта зависимость соотносится с функцией ресурса жертвы.

Число параметров в системе (1)–(4) можно уменьшить, проведя замену переменных 𝑡, 𝑣 и
вводя новые коэффициенты (предполагается независимость параметров 𝑎1, 𝑏1 от 𝑥)

𝑎1𝑡 → 𝑡,
𝑏1𝑣

𝑎1
→ 𝑣, λ =

𝑎2
𝑎1

, 𝐵 =
𝑏2
𝑎1

. (6)

Коэффициент λ далее используется в качестве бифуркационного параметра, который характе-
ризует отношение коэффициентов убыли хищника и роста жертвы. В результате получается
система

𝑢̇ = −𝜕𝑞1
𝜕𝑥

+ 𝑢

[︂
𝑓(𝑢)− 𝑣

1 + 𝐶𝑢

]︂
, 𝑣̇ = −𝜕𝑞2

𝜕𝑥
+ 𝑣

[︂
−λ+ 𝐵𝑢

1 + 𝐶𝑢

]︂
, (7)

Pаccматpиваетcя кольцевой аpеал, cиcтема (1)–(3) дополняетcя уcловиями пеpиодичноcти:

𝑢 (0, 𝑡) = 𝑢 (1, 𝑡) , 𝑞1 (0, 𝑡) = 𝑞1 (1, 𝑡) ,

𝑣 (0, 𝑡) = 𝑣 (1, 𝑡) , 𝑞2 (0, 𝑡) = 𝑞2 (1, 𝑡) , (8)

и начальными pаcпpеделениями плотноcтей популяций:

𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) , 𝑣 (𝑥, 0) = 𝑣0 (𝑥) . (9)

2. Численный метод решения неоднородной начально–краевой задачи

Для чиcленного pешения задачи (1)–(5) пpименяетcя метод пpямыx c диcкpетизацией на
оcнове cмещенныx cеток [12]. По пеpеменной 𝑥 вводитcя pавномеpная cетка:

𝑥𝑟 = 𝑟ℎ, 𝑟 = 1, ..., 𝑁, ℎ =
1

𝑁
. (10)

Плотноcть pаcпpеделения популяции 𝑢𝑖 в узле 𝑥𝑟 далее обозначаетcя чеpез 𝑢𝑖,𝑟. Пpи вычиcлении
потоков иcпользуетcя вcпомогательная cетка: 𝑥𝑟+ 1

2
= 𝑟ℎ + ℎ

2 , 𝑟 = 1, ..., 𝑁 . Для аппpокcимации

cиcтемы (1)–(5) по пpоcтpанcтвенной кооpдинате пpименяетcя метод баланcа: уpавнение (1) ин-

тегpиpуетcя по отpезку
[︁
𝑥𝑟− 1

2
, 𝑥𝑟+ 1

2

]︁
, а для потоков 𝑞𝑖 интегpиpование пpоводитcя по отpезку

[𝑥𝑟, 𝑥𝑟+1]. При этом используются операторы

(𝑑𝑤)𝑟 =
𝑤𝑟+ 1

2
− 𝑤𝑟− 1

2

ℎ
, (δ𝑤)𝑟 =

𝑤𝑟+ 1
2
+ 𝑤𝑟− 1

2

2
(11)
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и условия периодичности 𝑤𝑁+1 = 𝑤1, 𝑤 1
2
= 𝑤𝑁+ 1

2
. В pезультате получаетcя cледующая cиcтема

ОДУ:

𝑢̇𝑟 = [−𝑑𝑞1 + 𝑓1]𝑟 , 𝑓1,𝑟 = 𝑢𝑟

(︂
µ1𝑓0,𝑟 −

𝑣𝑟
1 + 𝐶𝑟𝑢𝑟

)︂
, 𝑟 = 1, ..., 𝑁, (12)

𝑓0,𝑟 = (δ0 + δ1𝑢𝑟)
(︂
1− 𝑢𝑟

𝑃𝑟

)︂
, 𝑃𝑟 =

⎡⎣1
ℎ

∫︁ 𝑥
𝑟+1

2

𝑥
𝑟− 1

2

𝑑𝑥

𝑝(𝑥)

⎤⎦−1

, (13)

𝑣̇𝑟 = [−𝑑𝑞2 + 𝑓2]𝑟 , 𝑓2,𝑟 = 𝑣𝑟

(︂
−λ+ 𝐵𝑟𝑢𝑟

1 + 𝐶𝑟𝑢𝑟

)︂
, 𝑟 = 1, ..., 𝑁, (14)

𝑞1,𝑟+ 1
2
= [−𝑘1𝑑𝑢+ α𝑑𝑝δ𝑢+ β11𝑑𝑢δ𝑢+ β12𝑑𝑣δ𝑢]𝑟+ 1

2
, (15)

𝑞2,𝑟+ 1
2
= [−𝑘2𝑑𝑣 + β21𝑑𝑢δ𝑣 + β22𝑑𝑣δ𝑣]𝑟+ 1

2
. (16)

Поcтpоенная конечномеpная модель c диcкpетными аналогами уcловий пеpиодичноcти

𝑢𝑁+1 = 𝑢1, 𝑞1, 1
2
= 𝑞1,𝑁+ 1

2
, 𝑣𝑁+1 = 𝑣1, 𝑞2, 1

2
= 𝑞2,𝑁+ 1

2
,

может быть записана в виде
𝑊̇ = Φ (𝑊 ) , 𝑊 (0) = 𝑊 0, (17)

здеcь 𝑊 = (𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑁 , 𝑣1, 𝑣2, ..., 𝑣𝑁 ) – вектор значений пеpеменныx в узлаx cетки. Начальные
данные 𝑊 0 для cиcтемы (12)–(16) получаютcя из (4).

Для интегрирования системы (17) по времени иcпользовалcя метод Pунге–Кутты четвер-
того порядка.

3. Локальное взаимодействие хищника и жертвы

Рассмотрим систему (7) при отсутствии диффузии и таксиса

𝑢̇ = 𝑢

[︂
𝑓(𝑢)− 𝑣

1 + 𝐶𝑢

]︂
, 𝑣̇ = 𝑣

[︂
−λ+ 𝐵𝑢

1 + 𝐶𝑢

]︂
. (18)

Для любых значений параметров система (18) имеет неустойчивое нулевое равновесие
𝑢 = 𝑣 = 0 и равновесие без хищника

𝑢 = 𝑝, 𝑣 = 0. (19)

Для равновесия (19) получается следующее характеристическое уравнение

σ2 +

(︀
𝐶𝑝2δ1 + 𝐶𝑝δ0 + 𝐶𝑝λ−𝐵 𝑝+ δ1𝑝+ δ0 + λ

)︀
𝐶𝑝+ 1

σ+
(𝐶𝑝λ−𝐵 𝑝+ λ) (δ1𝑝+ δ0)

𝐶𝑝+ 1
= 0. (20)

С учётом положительности функции ресурса 𝑝(𝑥) и коэффициентов δ𝑗 , 𝐶, λ получаем, что
равновесие (19) устойчиво при λ > λcr, где

λcr =
𝐵𝑝

𝐶𝑝+ 1
. (21)
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При λ < λcr возникает равновесие, отвечающее сосуществованию хищника и жертвы,

𝑢* =
λ

𝐵 − 𝐶λ
, 𝑣* =

𝐶2λ2𝑝+ 𝐶λ2 +𝐵2𝑝− 2𝐶𝐵 λ 𝑝−𝐵 λ
(𝐵 − 𝐶λ)3𝑝

𝐵δ0 +
𝐵 λ 𝑝− 𝐶λ2𝑝− λ2

(𝐵 − 𝐶λ)3𝑝
𝐵δ1. (22)

С уменьшением λ это равновесие теряет устойчивость в результате бифуркации Пуанкаре–
Андронова–Хопфа, соответствующее критическое значение будем обозначать λ*.

Из (21) видно, что при постоянных 𝐵 и 𝐶 критическое значение λcr явно зависит от 𝑝(𝑥).
Логично предположить обратную пропорциональность коэффициентов 𝐵 и 𝐶 от 𝑝(𝑥). Далее
анализируются различные варианты зависимости параметров 𝐵 и 𝐶 от функции ресурса 𝑝(𝑥),
см. Таблицу (η, 𝑐 – постоянные). В Таблице также приведены аналитические выражения для
равновесия (𝑢*, 𝑣*) и границ его устойчивости λcr, λ*.

В первых трёх случаях критические значения λcr и λ* явно зависят от функции ресурса.
Только вариант IV приводит к независящим от 𝑥 значениям λcr, λ*.

Для иллюстрации распределения критических значений λcr, λ* и плотностей видов 𝑢*, 𝑣*
на отрезке [0, 1] были проведены вычисления для функции ресурса с единичными максимумом и
минимумом 𝑝(𝑥) = 1+ 2

5 sin(2π𝑥). На рис. 1 приведены графики λcr, λ*, прямые линии отвечают
варианту IV, кривые соответствуют вариантам I, II и III из Таблицы.

Использование вариантов с λcr, зависящим от 𝑝(𝑥), может привести к тому, что для соот-
ветствующей модели на ареале могут получаться как равновесия с сосуществованием хищника и
жертвы, так и решения без хищника. Это имеет место для случаев I, II и III. Например, для вари-
анта III графики λcr и λ* находятся в противофазе распределению 𝑝(𝑥). Это, в частности, влечёт
сосуществование хищников и жертв при малой величине ресурса 𝑝(𝑥) и отсутствие хищника при
больших 𝑝(𝑥). В этом случае возникает контраст в распределении жертвы до точки бифуркации
λ = λcr и после, см. рис. 2, где приведены распределения жертвы 𝑢* и хищника 𝑣* для всех слу-
чаев при λ = 1.1. Возникает парадоксальная ситуация – на части ареала распределение хищника
«повторяет» функцию ресурса 𝑝(𝑥), а жертва к нему «индифферентна» (рис. 2, a). Также име-
ются участки, где при сравнимых плотностях жертвы хищник может отсутствовать (рис. 2, b).
Наконец, возможен вариант, когда хищник сосуществуют с жертвой при минимальных уровнях
функции ресурса, а при максимальных – отсутствует (рис. 2, c).

В случае модели IV критическое значение λcr не зависит от 𝑝(𝑥), что приводит к ненулевым
распределениям 𝑢*(𝑥), 𝑣*(𝑥), причём с уменьшением параметра λ происходит снижение уровня
плотности жертвы и рост плотности хищника.

Таблица. Стационарное решение сосуществующих видов и границы его устойчивости
для различных вариантов определения параметров трофической функции

Table. The stationary solution of co-existing species and the limits of its stability for various
options for determining the parameters of trophic function

𝐵 𝐶 𝑢* 𝑣* λ* λcr

I η 𝑐
λ

η− 𝑐λ
λη(η𝑝− 𝑐𝑝λ− λ)

𝑝(η− 𝑐λ)3

(︁
−1 +

√︀
𝑐2𝑝2 + 𝑐𝑝+ 1

)︁
η

𝑐(𝑐𝑝+ 1)

η𝑝
𝑐𝑝+ 1

II η
𝑐

𝑝

𝑝λ
𝑝η− 𝑐λ

λ𝑝2η(𝑝η− 𝑐λ− λ)
(𝑝η− 𝑐λ)3

𝑝η
(︀
−1 +

√
𝑐2 + 𝑐+ 1

)︀
𝑐(𝑐+ 1)

η𝑝
𝑐+ 1

III
η
𝑝

𝑐
𝑝λ

η− 𝑝𝑐λ
𝑝λη(η− 𝑐𝑝λ− λ)

(η− 𝑝𝑐λ)3

(︁
−1 +

√︀
𝑐2𝑝2 + 𝑐𝑝+ 1

)︁
η

𝑐𝑝(𝑐𝑝+ 1)

η
𝑐𝑝+ 1

IV
η
𝑝

𝑐

𝑝

𝑝λ
η− 𝑐λ

λ𝑝η(η− 𝑐λ− λ)
(η− 𝑐λ)3

η
(︀
−1 +

√
𝑐2 + 𝑐+ 1

)︀
𝑐 (𝑐+ 1)

η
𝑐+ 1
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Рис. 1. Графики зависимости от 𝑥 критических значений λcr (штриховые кривые) и λ* (сплошные кривые):
a – сравнение вариантов I (кривые 1, 2) и IV (прямые 7, 8), b – II (кривые 3, 4) и IV, c – III (кривые 5, 6) и IV;
η = 4, 𝑐 = 2.5, 𝑝(𝑥) = 1 + 2

5
sin(2π𝑥)

Fig. 1. Displaying the variation with 𝑥 of critical values λcr (dashed curves) and λ* (solid curves): a – the comparison
of variants I (curves 1, 2) and IV (direct lines 7,8), b – II (curves 3, 4) и IV, c – III (curves 5, 6) and IV; η = 4, 𝑐 = 2.5,
𝑝(𝑥) = 1 + 2

5
sin(2π𝑥)
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Рис. 2. Стационарные распределения хищника 𝑣(𝑥) (сплошная) и жертвы 𝑢(𝑥) (штриховая): a – вариант I, b – II,
c – III, d – IV; при λ = 1.1, η = 4, 𝑐 = 2.5, функция ресурса 𝑝(𝑥) = 1 + 2

5
sin(2π𝑥) (штрихпунктир)

Fig. 2. Stationary distributions of the predator 𝑣(𝑥) (solid) and the prey 𝑢(𝑥) (dashed): a – variant I, b – II, c – III,
d – IV; for λ = 1.1, η = 4, 𝑐 = 2.5, the function of resource is 𝑝(𝑥) = 1 + 2

5
sin(2π𝑥) (dashed dotted lines)
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4. Пространственная динамика хищника и жертвы

В бездиффузионном приближении для 0 < λ < λ* равновесие (𝑢*, 𝑣*) становится неустой-
чивым, и возникает предельный цикл. Для демонстрации пространственно-временной миграции
при разных вариантах определения членов, описывающих эффект Холлинга, на рис. 3–8 пред-
ставлены результаты вычисления динамики при начальных распределениях, отвечающих возму-
щению стационарного состояния популяции хищника: 𝑢0(𝑥) = 𝑢*(𝑥), 𝑣0(𝑥) = 𝑣*(𝑥)+𝜀. На рис. 3
приведены распределения 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡) для варианта II при η = 4, 𝑐 = 2.5, λ = 1.32, 𝜀 = 0.1.
В бездиффузионном приближении (𝑘𝑗 = α = β𝑖𝑗 = 0) на правой части ареала (𝑥 > 0.5) воз-
мущения для хищника в основном затухают, стремясь к нулю. На большой части ареала уста-
навливается стационарное распределение плотностей жертвы и хищника, а посередине левой
части (𝑥 ≈ 0.25) формируется колебательный режим. При учете диффузии (𝑘1 = 0.001, 𝑘2 = 𝑘1

2 ,
α = β12 = β21 = 0) колебательный режим формируется на всем ареале, при этом плотность хищ-
ника в правой части ареала существенно меньше, чем в левой части, напоминая распределение
в бездиффузионном приближении. Аналогичные результаты получаются для вариантов I и III.

С увеличением диффузионных коэффициентов происходит выравнивание уровней плотно-
стей распределения хищников (рис. 4). При малых 𝑘𝑗 сохраняется разница в уровнях плотности
хищников для участков ареала, отвечающих максимуму и минимуму функции ресурса. С увели-
чением диффузионных параметров эта диспропорция сокращается.

При достаточно больших λ происходит выход на стационарное распределение. Для модели
IV при λ = 1.05 получается стационарное решение, а колебательный режим формируется при
λ < 1. Для первых трех указанных в Таблице вариантов имеются диапазоны значений диффузи-
онных параметров, при которых реализуются колебательные режимы. С увеличением параметра
λ колебания сохраняются при малых значениях диффузии, а для больших значений формируются
стационарные распределения.

На рис. 5 приведены результаты вычисления таких состояний при λ = 1.1 и 𝑘1 = 0.05,
𝑘2 = α = β21 = 0.025, β12 = 0. Видно, что получаются похожие распределения. Это означа-
ет, что для достаточно больших значений коэффициентов диффузии и адвекции уменьшаются
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Рис. 3. Пространственно-временные распределения жертвы (a, b) и хищника (c, d) для варианта II;
a, c – бездиффузионное приближение; b, d – при 𝑘1 = 0.001, 𝑘2 = 𝑘1

2
, α = β12 = β21 = 0; λ = 1.32, η = 4,

𝑐 = 2.5, 𝑝(𝑥) = 1 + 2
5
sin(2π𝑥), начальное распределение 𝑢0(𝑥) = 𝑢*, 𝑣0(𝑥) = 𝑣* + 0.1

Fig. 3. Spatial-temporal distributions of the prey (a, b) and the predator (c, d) for variant II; a, c – the diffusionless
approximation; b, d – for 𝑘1 = 0.001, 𝑘2 = 𝑘1

2
, α = β12 = β21 = 0; λ = 1.32, η = 4, 𝑐 = 2.5, 𝑝(𝑥) = 1+ 2

5
sin(2π𝑥),

the initial distribution is 𝑢0(𝑥) = 𝑢*, 𝑣0(𝑥) = 𝑣* + 0.1
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Рис. 4. Зависимость от времени численности жертвы (a) и хищника (b) для варианта II; 𝑥 = 0.75, λ = 1.32,
η = 4, 𝑐 = 2.5, 𝑝(𝑥) = 1 + 2

5
sin(2π𝑥), 𝑘2 = α = 𝑘1

2
, β12 = 0, β21 = 0

Fig. 4. Displaying the variation with time of the prey (a) and the predator (b) for variant II; 𝑥 = 0.75, λ = 1.32, η = 4,
𝑐 = 2.5, 𝑝(𝑥) = 1 + 2

5
sin(2π𝑥), 𝑘2 = α = 𝑘1

2
, β12 = 0, β21 = 0
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Рис. 5. Стационарные распределения хищника 𝑣(𝑥) (сплошная кривая) и жертвы 𝑢(𝑥) (штриховая) при «большой
диффузии»: a – вариант I, b – II, c – III, d – IV; λ = 1.1, η = 4, 𝑐 = 2.5, 𝑝(𝑥) = 1 + 2

5
sin(2π𝑥) (штрихпунктир);

𝑘1 = 0.05, 𝑘2 = 0.025, α = 0.025, β12 = 0, β21 = 0.025

Fig. 5. Stationary distributions of the predator 𝑣(𝑥) (solid curve) and the prey 𝑢(𝑥) (dashed) for a «large diffusion»:
a – variant I, b – II, c – III, d – IV; λ = 1.1, η = 4, 𝑐 = 2.5, 𝑝(𝑥) = 1 + 2

5
sin(2π𝑥) (dashed dotted line); 𝑘1 = 0.05,

𝑘2 = 0.025, α = 0.025, β12 = 0, β21 = 0.025
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различия между всеми вариантами определения параметров 𝐵 и 𝐶 из Таблицы (исчезает «пара-
доксальность», отмеченная при малых миграционных параметрах).

Интересно сравнить результаты вычислений для большой диффузии, но без учета направ-
ленной миграции (α = β12 = β21 = 0) (рис. 6). Видно, что для вариантов I и II распределения
хищника и жертвы сонаправлены – экстремумы получаются при близких значениях 𝑥, а для
вариантов III и IV имеет место разнонаправленность, когда максимуму жертвы и ресурса от-
вечает минимум в плотности распределения хищника. Вариант I характеризуется наименьшей
плотностью хищника, а вариант III – жертвы.

На рис. 7 приведены результаты, демонстрирующие влияние коэффициентов направлен-
ной миграции α, β12, β21 на формирование стационарных распределений при использовании
варианта IV. Увеличение коэффициента α вызывает более плотное заполнение благоприятных по
ресурсу частей ареала, выбор знаков и величин коэффициентов β𝑖,𝑗 позволяет моделировать си-
туации от осторожного до безразличного поведения вида по отношению к антагонисту. Разницу
в пространственно–временной эволюции видов при «средней диффузии» (𝑘1 = 0.02) демонстри-
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Рис. 6. Стационарные распределения хищника 𝑣(𝑥) (сплошная кривая) и жертвы 𝑢(𝑥) (штриховая кривая) при
«большой диффузии» и отсутствии направленной миграции: a – вариант I, b – II, c – III, d – IV; λ = 1.1, η = 4,
𝑐 = 2.5, функция ресурса 𝑝(𝑥) = 1 + 2

5
sin(2π𝑥) (штрихпунктир), 𝑘1 = 0.05, 𝑘2 = 0.025, α = β12 = β21 = 0

Fig. 6. Stationary distributions of the predator 𝑣(𝑥) (solid curve) and the prey 𝑢(𝑥) (dashed) for a «large diffusion» and
in the absence of directed migration: a – variant I, b – II, c – III, d – IV; λ = 1.1, η = 4, 𝑐 = 2.5, the function of
resource is 𝑝(𝑥) = 1 + 2

5
sin(2π𝑥) (dashed dotted line), 𝑘1 = 0.05, 𝑘2 = 0.025, α = β12 = β21 = 0
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Рис. 7. Стационарные распределения хищника 𝑣(𝑥) (сплошная кривая) и жертвы 𝑢(𝑥) (штриховая) для вариан-
та IV: a – β12 = β21 = 0, b – β12 = 0, β21 = 0.025, c – β12 = 0.025, β21 = 0, d – β12 = 0.025, β21 = 0.025;
функция ресурса 𝑝(𝑥) = 1 + 2

5
sin(2π𝑥) (штрихпунктир), λ = 1.1, η = 4, 𝑐 = 2.5, 𝑘1 = 0.05, 𝑘2 = 0.025,

α = 0.025

Fig. 7. Stationary distributions of the predator 𝑣(𝑥) (solid curve) and the prey 𝑢(𝑥) (dashed) for variant IV:
a – β12 = β21 = 0, b – β12 = 0, β21 = 0.025, c – β12 = 0.025, β21 = 0, d – β12 = 0.025, β21 = 0.025; the
function of resource is 𝑝(𝑥) = 1 + 2

5
sin(2π𝑥) (dashed dotted line), λ = 1.1, η = 4, 𝑐 = 2.5, 𝑘1 = 0.05, 𝑘2 = 0.025,

α = 0.025
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Рис. 8. Пространственно-временные распределения жертвы (a, b) и хищника (c, d) для вариантов II (a, c) и IV
(b, d); 𝑘1 = 0.02, 𝑘2 = α = β21 = 𝑘1

2
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Fig. 8. Spatial-temporal distributions of the prey (a, b) and the predator (c, d) for variants II (a, c) and IV (b, d);
𝑘1 = 0.02, 𝑘2 = α = β21 = 𝑘1

2
, β12 = 𝑘1

2
; λ = 0.95, η = 4, 𝑐 = 2.5, 𝑝(𝑥) = 1 + 2

5
sin 2π𝑥, the initial distribution is

𝑢0(𝑥) = 0.8, 𝑣0(𝑥) = 0.1

рует рис. 8, где для λ=0.95 слева приведены результаты расчёта на основе варианта II, а справа –
IV. Начальное распределение хищника и жертвы было одинаково, а пространственно–временные
портреты заметно разнятся. Для обоих вариантов формируются колебательные режимы, но пе-
риоды и характеристики распределения по 𝑥 отличаются.

Заключение

В работах по моделированию пространственно–временного взаимодействия сосуществу-
ющих антагонистических видов до настоящего времени мало учитывается многофакторность и
неоднородность протекающих процессов. Это связано с трудностями получения надёжных дан-
ных о независимом развитии видов, сложности определения миграционных характеристик [17].
При моделировании приходится опираться на полуэмпирические оценки неравномерности рас-
пределения ресурсов и видов, делать предположения о характере взаимовлияния популяций и
величинах параметров, см. например [7, 18–21].

В данной работе предпринята попытка математического исследования системы (1)–(9),
относящейся к классу уравнений «диффузия – адвекция – реакция» [5,6]. Для характеристики ло-
кальной кинетики используется закон гиперболического роста жертвы и трофическая функция с
эффектом Холлинга второго рода. Анализируется область параметров системы, где существенны
локальное описание динамики и учёт пространственных эффектов. В качестве бифуркационно-
го выбирается параметр λ – отношение коэффициентов естественной убыли хищника и роста
жертвы. Проводится анализ устойчивости равновесий, определяются критические значения па-
раметра λ.

Установлено, что в бездиффузионном приближении (при отсутствии потоков) модель с
постоянными, независящими от 𝑥 коэффициентами в уравнении (7) (вариант I Таблицы), демон-
стрирует «парадоксальное» распределение видов (см. рис. 2, a), когда жертва может быть индиф-
ферентна к ресурсу при наличии хищника. Рассмотрены три варианта модификации трофической
функции с зависимостью её коэффициентов от ресурса (варианты II, III и IV из Таблицы). По-
казано, что только вариант IV даёт адекватную картину распределения, когда плотности видов
коррелируют друг с другом и с функцией ресурса, при этом достичь максимума ресурса жертве
мешает именно наличие хищника. Это разница в результатах сохраняется и при малой диффузии.
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С увеличением диффузии (и адвекции) результаты на основе моделей I (с постоянными
коэффициентами 𝐵 и 𝐶) и IV (с обратной зависимостью от функции ресурса) сближаются,
таким образом, вариант IV позволяет описывать поведение системы хищник–жертва как при
больших, так и при малых значениях диффузионных и миграционных коэффициентов.

Исследование влияния неоднородности при учёте диффузии и адвекции (таксиса) проводи-
лось с помощью вычислительного эксперимента. Полученные результаты показывают важность
предложенной модификации трофической функции для описания пространственно–временных
популяционных сценариев.
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