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Аннотация. Цель. Исследуется интегро-дифференциальная модель динамики генерации большой цепочки лазеров
с двусторонними оптоэлектронными связями через накачку. Получены критические значения коэффициента связи
и времени задержки в линиях связей, при которых могут возникать двух- и многочастотные квазипериодические
колебания интенсивности излучения. Методы. Используются методы изучения локальной динамики, основанные
на построении нормальных форм на центральных многообразиях, применительно к критическим случаям (асимп-
тотически) бесконечной размерности. Предложен алгоритм сведения исходной краевой задачи к уравнениям для
медленно меняющихся амплитуд. В качестве квазинормальной формы построена система комплексных уравнений
типа Гинзбурга–Ландау, нелокальная динамика которых определяет поведение решений исходной краевой задачи.
Результаты. Получены однородные решения квазинормальной формы и соответствующие решения нелинейной
модели цепочки, которые можно интерпретировать как квазипериодические колебания и режим чередования синфазных
и антифазных режимов генерации в кольце двунаправленно связанных лазеров. Рассчитаны частоты и амплитуды
колебаний интенсивности излучения лазеров в цепочке.
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Abstract. Purpose. An integro-differential model of the generation dynamics of a large laser chain with two-way optoelectro-
nic coupling via pumping is investigated. Critical values of the coupling coefficient and delay time in the coupling
lines are obtained, at which dual- and multi-frequency quasi-periodic oscillations of the radiation intensity can occur.
Methods. Local dynamics studies based on constructing normal forms on central manifolds are applied to critical cases of
(asymptotically) infinite dimension. An algorithm for reducing the original boundary value problem to equations for slowly
varying amplitudes is proposed. A system of complex Ginzburg–Landau equations is constructed as a quasi-normal form (QNF).
The nonlocal dynamics of these equations determines the behavior of the solutions to the original boundary value problem.
Results. Homogeneous solutions of the quasi-normal form and corresponding solutions of the nonlinear chain model were
obtained. These can be interpreted as quasi-periodic oscillations and a regime of alternating in-phase and anti-phase generation
modes in bidirectionally coupled lasers. The frequencies and amplitudes of the laser intensity oscillations in the chain were
calculated.
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Введение

В последнее время большое внимание привлекают задачи о динамике больших сетей
связанных осцилляторов различной природы, в том числе связанных лазеров. Ввиду возможных
приложений наибольший интерес вызывают режимы одночастотной синхронизации. В то же время
в сетях наблюдаются и более сложные двух- и многочастотные квазипериодические режимы
генерации. Такие промежуточные состояния между регулярной и хаотической динамикой в
лазерных системах могут быть использованы в целях достижения широкополосной, но при этом
управляемой генерации оптических сигналов, генерации квазислучайных последовательностей,
генерации оптических импульсов сложной формы, разработки нейроморфных вычислений и
защищённой оптической связи [1–6].

Генерация квазипериодических колебаний в одиночном полупроводниковом лазере есте-
ственно возникает в результате внешнего периодического воздействия с несоизмеримой частотой,
например, при инжекции оптического сигнала [7]. Аналогичную внешней модуляции роль мо-
жет играть и запаздывание в отдельном лазере с обратной связью. Численные исследования и
экспериментальные наблюдения выявили типичные сценарии смены режимов: стационарное
состояние → периодические колебания → квазипериодические колебания → хаос для различных
схем оптической и оптоэлектронной обратной связи, например, в [8, 9].
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В малых одномерных массивах с несколькими элементами (два или несколько связанных
лазеров) квазипериодические режимы могут возникать как вследствие расстройки частот свя-
занных лазеров, так и вследствие задержки в линиях связей. Типы связей, которые при этом
рассматриваются, включают диффузионную, глобальную обратную связь через общий внешний
отражатель, однонаправленную оптическую инжекцию [10–12] и оптоэлектронную связь через ток
накачки [13–15]. Также активно обсуждается коллективная динамика больших сетей (до 100 и бо-
лее элементов), которая демонстрирует широкий спектр режимов: стационарные, периодические,
квазипериодические и хаотические режимы с различными пространственными структурами — от
синфазных до антифазных и кластерных состояний [6,16,17]. В большинстве случаев реализуется
чисто оптическая связь, но организация сетей с оптоэлектронными связями также возможна [18].

Теоретический анализ квазипериодических режимов в системах с малой размерностью
фазового пространства обычно связывают с бифуркацией Неймарка–Саккера устойчивого цикла
или с бифуркацией коразмерности два, при которой две кривые бифуркаций рождения циклов
пересекаются и формируются двух- и многочастотные торы с последующими каскадами би-
фуркаций [19–23]. Для больших сетей связанных осцилляторов анализ дополнен детальными
численными расчетами [24–26]. Отметим, что хотя в малых сетях лазеров квазипериодические
режимы ранее наблюдались экспериментально и при моделировании, но для больших цепочек
лазеров, связанных через накачку, аналитические условия появления и характеристики квазипери-
одических режимов не рассматривались.

Перспективным для теоретического анализа динамики больших систем связанных нели-
нейных элементов может быть развитие методов теории нормальных форм. Отличительной
особенностью рассматриваемой здесь задачи является тот факт, что критические случаи в задаче
об устойчивости состояния равновесия имеют (асимптотически) бесконечную размерность. Стан-
дартные методы, основанные на применении теории интегральных инвариантных многообразий,
непосредственно не применимы. В работе [27] был разработан метод построения квазинормаль-
ных форм (КНФ) для бесконечномерных критических случаев, возникающих в системе большого
числа связанных осцилляторов. Метод применим и к другим системам с бесконечномерными
бифуркациями, обусловленными сингулярными возмущениями, в том числе к системам с большим
запаздыванием или с малыми коэффициентами диффузии.

В настоящей работе метод нормализации применяется для распределенной модели большо-
го числа связанных лазеров. В результате оригинальная модель связанных нелинейных элементов
сведена к КНФ — системе комплексных уравнений типа Гинзбурга–Ландау, описывающих мед-
ленную эволюцию амплитуд взаимодействующих мод в локальной окрестности неустойчивого
равновесного состояния при бифуркациях коразмерности два. Полученные уравнения учитывают
как фазовую, так и амплитудную нелинейную динамику элементов сети и открывают возможность
по решениям КНФ восстановить достаточно сложные решения исходной системы связанных
лазеров.

Ранее на основе метода нормализации в работах [28–30] изучались неустойчивости в
большой цепочке идентичных лазеров с различным дизайном оптоэлектронных запаздывающих
связей. Было показано, что простейшие однородные стационарные решения полученных КНФ
соответствуют (i) режиму фазовой синхронизации генерации лазеров в случае однонаправленных
связей, (ii) антифазной динамике в случае диффузионных связей с учетом собственной обратной
связи для каждого элемента, (iii) антифазной или синфазной динамике в зависимости от значения
запаздывания в случае двунаправленных связей без собственной обратной связи.

В настоящей работе мы продолжаем изучение модели цепочки большого числа идентичных
полупроводниковых лазеров [29], каждый из которых связан с двумя соседними через линии
накачки с временной задержкой. Мы приведем условия, при которых формируется индуцирован-
ный запаздыванием двухчастотный квазипериодический режим и возможен переход в трех- и
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многочастотный режим. Это позволяет, в частности, аналитически описать интересный эффект
медленной периодической смены антифазного и синфазного режимов генерации в большой
цепочке лазеров.

Материал статьи представлен следующим образом. В разделе 1 приводится модель цепочки
двунаправленно связанных лазеров на основе скоростных уравнений. Число лазеров в цепочке
𝑁 предполагается большим, что позволяет перейти к пространственно-распределенной интегро-
дифференциальной модели с малым параметром 𝜀 ∼ 𝑁−1. Приводятся результаты линейного
анализа устойчивости стационарного состояния в распределенной модели и критические значения
коэффициентов связи и запаздывания в цепи связи, соответствующие бифуркациям коразмерности
два. Показано, что при условии 𝜀 → 0 в окрестности точки бифуркации возбуждается асимптоти-
чески бесконечное число мод из двух групп с разными частотами и разными волновыми числами.
В разделе 2, следуя методу [27], построена система уравнений в частных производных для глав-
ных амплитуд несущих волн — система уравнений типа Гинзбурга–Ландау. Она играет роль КНФ,
и ее решения определяют решения исходной системы в локальной окрестности неустойчивого
равновесия. В разделе 3 приведен анализ однородных решений КНФ: стационарных точек и цик-
лов. Приведены соответствующие решения исходной распределенной модели и их интерпретация
для модели цепочки как синфазных, антифазных, квазипериодических режимов.

Полученные результаты дополняют существующие исследования коллективной динамики в
лазерных массивах и демонстрируют, каким образом индуцированные запаздыванием квазиперио-
дические режимы могут формироваться и устойчиво существовать в больших распределённых
сетях лазеров.

1. Модель связанных в кольцо лазеров

Для описания динамики отдельного элемента цепочки — лазера — мы используем стан-
дартную систему скоростных уравнений для плотности фотонов 𝑢𝑗(𝑡) и инверсии населенностей
активной среды 𝑦𝑗(𝑡) в двухуровневом приближении [31]. Модель динамики лазеров, связанных в
кольцо через накачку соседних элементов, запишем в виде

𝑢𝑗 = 𝑣𝑢𝑗(𝑦𝑗 − 1),

𝑦𝑗 = 𝑞 − 𝑦𝑗(1 + 𝑢𝑗)−Φ𝑗±1(𝑡− 𝑇 ), (1)

где 𝑗 = 1, 2, ... — номер лазера, и выполняются тождества 𝑢𝑗±𝑁 ≡ 𝑢𝑗 , 𝑦𝑗±𝑁 ≡ 𝑦𝑗 для замкнутой
цепочки из 𝑁 элементов; точкой обозначена производная функции по времени 𝑡 (в единицах
времени релаксации инверсии населенностей); 𝑣 — отношение скорости затухания фотонов в
резонаторе к скорости релаксации населенностей; потери резонатора нормированы к единице;
𝑞 > 1 — постоянная составляющая скорости накачки, при которой существует ненулевая стацио-
нарная генерация. Функция

Φ𝑗±1(𝑡− 𝑇 ) = γ
1

2
[𝑢𝑗−1(𝑡− 𝑇 ) + 𝑢𝑗+1(𝑡− 𝑇 )]

описывает зависимость накачки от плотности излучения соседних элементов в момент времени
𝑡 − 𝑇 , где 𝑇 > 0 — время задержки сигнала в оптоэлектронной цепи связи, γ — коэффициент
связи. Будем полагать в этой работе γ ∈ (0, 1).

Рассмотрим цепочку, количество элементов в которой является достаточно большим, 𝑁 ≫ 1,
и введем параметр 𝜀 = 2π𝑁−1, для которого выполнено условие

0 < 𝜀 ≪ 1. (2)
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Будем интерпретировать параметр 𝜀 как угловое расстояние между лазерами в кольце длины
2π, тогда значения функций 𝑢𝑗(𝑡) и 𝑦𝑗(𝑡) можно ассоциировать со значениями функций двух
переменных 𝑢(𝑡, 𝑥) и 𝑦(𝑡, 𝑥) в точках 𝑥 = 𝑥𝑗 = 𝜀𝑗. Условие (2) дает основание от системы (1),
содержащей 2𝑁 уравнений, перейти к системе двух интегро-дифференциальных уравнений для
пространственно распределенных функций 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥):

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑣𝑢(𝑦 − 1),

𝜕𝑦

𝜕𝑡
= 𝑞 − 𝑦(1 + 𝑢)− γ

∞∫︁
−∞

𝐹 (𝑠)𝑢(𝑡− 𝑇, 𝑥+ 𝑠)𝑑𝑠 (3)

с периодическими краевыми условиями

𝑢(𝑡, 𝑥+ 2π) ≡ 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥+ 2π) ≡ 𝑦(𝑡, 𝑥), (4)

где функция 𝐹 (𝑠) = 1
2

(︀
𝐹+(𝑠) + 𝐹−(𝑠)

)︀
составлена из функций Гаусса с параметрами 𝜀 и ς:

𝐹±(𝑠) =
1

ς
√
2π

exp
(︁
− (𝑠± 𝜀)2

2ς2

)︁
.

Мы используем функцию 𝐹 (𝑠) для моделирования связей между элементами кольца, поскольку
при ς→ 0 имеет место асимптотическое равенство

∞∫︁
−∞

𝐹 (𝑠)𝑢(𝑡, 𝑥+ 𝑠)𝑑𝑠 =
1

2

(︁
𝑢(𝑡, 𝑥+ 𝜀) + 𝑢(𝑡, 𝑥− 𝜀)

)︁
+ 𝑜(1)

для любой непрерывной функции, в том числе для 𝑢(𝑡, 𝑥). Тогда интегральное слагаемое в урав-
нении (3) описывает связь между элементами кольца, при которой скорость накачки элемента в
точке 𝑥 наиболее сильно зависит от плотностей излучения двух элементов в точках 𝑥± 𝜀, а сила
связи между другими элементами кольца экспоненциально уменьшается с увеличением расстоя-
ния между ними. Параметр ς характеризует ширину пространственной области эффективного
взаимодействия элементов. Непрерывная модель будет наиболее адекватна дискретной модели
цепочки, если область взаимодействия между элементами значительно меньше, чем расстояние 𝜀
между ними, поэтому в данной работе мы положим

ς = 𝜀2σ≪ 1. (5)

Далее будем исследовать решения интегро-дифференциальной системы (3), (4) с бесконеч-
номерным фазовым пространством 𝐶[0,2π](𝑅

2)× 𝐶[−𝑇,0](𝑅
2) с малыми параметрами (2) и (5).

Система (3), (4) при 𝑞 > 1 имеет однородное ненулевое состояние равновесия 𝑢(𝑥, 𝑡) =
= 𝑢𝑠(γ), 𝑦(𝑥, 𝑡) = 𝑦𝑠, где

𝑢𝑠(γ) =
𝑞 − 1

1 + γ
, 𝑦𝑠 = 1. (6)

Для исследования устойчивости состояния равновесия перейдем к системе для малых отклонений
от равновесных значений (𝑢− 𝑢𝑠) → 𝑢 и (𝑦 − 𝑦𝑠) → 𝑦:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑣𝑢𝑠𝑦 + 𝑣𝑢𝑦,

𝜕𝑦

𝜕𝑡
= −𝑦(1 + 𝑢𝑠)− 𝑢− γ

∞∫︁
−∞

𝐹 (𝑠)𝑢(𝑡− 𝑇, 𝑥+ 𝑠)𝑑𝑠− 𝑢𝑦, (7)

𝑢(𝑡, 𝑥+ 2π) ≡ 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥+ 2π) ≡ 𝑦(𝑡, 𝑥).
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Опуская нелинейные слагаемые 𝑣𝑢𝑦 и 𝑢𝑦 в системе (7), приходим к линеаризованной около нуля
системе, решения которой ищем в виде

𝑢 = 𝑢𝑘 exp (𝑖𝑘𝑥+ λ𝑘𝑡), 𝑦 = 𝑦𝑘 exp (𝑖𝑘𝑥+ λ𝑘𝑡), 𝑘 = 0,±1,±2, . . . ,

учитывая, что

∞∫︁
−∞

𝐹 (𝑠) exp(𝑖𝑘𝑠)𝑑𝑠 =
1

2
[exp(𝑖𝑘𝜀) + exp(−𝑖𝑘𝜀)] exp

(︁
− 𝜀2𝑘2

𝜀2σ2

2

)︁
.

Тогда для нахождения значений λ = λ𝑘 получим характеристическое уравнение

λ2 + (1 + 𝑢𝑠)λ+ 𝑣𝑢𝑠[1 + γ𝑔(𝑧) exp (−λ𝑇 )] = 0, (8)

где

𝑔(𝑧) = cos(𝑧) exp
(︁
− 𝑧2

𝜀2σ2

2

)︁
, 𝑧 = 𝜀𝑘, 𝑘 = 0,±1,±2, . . . (9)

Справедливы следующие утверждения общего характера. Пусть при всех 𝑧 ∈ (−∞,∞) все
корни уравнения (8) имеют отрицательные вещественный части. Тогда все решения краевой задачи
(7) с начальными условиями из некоторой достаточно малой и независимой от 𝜀 окрестности
нулевого состояния равновесия стремятся к нулю при 𝑡 → ∞. Если же найдутся такие 𝑧, γ, что
уравнение (8) имеет хотя бы один корень с положительной вещественной частью, то при всех
достаточно малых 𝜀 нулевое решение неустойчиво и в малой его окрестности не существует
аттракторов этой краевой задачи. При таких условиях задача о динамике нелинейной системы (7)
становится нелокальной.

Далее будем исследовать решения системы (7) в локальной окрестности критических
значений 𝑧0, γ0, при которых характеристическое уравнение (8) имеет корень (корни) λ с нуле-
вой или близкой к нулю вещественной частью, а все остальные корни имеют отрицательную
вещественную часть.

1.1. Бифуркации коразмерности два. Заметим, что при γ = 0 все корни уравнения (8)
имеют отрицательную действительную часть. Определим, при каком минимальном значении
γ = γ0 > 0 и при каких 𝑧 = 𝑧0 характеристическое уравнение (8) имеет корень λ = 𝑖ω с нулевой
вещественной частью. Сначала положим σ = 0, при этом 𝑔(𝑧) = cos 𝑧. Подставляя λ = 𝑖ω в
уравнение (8) и разделяя мнимую и действительную части равенства, получаем систему

ω2 − 𝑣𝑢𝑠 = 𝑣𝑢𝑠γ cos 𝑧 cosω𝑇 ,

(1 + 𝑢𝑠)ω = 𝑣𝑢𝑠γ cos 𝑧 sinω𝑇 . (10)

Отсюда имеем

ω2 =
[︀
𝑣𝑢𝑠−

(︀
1 + 𝑢𝑠

)︀2
/2
]︀
±
√
𝐷, (11)

𝐷 = (1+𝑢𝑠)
4/4−𝑣𝑢𝑠(1+𝑢𝑠)

2+(𝑣𝑢𝑠γ cos 𝑧)2,

то есть при некоторых γ возможны два значения ω = ω1(γ, 𝑧) и ω = ω2(γ, 𝑧), соответствующие
знакам «+» и «−» перед корнем из 𝐷. Далее, подставляя ω = ω1,2(γ, 𝑧) и 𝑢𝑠 = 𝑢𝑠(γ) в одно из
уравнений системы (10), находим минимальный положительный корень γ из всех возможных при
𝑧 ∈ [0, 2π] и ω1,2. Расчеты показывают, что такой корень соответствует 𝑧 = 𝑧01 = 0, при этом
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Рис. 1. Бифуркационные значения коэффициента связи γ0 в зависимости от запаздывания 𝑇 для системы (7) при
𝑣 = 103, 𝑞 = 1.5, σ = 0 и 𝑧0 = 𝑧01 = 0 (выделены серым цветом) или 𝑧0 = 𝑧02 = π (выделены черным цветом). Ветви
слева (справа) от точек локальных минимумов 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, 𝐷1, ... соответствуют возбуждению мод с частотой ω1 (ω2).
Точки пересечения ветвей 𝐵, 𝐶, 𝐷, ... соответствуют бифуркациям коразмерности два. Кружками (точками) выделены
параметры, соответствующие супер-(суб-) критическим бифуркациям

Fig. 1. Bifurcation values of the coupling coefficient γ0 depending on the delay 𝑇 for system (7) for 𝑣 = 103, 𝑞 = 1.5, σ = 0,
and 𝑧0 = 𝑧01 = 0 (highlighted in gray) or 𝑧0 = 𝑧02 = π (highlighted in black). The branches to the left (right) of the local
minimum points 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, 𝐷1,... correspond to the excitation of modes with frequency ω1 (ω2). The intersection points of
branches 𝐵, 𝐶, 𝐷, ... correspond to bifurcations of codimension two. The circles (dots) highlight the parameters corresponding
to super- (sub-) critical bifurcation

cos 𝑧01 = 1, или 𝑧 = 𝑧02 = π, при этом cos 𝑧02 = −1. Будем обозначать полученное критическое
значение γ0 = γ0(𝑇, 𝑧0), где 𝑧0 = 𝑧01 или 𝑧0 = 𝑧02.

На рис. 1 показаны результаты расчета бифуркационных значений коэффициента связи
γ0 в зависимости от запаздывания 𝑇 по формулам (10), (11). Граница устойчивости состоит из
множества ветвей, соответствующих 𝑧0 = 𝑧01 = 0 (выделены серым цветом) или 𝑧0 = 𝑧02 = π
(выделены черным цветом). От каждого локального экстремума (точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, ...) отходят
по две ветви: левые дуги соответствуют возбуждению мод с частотой ω1, правые дуги — мод с
частотой ω2. Точки локальных минимумов значений γ0(𝑇, 𝑧0) определяются условием ω1 = ω2.

Обратим внимание, что одно и то же значение γ0(𝑇, 𝑧0) отвечает и 𝑧 = 𝑧𝑛 = 𝑧0 + 2π𝑛,
𝑛 = ±1,±2, .... Критические значения 𝑧𝑛 определяют «центральные» значения волновых чисел
𝑘𝑚𝑛 = 𝑧𝑛𝜀

−1 +𝑚, 𝑚 = 0,±1,±2, ... тех мод вида exp (𝑖𝑘𝑚𝑛𝑥+ 𝑖ω𝑡), которые возбуждаются при
потере устойчивости стационарного состояния. Следовательно, при γ = γ0 возбуждаются моды
с волновыми числами 𝑘𝑚𝑛 из множеств, соответствующих 𝑧01 = 0:

𝐾0 = {2π𝑛𝜀−1 +𝑚, 𝑛,𝑚 = 0,±1,±2, ...}, (12)

или 𝑧02 = π:

𝐾π = {π𝜀−1 + θ+ 2π𝑛𝜀−1 +𝑚, 𝑛,𝑚 = 0,±1,±2, ...}, (13)

где мы ввели поправку θ = θ(𝜀) ∈ [0, 1), чтобы дополнить значение π𝜀−1 до целого числа и
обеспечить выполнение краевых условий. Поскольку 𝜀 = 2π𝑁−1, то числа 2π𝑛𝜀−1 = 𝑁𝑛 —
целые, следовательно, θ = 1/2 (θ = 0), если число лазеров в цепочке 𝑁 нечетное (четное).

Из диаграммы на рис. 1 видно, что при увеличении запаздывания 𝑇 чередуются участки
границы, отвечающие четырем различным критическим случаям: на участке 𝐴𝐴1 возбуждаются
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моды с частотой ω = ω1 и с волновыми числами 𝑘𝑚𝑛 ∈ 𝐾0, на 𝐴1𝐵 — с частотой ω = ω2
и с волновыми числами 𝑘𝑚𝑛 ∈ 𝐾0, на 𝐵𝐵1 — с частотой ω = ω1 и с волновыми числами
𝑘𝑚𝑛 ∈ 𝐾π, на 𝐵1𝐶 — с частотой ω = ω2 и с волновыми числами 𝑘𝑚𝑛 ∈ 𝐾π, и так далее на
участках 𝐶𝐶1, 𝐶1𝐷, ... имеем критические случаи в той же последовательности.

В работе [29] была изучена локальная динамика системы в окрестности каждого такого
критического случая и показана возможность (при суперкритической бифуркации) возникновения
синфазных колебаний в цепочке лазеров при возбуждении мод с волновыми числами из 𝐾0

(например, на участках 𝐴𝐴1, 𝐶𝐶1) или антифазных колебаний в цепочке лазеров при возбуждении
мод с волновыми числами из 𝐾π (например, на участках 𝐵𝐵1, 𝐷𝐷1).

В данной работе мы сосредоточимся на изучении локальной динамики системы (7) при
бифуркациях коразмерности два, которые имеют место в точках пересечения бифуркационных вет-
вей. Возможны два варианта бифуркаций, в окрестности которых возбуждаются моды с разными
частотами и волновыми числами из разных множеств:

(i) с частотой ω1 и 𝑘𝑚𝑛 ∈ 𝐾π, а также моды с частотой ω2 и 𝑘𝑚𝑛 ∈ 𝐾0 (точки 𝐵, 𝐷, ...),
(ii) с частотой ω1 и 𝑘𝑚𝑛 ∈ 𝐾0, а также моды с частотой ω2 и 𝑘𝑚𝑛 ∈ 𝐾π (точки 𝐶, ...).
Для расчета параметров бифуркации коразмерности два нужно систему (10), (11) при

𝑧 = 𝑧01 = 0 и при 𝑧 = 𝑧02 = π, учитывая ω1,2(γ, 𝑧01) = ω1,2(γ, 𝑧02) = ω1,2(γ), дополнить
условием

ω1(γ) sin
(︀
ω2(γ)𝑇

)︀
= −ω2(γ) sin

(︀
ω1(γ)𝑇

)︀
. (14)

Далее будем обозначать 𝑇0, γ0 — критические значения параметров связей при бифуркациях
коразмерности два, удовлетворяющие одновременно уравнениям (10), (11) и (14). Например, точка
𝐵 на рис. 1 отвечает параметрам системы 𝑇0 = 0.157 и γ0 = 0.2128, при которых возбуждаются
моды с частотой ω1 = 22.23 и волновыми числами из 𝐾π, а также моды с частотой ω2 = 18.12 и
волновыми числами из 𝐾0. В точке 𝐶 на рис. 1, 𝑇0 = 0.3052 и γ0 = 0.1578, возбуждаются моды
с частотой ω1 = 22.184 и волновыми числами 𝑘𝑚𝑛 ∈ 𝐾π, а также моды с частотой ω2 = 19.223 и
волновыми числами 𝑘𝑚𝑛 ∈ 𝐾0.

Рассмотрим теперь решения линеаризованной системы при

γ = γ0 + 𝜀2γ01, 𝑇 = 𝑇0 + 𝜀2𝑇01, (15)

где малые добавки 𝜀2γ01 и 𝜀2𝑇01 характеризуют отклонения от бифуркационных значений γ0, 𝑇0,
и при σ ̸= 0. Подставляя (15) в уравнение (8), получаем две группы корней λ𝑚𝑛, представимые в
виде ряда по степеням 𝜀, с главными членами 𝑖ω0 = 𝑖ω1,2(γ0):

λ𝑚𝑛 = 𝑖ω0 + 𝜀λ𝑚𝑛1 + 𝜀2λ𝑚𝑛2 +𝑂(𝜀3), 𝑛,𝑚 = 0,±1,±2, ..., (16)

где λ𝑚𝑛1 = 0, λ𝑚𝑛2 = α + υ𝑥𝑚 + υ𝑦2π𝑛 − 𝐷𝑥𝑚
2 − 𝐷𝑦(2π𝑛)2, и коэффициенты α, υ𝑥,𝑦, 𝐷𝑥,𝑦

рассчитываются при 𝑧0 = 0 или 𝑧0 = π в зависимости от типа бифуркации (i) или (ii):

α(ω0, 𝑧0) = δ(ω0, 𝑧0)
[︁−1 + 𝑒𝑖ω0𝑇0(1 + 𝑖ω0𝑣−1) cos 𝑧0

γ0(1 + γ0)
γ01 + 𝑖ω0𝑇01 +

θ2

2
+
σ2𝑧20
2

]︁
,

υ𝑥(ω0, 𝑧0) = δ(ω0, 𝑧0)θ, υ𝑦(ω0, 𝑧0) = δ(ω0, 𝑧0)σ2𝑧0,

𝐷𝑥(ω0, 𝑧0) = δ(ω0, 𝑧0)/2, 𝐷𝑦(ω0, 𝑧0) = δ(ω0, 𝑧0)σ2/2, (17)

δ(ω0, 𝑧0) = γ0𝑣𝑢0𝑒−𝑖ω0𝑇0 cos 𝑧0/𝑝(ω0, 𝑧0),

𝑝(ω0, 𝑧0) = 2𝑖ω0 + 1 + 𝑢0 − 𝑇0γ0𝑣𝑢0𝑒−𝑖ω0𝑇0 cos 𝑧0.

504
Григорьева Е. В., Кащенко С. А.

Известия вузов. ПНД, 2026, т. 34, № 4



Из представления (16) следует, что характеристическое уравнение имеет бесконечно много
корней, действительная часть которых стремится к нулю при 𝜀 → 0, то есть рассматриваемые
критические случаи имеют (асимптотически) бесконечную размерность.

Замечание 1. Как существование точек бифуркации коразмерности два, так и комбинации
возбуждаемых при этом мод зависят от способа реализации связей в цепочке. В рассматриваемой
здесь системе, моделирующей динамику цепочки с двусторонними связями, возбуждаются
моды с разными частотами, ω1 и ω2, и волновыми числами из разных множеств, 𝐾0 и 𝐾π.
Ранее в работе [30] было показано, что в модели цепочки лазеров с диффузионными связями
с учетом собственной обратной связи для каждого элемента при бифуркациях коразмерности
два возбуждаются моды с разными частотами, ω1 и ω2, и с волновыми числами из одного и
того же множества 𝐾π. В модели кольца лазеров с односторонними связями [28] критическое
значение γ0 не зависит от запаздывания и отсутствуют бифуркации коразмерности два.

2. Построение квазинормальной формы

Для определенности будем изучать решения системы (7) в малой окрестности критического
случая (i), при котором возбуждаются два множества мод вида ∼ exp(λ𝑚𝑛𝑡+ 𝑘𝑚𝑛𝑥), где ω = ω1,
𝑘𝑚𝑛 ∈ 𝐾π, и моды с ω = ω2 и волновыми числами 𝑘𝑚𝑛 ∈ 𝐾0. Этому случаю отвечают, например,
параметры точек 𝐵 и 𝐷 на рис. 1. Для критического случая (ii) все последующие формулы
справедливы при замене индексов частот 1 ↔ 2.

Каждому характеристическому корню λ𝑚𝑛(𝜀) соответствует частное решение линеаризо-
ванной системы в виде бегущей волны с волновым числом 𝑘𝑚𝑛 и с частотой, равной мнимой
части корня λ𝑚𝑛. Общее решение 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥) линеаризованной краевой задачи есть сумма
всех возбужденных мод. Как следует из (16), частоты мод отличаются от ω1 или ω2 на величины
порядка 𝜀2. Поэтому общее решение в виде суммы мод удобно записать, выделив в качестве
множителей выражения для главных несущих волн exp(𝑖𝑅1) и exp(𝑖𝑅2) с фазами 𝑅1 = κ1𝑥+ω1𝑡
и 𝑅2 = κ2𝑥+ ω2𝑡, где κ1 = π𝜀−1 + θ, κ2 = 0, ω1,2 — главные частоты, тогда(︂

𝑢
𝑦

)︂
=

(︂
1
𝑟1

)︂
ξ𝑒𝑖𝑅1 +

(︂
1
𝑟2

)︂
η𝑒𝑖𝑅2 (18)

с амплитудами

ξ =
∞∑︁

𝑚,𝑛=−∞
ξ𝑚𝑛𝑒

(︀
𝑖𝑚𝑋+𝑖𝑛𝑌+𝑂(𝜀2)𝑡

)︀
, η =

∞∑︁
𝑚,𝑛=−∞

η𝑚𝑛𝑒

(︀
𝑖𝑚𝑋+𝑖𝑛𝑌+𝑂(𝜀2)𝑡

)︀
,

где ξ𝑚𝑛, η𝑚𝑛 — некоторые постоянные, определяемые начальными условиями, 𝑋 = 𝑥 и 𝑌 =
= 2π𝜀−1𝑥 — пространственные аргументы, и 𝑟1,2 = 𝑖ω1,2(𝑣𝑢0)−1. Заметим, что бесконечные
суммы ξ и η можно рассматривать как Фурье-разложение некоторых функций ξ(𝑋,𝑌 ) и η(𝑋,𝑌 ),
2π-периодичных по обоим аргументам, если пренебречь членами 𝑂(𝜀2)𝑡.

Для нахождения решений нелинейной краевой задачи (7) в локальной окрестности бифур-
кации коразмерности два будем предполагать, что в (18) амплитуды мод ξ𝑚𝑛 и η𝑚𝑛 медленно
меняются во времени, и введем функции ξ(τ, 𝑋, 𝑌 ), η(τ, 𝑋, 𝑌 ), зависящие от медленной времен-
ной переменной τ = 𝜀2𝑡 и 2π-периодичные по пространственным аргументам 𝑋,𝑌 . Решение
𝑢(𝑡, 𝑥, τ, 𝑋, 𝑌 ) и 𝑦(𝑡, 𝑥, τ, 𝑋, 𝑌 ) нелинейной краевой задачи (7) представим в виде ряда по степе-
ням малого параметра 𝜀:(︂

𝑢
𝑦

)︂
= 𝜀

(︂
1
𝑟1

)︂
ξ𝑒𝑖𝑅1 + 𝜀

(︂
1
𝑟2

)︂
η𝑒𝑖𝑅2 + 𝜀2

(︂
𝑢2
𝑦2

)︂
+𝜀3

(︂
𝑢3
𝑦3

)︂
+𝑂(𝜀4)+𝑐.𝑐. (19)
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Здесь функции

𝜀2𝑢2 = 𝜀2
(︀
𝑢20 + 𝑢21𝑒

𝑖2𝑅1 + 𝑢22𝑒
𝑖2𝑅2 + 𝑢23𝑒

𝑖(𝑅1+𝑅2) + 𝑢24𝑒
𝑖(𝑅1−𝑅2) + 𝑐.𝑐.

)︀
,

𝜀2𝑦2 = 𝜀2
(︀
𝑦20 + 𝑢21𝑒

𝑖2𝑅1 + 𝑦22𝑒
𝑖2𝑅2 + 𝑦23𝑒

𝑖(𝑅1+𝑅2) + 𝑦24𝑒
𝑖(𝑅1−𝑅2) + 𝑐.𝑐.

)︀
,

𝜀3𝑢3 = 𝜀3
(︀
𝑢31𝑒

𝑖𝑅1 + 𝑢32𝑒
𝑖𝑅2 + ...+ 𝑐.𝑐.

)︀
, ...

являются величинами 2-го, 3-го, ... порядка по степеням 𝜀 и описывают динамику медленных
амплитуд всех гармоник основных частот. Все амплитуды гармоник, как и главные амплитуды
ξ(τ, 𝑋, 𝑌 ) и η(τ, 𝑋, 𝑌 ), являются 2π-периодичными по пространственным переменным 𝑋 , 𝑌 .

Подставим ряды (19) в систему (7) при γ = γ0 + 𝜀2γ01, 𝑇 = 𝑇0 + 𝜀2𝑇01 и будем соби-
рать коэффициенты при членах одного порядка 𝜀 и одинаковых гармониках. Тогда приходим к
равенствам, из которых последовательно находим амплитуды:

𝑢20 = 0, 𝑦20 = 0,

𝑢21 =
𝑟1
𝑢0

𝐶1ξ2, 𝑦21 =
𝑟1
𝑢0

(2𝑟1𝐶1 − 1)ξ2,

𝑢22 =
𝑟2
𝑢0

𝐶2η2, 𝑦22 =
𝑟2
𝑢0

(2𝑟2𝐶2 − 1)η2,

𝑢23 =
𝑟3
𝑢0

𝐶3ξη, 𝑦23 =
𝑟3
𝑢0

[𝑟3𝐶3 − 1]ξη,

𝑢24 =
𝑟4
𝑢0

𝐶4ξη*, 𝑦24 =
𝑟4
𝑢0

[𝑟4𝐶4 − 1]ξη*,

где 𝑟1,2 = 𝑖ω1,2(𝑣𝑢0)−1, 𝑟3 = 𝑟1 + 𝑟2, 𝑟4 = 𝑟1 − 𝑟2, ω3 = ω1 + ω2, ω4 = ω1 − ω2 и

𝐶1,2 =
2𝑖ω1,2 + 1

2𝑟1,2(𝑖2ω1,2 + 1 + 𝑢0) + 1 + γ0𝑒−𝑖2ω1,2𝑇0
,

𝐶3,4 =
𝑖ω3,4 + 1

𝑟3,4[𝑖ω3,4 + 1 + 𝑢0] + 1− γ0𝑒−𝑖ω3,4𝑇0
.

Из условия разрешимости системы относительно амплитуд 𝑢31, 𝑦31 находим, что комплекс-
ные функции ξ(τ, 𝑋, 𝑌 ) и η(τ, 𝑋, 𝑌 ) должны удовлетворять системе уравнений

𝜕ξ
𝜕τ

= α1ξ+ ξ
(︀
𝐿11|ξ|2 + 𝐿12|η|2

)︀
+ υ1

𝜕ξ
𝜕𝑋

+ υ2
𝜕ξ
𝜕𝑌

+𝐷1
𝜕2ξ
𝜕𝑋2

+𝐷2
𝜕2ξ
𝜕𝑌 2

,

𝜕η
𝜕τ

= α2ξ+ η
(︀
𝐿21|ξ|2 + 𝐿22|η|2

)︀
+ υ3

𝜕η
𝜕𝑋

+ υ4
𝜕η
𝜕𝑌

+𝐷3
𝜕2η
𝜕𝑋2

+𝐷4
𝜕2η
𝜕𝑌 2

(20)

с краевыми условиями

ξ(𝑋,𝑌 ) = ξ(𝑋 + 2π, 𝑌 ), ξ(𝑋,𝑌 ) = ξ(𝑋,𝑌 + 2π),

η(𝑋,𝑌 ) = η(𝑋 + 2π, 𝑌 ), η(𝑋,𝑌 ) = η(𝑋,𝑌 + 2π),

где α1 = α(ω1,π), υ1 = υ𝑥(ω1,π), 𝐷1 = 𝐷𝑥(ω1,π), 𝐷2 = 𝐷𝑦(ω1,π), α2 = α(ω2, 0),
υ3 = υ𝑥(ω2, 0), 𝐷3 = 𝐷𝑥(ω2, 0), 𝐷4 = 𝐷𝑦(ω2, 0) и коэффициенты при нелинейных членах

𝐿11 = 𝑝1
𝑟1
𝑢0

(𝑟1𝐶1 − 1), 𝐿12 = 𝑝1
𝑟3
𝑢0

(𝑟1𝐶3 − 1) + 𝑝1
𝑟4
𝑢0

(𝑟1𝐶4 − 1),

𝐿21 = 𝑝1
𝑟3
𝑢0

(𝑟2𝐶3 − 1) + 𝑝1
𝑟*4
𝑢0

(𝑟2𝐶
*
4 − 1), 𝐿22 = 𝑝2

𝑟2
𝑢0

(𝑟2𝐶2 − 1),

𝑝1 =
(𝑖ω1 + 1)𝑣

𝑝(ω1,π)
, 𝑝2 =

(𝑖ω2 + 1)𝑣

𝑝(ω2, 0)
,
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величины α(ω0, 𝑧0), υ𝑥(ω0, 𝑧0), υ𝑦(ω0, 𝑧0), 𝐷𝑥(ω0, 𝑧0), 𝐷𝑦(ω0, 𝑧0) δ(ω0, 𝑧0), 𝑝(ω0, 𝑧0) определены
в равенствах (17).

Следующая теорема устанавливает связь между решениями краевой задачи (20) и решения-
ми исходной системы, которая вытекает непосредственно из приведенного вывода.

Теорема 1. Пусть краевая задача (20) имеет решение ξ0(τ, 𝑋, 𝑌 ), η0(τ, 𝑋, 𝑌 ), ограниченное
при τ→ ∞ и при всех 𝑋 ∈ (0, 2π], 𝑌 ∈ (0, 2π]. Тогда функции(︂

𝑢(𝑡, 𝑥)
𝑦(𝑡, 𝑥)

)︂
= 𝜀

(︂
1
𝑟1

)︂
ξ0(𝜀2𝑡, 𝑥, 2π𝜀−1𝑥)𝑒𝑖𝑅1 + 𝜀

(︂
1
𝑟2

)︂
η0(𝜀2𝑡, 𝑥, 2π𝜀−1𝑥)𝑒𝑖𝑅2 + 𝑐.𝑐., (21)

𝑅1 = (π𝜀−1 + θ)𝑥 + ω1𝑡, 𝑅2 = ω2𝑡, удовлетворяют краевой задаче (7) при γ = γ0 + 𝜀2γ01,
𝑇 = 𝑇0 + 𝜀2𝑇01 с точностью до 𝑂(𝜀2).

Таким образом, краевая задача (20) выполняет роль квазинормальной формы, поскольку ее
нелокальная динамика определяет при достаточно малых 𝜀 поведение всех решений нелинейной
задачи (7) с начальными условиями из достаточно малой и не зависящей от 𝜀 окрестности
нулевого состояния равновесия.

Квазинормальная форма (20) является нелинейной нестационарной 2π-распределенной
по 𝑋,𝑌 системой и может иметь множество решений. Далее рассмотрим только простейшие
однородные по пространственным переменным решения и соответствующие им решения в модели
цепочки лазеров (1).

3. Однородные решения квазинормальной формы

Положим ξ(τ, 𝑋, 𝑌 ) = ξ(τ) = ρ1(τ) exp[𝑖φ1(τ)], η(τ, 𝑋, 𝑌 ) = η(τ) = ρ2(τ) exp[𝑖φ2(τ)], тогда
вместо системы (20) приходим к нормальной форме для динамики амплитуд:

𝑑ρ1
𝑑τ

= ρ1
(︀
µ1 + 𝑎ρ21 + 𝑏ρ22

)︀
,

𝑑ρ2
𝑑τ

= ρ2
(︀
µ2 + 𝑐ρ21 + 𝑑ρ22

)︀
, (22)

где µ1,2 = 𝑅𝑒 α1,2, 𝑎 = 𝑅𝑒 𝐿11, 𝑏 = 𝑅𝑒 𝐿12, 𝑐 = 𝑅𝑒 𝐿21, 𝑑 = 𝑅𝑒 𝐿22, а поведение фаз φ1,2(τ)
полностью определяется динамикой амплитуд.

Решения нормальной формы (22) были детально изучены ранее, например, в работе [20].
Ниже используем полученные результаты с учетом значений коэффициентов для точки γ0 =
= 0.1329, 𝑇0 = 0.4515 — точки 𝐷 на рис. 1, в которой пересекаются две бифуркационные ветви,
соответствующие возбуждению мод с частотой ω1 = 22.148 и волновыми числами из 𝐾π (𝑧0 = π)
и мод с частотой ω2 = 19.75 и волновыми числами из 𝐾0 (𝑧0 = 0). Фрагмент бифуркационной
диаграммы в более крупном масштабе приведен на рис. 2.

Коэффициенты µ1,2, как следует из (20) и (17), зависят от параметров надкритичности
𝑇01, γ01, которые определяют отклонения времени задержки 𝑇 и коэффициента связи γ от точки
бифуркации (𝑇0, γ0), и могут принимать как положительные, так и отрицательные значения. Если
µ1,2 < 0, то система находится в докритической области (устойчиво состояние равновесия), а при
других знаках — в других секторах диаграммы на рис. 2.

Коэффициенты 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 (ляпуновские величины) в нормальной форме (22) зависят только
от критических значений 𝑇0, γ0. По формулам (20) и (17) для точки 𝐷 получаем: 𝑎 = −4.855,
𝑏 = −12.578, 𝑐 = 8.956, 𝑑 = 2.121. Следовательно, имеем 𝑎, 𝑏 < 0, 𝑐, 𝑑 > 0, кроме того,
∆ = 𝑎𝑑− 𝑏𝑐 > 0.
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Замечание 2. Знаки ляпуновских величин 𝑎 и 𝑑 определяют направление бифуркации при возбуж-
дении мод с частотой ω1 или ω2. При 𝑎, 𝑑 < 0 (𝑎, 𝑑 > 0) бифуркация является суперкритической
(субкритической). На рис. 1 участки границы, где 𝑎, 𝑑 < 0 (𝑎, 𝑑 > 0), выделены кружками
(точками). Видно, что для ω1-мод имеет место, как правило, суперкритическая бифуркация
(𝑎 < 0). Для ω2-мод, за исключением участка 𝐴1𝐵, имеет место субкритическая бифуркация
(𝑑 > 0). Такое чередование направления бифуркации вдоль границы устойчивости стационарного
состояния для мод с разной частотой наблюдается при достаточно больших значениях пара-
метров 𝑇 и 𝑣 ≫ 1. Например, для построения диаграммы на рис. 1 мы использовали значение
𝑣 = 103, которое типично для полупроводниковых лазеров. Таким образом, в окрестности точек
бифуркации коразмерности два, за исключением точки 𝐵, при возбуждении мод с частотами ω1
и ω2 направление бифуркаций противоположно.

Следуя результатам работы [20], ниже перечислим возможные ненулевые решения нор-
мальной формы (22), соответствующие им решения распределенной системы (7) и решения для
исходной модели цепочки (1).

γ

0.42 0.45 0.48

0.11

0.135

0.16

4

3

D

1

2

ω

2

ω

1

T

Рис. 2. Фрагмент рис. 1: в окрестности точки γ0 = 0.1329
и 𝑇0 = 0.452 — точки 𝐷 пересечения двух бифуркацион-
ных ветвей, соответствующих возбуждению мод с частотой
ω1 и волновыми числами из 𝐾π (черные кружки) и мод с
частотой ω2 и волновыми числами из 𝐾0 (точки). Ромбами
отмечены параметры γ, 𝑇 , при которых в цепочке могут
наблюдаться: 1 — неустойчивые синфазные ω2-колебания
(24); 2 — устойчивые антифазные ω1-колебания (28);
3 — устойчивые двухчастотные квазипериодические колеба-
ния (32); 4 — многочастотные квазипериодические колеба-
ния (34)

Fig. 2. Fragment of Fig. 1: the neighborhood of the point
𝐷(γ0 = 0.1329, 𝑇0 = 0.452) which is the intersection point
of two bifurcation branches corresponding to the excitation of
modes with frequency ω1 and wave numbers from 𝐾π (black
circles) and modes with frequency ω2 and wave numbers from
𝐾0 (dots). Diamonds denote the parameters γ, 𝑇 , for which the
following modes can be observed in the chain: 1 — unstable
in-phase ω2-oscillations given by equation (24); 2 — stable
antiphase ω1-oscillations given by equation (28); 3 — stable
two-frequency quasiperiodic oscillations given by equation
(32); 4 — multi-frequency quasiperiodic oscillations given by
equation (34)

(1) Стационарное состояние

ρ1(τ) = ρ11 = 0, ρ2(τ) = ρ21 = (−µ2/𝑑)1/2 (23)

существует и может быть устойчиво при µ2>0
и 𝑑 < 0. Этому состоянию по теореме 1 соот-
ветствует решение краевой задачи (7):

𝑢(𝑡, 𝑥) = 2𝜀ρ21 cos
(︀
κ2𝑥+Ω2𝑡

)︀
+𝑂(𝜀2) (24)

с волновым числом κ2 = 0 и частотой Ω2 =
= ω2 + 𝜀2ω21, ω21 = 𝐼𝑚 α2 + ρ221𝐼𝑚 𝐿22.
В свою очередь, решение (24) можно ассоци-
ировать с периодическими колебаниями интен-
сивности излучения лазеров, локализованных
на кольце в точках 𝑥 = 𝑥𝑗 = 𝜀𝑗:

𝑢𝑗(𝑡) = 𝑢(𝑡, 𝑥𝑗) = 2𝜀ρ21 cos (Ω2𝑡
)︀
+𝑂(𝜀2),

𝑗 = 1, 2, ...𝑁

со сдвигом фаз для соседних элементов 𝜀κ2=0.
Следовательно, при возникновении неустойчи-
вости стационарной генерации можно ожидать
синфазные ω2-колебания излучения соседних
лазеров. Такой режим может существовать и
быть устойчивым в окрестности точки 𝐵 на
рис. 1, где ляпуновская величина 𝑑 < 0. При
параметрах из окрестности точки 𝐷, например,
отмеченных на рис. 2 ромбом 1, синфазный
режим хотя и может существовать, является
неустойчивым, поскольку в этом случае 𝑑 > 0.

(2) Второе стационарное состояние нор-
мальной формы (22) имеет вид

ρ1(τ) = ρ12 = (−µ1/𝑎)1/2, ρ2(τ) = ρ22 = 0. (25)
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Это состояние существует и устойчиво при 𝑎 < 0 в секторе, ограниченном неравенствами

µ1 > 0, µ2 < −µ1
2
. (26)

Как следует из теоремы 1, равновесию (25) соответствует решение краевой задачи (7) в виде
бегущей волны:

𝑢(𝑡, 𝑥) = 2𝜀ρ12 cos (κ1𝑥+Ω1𝑡) +𝑂(𝜀2) (27)

с волновым числом κ1 = π𝜀−1+θ и частотой Ω1 = ω1+𝜀2ω12, ω12 = 𝐼𝑚 α1+ρ212𝐼𝑚 𝐿11. В свою
очередь, бегущую волну (27) можно ассоциировать с колебаниями интенсивности излучения
лазеров 𝑢𝑗(𝑡) = 𝑢(𝑡, 𝑥𝑗), локализованных на кольце в точках 𝑥 = 𝑥𝑗 = 𝜀𝑗, 𝑗 = 1, 2, ...𝑁 :

𝑢𝑗(𝑡) = 2𝜀ρ12 cos
(︀
𝜀κ𝑗 +Ω2𝑡

)︀
+𝑂(𝜀2), (28)

причем сдвиг фаз колебаний соседних элементов кольца равен 𝜀κ = π+ 𝜀/2 (или π), если 𝑁 —
четное (или нечетное). Следовательно, при дестабилизации стационарной генерации можно
ожидать антифазные (или близкие к антифазным) ω1-колебания излучения соседних лазеров.
Поскольку для точки 𝐷 ляпуновская величина 𝑎 < 0, то антифазный режим может быть устойчи-
вым, например, при параметрах, отмеченных на рис. 2 ромбом 2.

(3) Третье равновесное состояние в нормальной форме (22) имеет вид

ρ1(τ) = ρ13 = (µ2𝑏− µ1𝑑)1/2∆−1/2, ρ2(τ) = ρ23 = (µ1𝑐− µ2𝑎)1/2∆−1/2. (29)

Состояние (29) может существовать и быть устойчивым, если знаки ляпуновских величин 𝑎 и 𝑑
противоположны, ∆ = 𝑎𝑑− 𝑏𝑐 > 0 и

µ2 > −µ1
𝑑

𝑏
, µ2 < µ1

𝑑(𝑎− 𝑐)

𝑎(𝑏− 𝑑)
. (30)

Стационарное решение (29) определяет решение краевой задачи (7) точностью до 𝑂(𝜀2)
в виде суммы волн:

𝑢(𝑡, 𝑥) = 2𝜀[ρ13 cos (κ1𝑥+Ω13𝑡) + ρ23 cos (κ2𝑥+Ω23𝑡)], (31)

где волновые числа κ1 = π𝜀−1+θ, κ2 = 0 и частоты Ω13 = ω1+𝜀2ω13, ω13 = 𝐼𝑚 α1+𝐼𝑚 𝐿11ρ213+
+ 𝐼𝑚 𝐿12ρ223, Ω23 = ω2 + 𝜀2ω23, ω23 = 𝐼𝑚 α2 + 𝐼𝑚 𝐿21ρ213 + 𝐼𝑚 𝐿22ρ223.

В свою очередь, решение (31) может быть ассоциировано с двухчастотными колебаниями
интенсивности излучения связанных в цепочку лазеров, 𝑢𝑗(𝑡) = 𝑢(𝑡, 𝜀𝑗). На рис. 3, a показан фазо-
вый портрет двухчастотной квазипериодической динамики в плоскости интенсивности генерации
двух соседних элементов цепочки 𝑢𝑗(𝑡), 𝑢𝑗+1(𝑡), соответствующий стационарному решению (22)
в нормальной форме. Такой режим может существовать и быть устойчивым при параметрах,
отмеченных на рис. 2 ромбом 3 в окрестности точки 𝐷, поскольку в этом случае ляпуновские
величины 𝑎 < 0 и 𝑑 > 0.

(4) Четвертое нестационарное решение нормальной формы (22) появляется в результате
бифуркации равновесной точки (ρ13, ρ23) на границе сектора

µ2 = µ1
𝑑(𝑎− 𝑐)

𝑎(𝑏− 𝑑)
, (32)

например, для параметров, отмеченных ромбом 4 на рис. 2. При этом нормальная форма (22)
становится интегрируемой, а точка равновесия становится центром, окруженным множеством
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Рис. 3. Фазовые портреты квазипериодической динамики в плоскости интенсивности генерации двух соседних
элементов цепочки 𝑢𝑗(𝑡), 𝑢𝑗+1(𝑡) при параметрах, соответствующих: a — стационарному решению (29) в нормальной
форме; b — гетероклиническому циклу (33) в нормальной форме

Fig. 3. Phase portraits of quasiperiodic dynamics in the plane of generation intensity of two adjacent elements of the
chain 𝑢𝑗(𝑡), 𝑢𝑗+1(𝑡) with parameters corresponding to: a — a stationary solution in normal form, given by equation (29);
b — a heteroclinic cycle in normal form, given by equation (33)

циклов в фазовом пространстве, как показано на рис. 4, a. Отмечены центр (ρ13, ρ23), седловые
состояния (ρ11 = 0, ρ21) и (ρ12, ρ22 = 0) и циклы, которым отвечают периодические решения
с некоторой частотой ω4, зависящей в том числе от начальных условий:

ρ14(τ) = ρ14(τ+ 2πω−1
4 ), ρ24(τ) = ρ24(τ+ 2πω−1

4 ). (33)

На рис. 4, b, показана динамика цикла, близкого к гетероклиническому. Отметим, что решения
являются нейтрально устойчивыми. Уточнить устойчивость можно отдельно, для чего необходимо
учесть в квазинормальной форме (20), а затем и в нормальной форме (22), члены более высокого
порядка малости [20].

0 0.2 0.4

0.2

0.4

ρ1

0 10 20 30 40 50

0.2

0.4

ρ14 τ( )

ρ24 τ( )

ρ2 τ

Рис. 4. a — Фазовый портрет системы (22) с параметрами 𝑎 = −4.855, 𝑏 = −12.578, 𝑐 = 8.956, 𝑑 = 2.121 и при µ1 = 1,
µ2 = −0.41, удовлетворяющим условию (32). Показаны два цикла, окружающие центр (ρ13 = 0.172, ρ23 = 0.261),
один из которых малой амплитуды окружает центр, а второй цикл близок к гетероклиническому циклу, связывающему
седловые состояния (ρ11 = 0, ρ21 = 0.454) и (ρ12 = 0.44, ρ22 = 0). b — Временная динамика ρ14(τ), ρ24(τ),
соответствующая второму циклу

Fig. 4. a — Phase portrait of system (22) with parameters 𝑎 = −4.855, 𝑏 = −12.578, 𝑐 = 8.956, 𝑑 = 2.121 и при
µ1 = 1, µ2 = −0.41, satisfying condition (32). Two cycles surrounding the center point (ρ13 = 0.172, ρ23 = 0.261),
are shown one of which has a small amplitude, and the second cycle is close to the heteroclinic cycle connecting the
saddle states (ρ11 = 0, ρ21 = 0.454) and (ρ12 = 0.44, ρ22 = 0). b — Temporal dynamics of ρ14(τ), ρ24(τ), corresponding
to the second cycle
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Периодические функции (33) по теореме 1 определяют решения краевой задачи (7):

𝑢(𝑡, 𝑥) = 2𝜀[ρ14(𝜀2𝑡) cos (κ1𝑥+ ω1𝑡) + ρ24(𝜀2𝑡) cos (κ2𝑥+ ω2𝑡], (34)

которые можно охарактеризовать как многочастотные.
Полученное решение (34), в свою очередь, можно ассоциировать с многочастотными

колебаниями интенсивности излучения лазеров 𝑢𝑗(𝑡) = 𝑢(𝑡, 𝑥𝑗), локализованных на кольце в
точках 𝑥 = 𝑥𝑗 = 𝜀𝑗, 𝑗 = 1, 2, ...𝑁 . Отметим, что частота 𝜀2ω4 значительно меньше по сравнению
с частотами ω1 и ω2. Кроме того, если решения ρ14(τ), ρ24(τ) соответствуют фазовой траектории,
близкой к гетероклиническому циклу, то, как показано на рис. 4, b, система проводит длительное
время около состояний (ρ11 = 0, ρ21) или (ρ12, ρ22 = 0) и быстро переходит от одного состояния
к другому. Такой режим может существовать и быть устойчивым при параметрах, отмеченных на
рис. 2 ромбом 3 в окрестности точки 𝐷, поскольку в этом случае ляпуновские величины 𝑎 < 0

и 𝑑 > 0.
На рис. 3, b показан фазовый портрет квазипериодической динамики в плоскости интен-

сивности генерации двух соседних элементов цепочки 𝑢𝑗(𝑡), 𝑢𝑗+1(𝑡), соответствующий гете-
роклиническому циклу в нормальной форме с параметрами, указанными в подписи к рис. 4.
Отрезки фазовой траектории вдоль биссектрисы первого координатного угла отвечают синхрон-
ным ω2-колебаниям элементов цепочки. Отрезки фазовой траектории вдоль биссектрисы второго
координатного угла отвечают антифазным ω1-колебаниям элементов цепочки. В результате вре-
менная динамика цепочки лазеров будет демонстрировать медленную периодическую смену
режимов полной синхронизации ω2-колебаний и антифазной синхронизации ω1-колебаний.

Поскольку решения нормальной формы являются нейтрально устойчивыми, то можно
наблюдать описанный режим, по крайней мере, на асимптотически долгом временном промежутке.

Замечание 3. Квазинормальная форма (20) является нелинейной нестационарной 2π-распреде-
ленной по 𝑋,𝑌 системой и имеет не только рассмотренные однородные решения, но и множе-
ство неоднородных и нестационарных решений. Каждому из них будет соответствовать еще
более сложный режим генерации цепочки связанных лазеров [32].

Заключение

В работе представлен локальный анализ распределенной интегро-дифференциальной си-
стемы, моделирующей динамику генерации большой цепочки идентичных лазеров с двунаправ-
ленными запаздывающими связями. Получены критические значения коэффициента связи и
запаздывания в цепи связи, соответствующие бифуркациям коразмерности два. При этом стацио-
нарный режим генерации становится неустойчивым и одновременно возбуждаются две группы
мод с различными частотами ω1 и ω2 и волновыми числами из различных множеств 𝐾0 и 𝐾π.
Такие бифуркации реализуются именно при рассмотренном двустороннем способе связи элемен-
тов в цепочке, а при других способах связи комбинации возбуждаемых мод могут быть другими.
Например, в модели с диффузионными связями с учетом собственной обратной связи для каждого
элемента [30] при бифуркациях коразмерности два возбуждаются моды с разными частотами
и с волновыми числами из одного и того же множества 𝐾π, а в модели с односторонними
связями [28] бифуркации коразмерности два отсутствуют.

Показано, что размерность критических случаев стремится к бесконечности при неограни-
ченном увеличении числа элементов в цепочке. Предложен алгоритм построения квазинормальных
форм — уравнений для медленно меняющихся амплитуд несущих волн. В качестве квазинор-
мальной формы получена система двух уравнений в частных производных типа Гинзбурга–
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Ландау с периодическими краевыми условиями. Нелокальная динамика квазинормальной формы
определяет решения исходной распределенной системы уравнений.

Мы проанализировали простейшие однородные решения квазинормальной формы с ко-
эффициентами, которые рассчитали исходя из возможных параметров модели цепочки лазеров
класса В. Одно из однородных стационарных решений соответствует режиму синфазных одноча-
стотных колебаний интенсивности излучения лазеров в цепочке. Второе стационарное решение
отвечает режиму антифазных одночастотных колебаний. Такие одночастотные режимы могут
быть устойчивыми в случае суперкритической бифуркации.

Еще одно ненулевое стационарное решение нормальной формы отвечает режиму двухчастот-
ных колебаний исходной системы. Режим квазипериодических колебаний может реализоваться и
быть устойчивым в локальной окрестности точки бифуркации коразмерности два только в случае,
если бифуркации для мод с одной частотой суперкритические, а для мод с другой частотой —
субкритические. Именно это условие выполняется для типичных параметров лазеров класса В.

При том же условии — противоположное направление бифуркаций для мод с разной ча-
стотой в точке бифуркации коразмерности два — в фазовом пространстве нормальной формы
возможно образование циклов, которым будут отвечать сложные многочастотные колебания
исходной системы. В частности, цикл в нормальной форме может проявиться в динамике гене-
рации цепочки лазеров с двусторонней запаздывающей связью как медленное периодическое
чередование режимов синфазной и антифазной синхронизации.

Таким образом, полученная квазинормальная форма позволяет описать ряд коллективных
динамических эффектов в цепочке. Такой подход может быть использован для исследований и
более сложных режимов генерации лазеров в цепочке на основе других неоднородных нестаци-
онарных решений квазинормальныой формы, полученных ранее при изучении уравнений типа
Гинзбурга–Ландау [32].
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